
Βιορευστομηχανική 

1 



Ρευςτομθχανικι 

Ρευςτομθχανικι: μελετά τθν κίνθςθ των ρευςτϊν και τισ δυνάμεισ που 
αςκοφνται πάνω ςε αυτά. 
 
Η αρικμθτικι επίλυςθ των εξιςϊςεων που διζπουν τθν κίνθςθ των ρευςτϊν 
(Navier-Stokes) είναι ζνα δφςκολο πρόβλθμα: 
 
-Εξειδικευμζνα αρικμθτικά ςχιματα  
 
-Γζνεςθ υπολογιςτικοφ πλζγματοσ ςε περίπλοκεσ γεωμετρίεσ 
 
 
 
 
 
 
- Επίλυςθ προβλθμάτων με μεγάλο αρικμό βακμϊν ελευκερίασ (~109) 
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Βιο-Ρευςτομθχανικι 

Προςομοίωςθ τθσ ροισ αίματοσ ςτθν καρδιά          Ροι αζρα ςτουσ πνεφμονεσ 
 
 
 
 
 
 
Προςκετικζσ ςυςκευζσ: 
- Σεχνθτζσ βαλβίδεσ καρδιάσ 

 
 

- Stents που ελευκερϊνουν φαρμακευτικζσ ουςίεσ 
 
 
 
 

- Εμφυτεφςιμεσ ςυςκευζσ για τθ μεταφορά φαρμάκων 
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Κινθματικι 

Η κίνθςθ των ρευςτϊν περιγράφεται με όρουσ ταχφτθτασ, και ρυκμοφ 
παραμόρφωςθσ (strain rate). 
 
Ρευςτά: οςοδιποτε μικρι (διατμθτικι) τάςθ προκαλεί παραμόρφωςθ 
 
τθ μθχανικι ςτερεϊν: ςχζςθ τάςθσ-παραμόρφωςθσ δίνεται από μία 
καταςτατικι εξίςωςθ. 
 
τθ μθχανικι των ρευςτϊν: θ καταςτατικι εξίςωςθ δίνει τθ ςχζςθ τάςθσ με 
ρυκμό παραμόρφωςθσ 
 

π.χ. Νευτωνικά, αςυμπίεςτα ρευςτά: 𝜍𝑖𝑗 = 𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜇
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
 

𝜍𝑖𝑗  : Σελεςτισ τάςεων 

Γ𝑖𝑗 =
1

2

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
: ρυκμόσ παραμόρφωςθσ 

𝑝: πίεςθ 
𝜇: δυναμικό ιξϊδεσ – ςτακερό (τριβι μεταξφ ςτρωμάτων ρευςτοφ) 
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Γραφικι απεικόνιςθ των ςτοιχείων του τανυςτι τάςεων 

H τάςθ που εφαρμόηεται πάνω ςε μια πλευρά δίνεται από τθν ζκφραςθ: 
𝒔 = 𝒏 ∙ 𝝈  
τθν πλευρά ABCD τo μοναδιαίο κάκετο με φορά προσ τα ζξω διάνυςμα είναι 
το 𝒏 = 1,0,0 = 𝒆1. υνεπϊσ θ τάςθ που αςκείται ςε αυτι τθν  πλευρά από 
το περιβάλλον ρευςτό είναι: 

𝒔𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝒆1 ∙ 𝝈 = 𝒆1 ∙ 𝜍𝑖𝑗𝒆𝑖𝒆𝑗
𝑖,𝑗

= 𝜍1𝑗𝒆𝑗
𝑗

 

υνεπϊσ, μόνο 3 από τισ 6 ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του ταυςτι τάςεων 
ςυνειςφζρουν ςτθν τάςθ τθσ πλευράσ ABCD.  
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Η τάςθ γενικά δεν είναι κάκετθ ςτθν επιφάνεια ABCD. Σα ςτοιχεία ς12 και ς13 
είναι προςανατολιςμζνα προσ το εφαπτομενικό επίπεδο και αντιςτοιχοφν ςτισ 
τάςεισ διάτμθςθσ (shear stresses) ενϊ το ςτοιχείο ς11 είναι κάκετο ςτθν 
επιφάνεια.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από τουσ 2 δείκτεσ ο πρϊτοσ αντιςτοιχεί  ςτθ διεφκυνςθ που είναι κακετθ 
ςτθν επιφάνεια, και ο δεφτεροσ δείκτθσ τθ διεφκυνςθ ςτθν οποία οποία 
δείχνει το ςτοιχείο του τανυςτι τάςεων. 
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Γραφικι απεικόνιςθ των ςτοιχείων του τανυςτι τάςεων 



τθν επιφάνεια EFGH. To κάκετο ςε αυτιν επιφάνεια με φορά προσ τα ζξω 
είναι το 𝒏 = −1,0,0 = −𝒆1 . Η τάςθ ςτθν επιφάνεια αυτι κα είναι :  

𝒔EFGH = −𝒆1 ∙ 𝝈 = −𝒆1 ∙ 𝜍𝑖𝑗𝒆𝑖𝒆𝑗
𝑖,𝑗

= 𝜍1𝑗(−𝒆𝑗)

𝑗

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Και εδϊ τα ςτοιχεία ς12, ς13 αντιςτοιχοφν ςτθ διατμθτικι τάςθ και το ς11 ςτθν 
κάκετθ ςτθν επιφάνεια τάςθ. Παρατθριςτε όμωσ ότι αν οι ποςότθτεσ αυτϊν 
των ςτοιχείων είναι κετικζσ τα βζλθ δείχνουν ςτθ διεφκυνςθ (−𝒆1) για το ς11, 
(−𝒆2) για το ς12 και (−𝒆3) για το ς13. 
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Γραφικι απεικόνιςθ των ςτοιχείων του τανυςτι τάςεων 



Νευτωνικά ρευςτά 

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝒖 = 𝜌𝒈 − 𝛻𝑃 + 𝜇𝛻2𝒖      Navier-Stokes 

𝛻 ∙ 𝒖 = 0 Εξίςωςθ ςυνζχειασ 
 

Με αυτζσ τισ εξιςϊςεισ (και κατάλλθλεσ αρχικζσ και ςυνοριακζσ ςυνκικεσ) 
υπολογίηονται για μια ιςόκερμθ ροι, το πεδίο ταχφτθτασ, 𝒖, και θ πίεςθ  𝑃. 
 
Γιατί είναι δφςκολθ θ αρικμθτικι επίλυςθ του ςυςτιματοσ αυτϊν των 
διαφορικϊν εξιςϊςεων; 
 
• Τπάρχουν εξιςϊςεισ για τα 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 αλλά όχι για τθν πίεςθ, 𝑃. 

• Η εξίςωςθ ςυνζχειασ είναι ζνασ αλγεβρικόσ περιοριςμόσ, τον οποίο πρζπει 
να ικανοποιεί θ ταχφτθτα. 

• Ο όροσ 𝒖 ∙ 𝛻𝒖 είναι μθ γραμμικόσ. 
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τρωτι ροι αίματοσ ςε αρτθρία μεγάλου μικουσ 

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝒖 = 𝜌𝒈 − 𝛻𝑃 + 𝜇𝛻2𝒖      Navier-Stokes 

𝛻 ∙ 𝒖 = 0 Εξίςωςθ ςυνζχειασ 
 

Αναηθτοφμε τθ λφςθ ανεπτυγμζνθσ και ςυμμετρικισ ροισ ςε ςυνκικεσ 
μόνιμθσ κατάςταςθσ. 
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𝑧 

Πλιρωσ ανεπτυγμζνθ ροι: 𝑣𝑟 = 𝑣𝜃 = 0 
 

Εξίςωςθ ςυνζχειασ: 
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= 0 → 𝑣𝑧 = 𝑣𝑧(𝑟, 𝜃)

𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦
𝑣𝑧 = 𝑣𝑧(𝑟) 

 

Εξίςωςθ Navier-Stokes: −
𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑔𝑧 + 𝜇

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑟
= 0 

Από r και κ Navier-Stokes: 
𝜕𝑃

𝜕𝑟
=
𝜕𝑃

𝜕𝜃
= 0 



τρωτι ροι αίματοσ ςε αρτθρία μεγάλου μικουσ 

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝒖 = 𝜌𝒈 − 𝛻𝑃 + 𝜇𝛻2𝒖      Navier-Stokes 

𝛻 ∙ 𝒖 = 0 Εξίςωςθ ςυνζχειασ 
 

Αναηθτοφμε τθ λφςθ ανεπτυγμζνθσ και ςυμμετρικισ ροισ ςε ςυνκικεσ 
μόνιμθσ κατάςταςθσ. 
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𝑧 

Καταλιγουμε ςτθν: −
𝑑𝑃

𝑑𝑧
+ 𝜇
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝑟
𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑟
= 0 →

𝑑

𝑑𝑟
𝑟
𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑟
=
1

𝜇

𝑑𝑃

𝑑𝑧
𝑟
𝑃=𝑃 𝑧

 

𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑟
=
1

2𝜇

𝑑𝑃

𝑑𝑧
𝑟 +
𝐶1
𝑟
→ 𝑣𝑧 =

1

4𝜇

𝑑𝑃

𝑑𝑧
𝑟2 + 𝐶1 ln 𝑟 + 𝐶2 

 
Πεπεραςμζνθ τιμι ταχφτθτασ ςτο 𝑟 = 0: 𝐶1 = 0 
υνκικθ μθ ολίςκθςθσ ςτο τοίχωμα: 𝑣𝑧 𝑟 = 𝑅 = 0. 



τρωτι ροι αίματοσ ςε αρτθρία μεγάλου μικουσ 

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝒖 = 𝜌𝒈 − 𝛻𝑃 + 𝜇𝛻2𝒖      Navier-Stokes 

𝛻 ∙ 𝒖 = 0 Εξίςωςθ ςυνζχειασ 
 

Αναηθτοφμε τθ λφςθ ανεπτυγμζνθσ και ςυμμετρικισ ροισ ςε ςυνκικεσ 
μόνιμθσ κατάςταςθσ. 
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𝑧 

𝑣𝑧 =
1

4𝜇

𝑑𝑃

𝑑𝑧
(𝑟2 − 𝑅2): αναμζνεται παραβολικι κατανομι ςτθν κυλινδρικι  

αρτθρία 



τρωτι ροι αίματοσ ςε αρτθρία μεγάλου μικουσ 
Εφαρμογι ςτο COMSOL 

 
 

 
Επαλθκεφςτε το παραβολικό προφίλ τθσ κατανομισ τθσ ταχφτθτασ όταν θ 
διάμετροσ του αγωγοφ είναι 2 cm, το μικοσ 15 cm, το δυναμικό ιξϊδεσ του 
ρευςτοφ είναι 3.5 mPa.s, θ πυκνότθτά του 1000 kg/m3 και πτϊςθ πίεςθσ είναι 
100 Pa.  
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Φαινόμενο Windkessel 
 

Περιγραφι τθσ αλλθλεπίδραςθσ τθσ καρδιακισ παροχισ (όγκοσ παλμοφ) με 
τθν ευενδοτότθτα (compliance) του αρτθριακοφ τοιχϊματοσ. Ο τελευταίοσ 
όροσ δίνει τθ μεταβολι όγκου ςτθν αρτθρία από τθν αλλαγι πίεςθσ (dV/dP) . 
 
Μετατροπι ςε ελαςτικι ενζργεια θ οποία αποδίδεται ςτο ρευςτό όταν θ 
καρδιά διαςτζλλεται. 
 
 Ζτςι εξαςφαλίηεται θ ςυνεχισ ροι του αίματοσ. 
https://www.youtube.com/watch?v=Bx9Nu2PkPsE 
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Φαινόμενο Windkessel 
 

Τδραυλικό κφκλωμα αντίςτοιχο ενόσ θλεκτρικοφ κυκλϊματοσ: 

• Διαφορά Πίεςθσ (P (mmHg))– Διαφορά Σάςθσ (V) 

• Ογκομετρικι παροχι (Q (cm3/s)) – Ηλεκτρικό ρεφμα (I) 

• Τδραυλικι αντίςταςθ (Rh (mmHg.s/cm3)) – Ηλεκτρικι αντίςταςθ (R) 

• Ευενδοτότθτα (Ccom (cm3/mmHg))– Χωρθτικότθτα πυκνωτι (C) 

14 
2 element Windkessel circuit 

Ηλεκτρικό κφκλωμα: 

𝐼 = 𝐶
𝑑𝑉

𝑑𝑡
+
𝑉

𝑅
 

Τδραυλικό κφκλωμα: 

𝑄 = 𝐶𝑐𝑜𝑚
𝑑𝑃

𝑑𝑡
+
𝑃

𝑅ℎ
 

Ccom Rh 



Προςομοίωςθ ροισ ςτθν κοιλιακι αορτι 
 

Δίνονται: 
R=1 mmHg.s.cm-3, C=2.75 cm3.mmHg-1 

𝑃 𝑡 =  
120 sin 2𝜋𝑡  𝑚𝑚𝐻𝑔 ,  0 ≤ 𝑡 < 0.5𝑠
0,                                      0.5 ≤ 𝑡 < 1 𝑠

 

Διάρκεια παλμοφ 1s. 
Δυναμικό Ιξϊδεσ: μ=3.5 mPa.s 
Πυκνότθτα: ρ=1100 kg/m3 
 

15 



Μοντζλα διάχυςθσ 
 

Η διάχυςθ αναφζρεται ςτθ μεταφορά χθμικϊν ουςιϊν από περιοχζσ υψθλισ 
ςυγκζντρωςθσ ςε περιοχζσ χαμθλότερθσ ςυγκζντρωςθσ ωσ αποτζλεςμα τθσ 
τυχαίασ μοριακισ κίνθςθσ.  
 
 
Βιολογικά ςυςτιματα και εφαρμογζσ εμβιομθχανικισ: 
• Ανταλλαγι μεταβολιτϊν μεταξφ κυττάρου και του περιβάλλοντόσ του. 
• Διάχυςθ νεροφ διαμζςου θμιπερατισ μεμβράνθσ (ϊςμωςθ) 
• Ανταλλαγι οξυγόνου και διοξειδίου του άνκρακα ςτισ κυψελίδεσ των 

πνευμόνων. 
• υςκευζσ για μεταφορά φαρμάκων 
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Νόμοσ του Fick 
 H ποςότθτα μιασ ουςίασ που μεταφζρεται μζςω διάχυςθσ ανά μονάδα 

χρόνου είναι ανάλογθ τθσ κλίςθσ τθσ ςυγκζντρωςθσ 
 

𝚪 = −D𝛻𝑐 
 
𝚪: material flux (ρυκμόσ μεταφοράσ μάηασ ανά μονάδα επιφάνειασ) 
D: o ςυντελεςτισ διάχυςθσ 
c: θ γραμμομοριακι ςυγκζντρωςθ μιασ χθμικισ ουςίασ.  
 
Η εξίςωςθ διάχυςθσ ςε ακίνθτο μζςο διατυπϊνεται ωσ εξισ: 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝛻 ∙ (𝐷𝛻𝑐) 

  
Η εξίςωςθ διάχυςθσ ςε ρευςτό (επιπλζον τθσ διάχυςθσ, μεταφορά με 
ςυναγωγι): 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ (𝒖𝑐) = 𝛻 ∙ (𝐷𝛻𝑐) 

u: το πεδίο ταχφτθτασ 
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Μεταφορά φαρμάκου από ςτεφανιαίο stent 
 Ζνα stent που απελευκερϊνει φάρμακο τοποκετείται ςε μία αποφραγμζνθ 

αρτθρία.  
Σα stent αυτά απελευκερϊνουν ςταδιακά φαρμακευτικζσ ουςίεσ (paclitaxel, 
sirolimus) για τθν εποφλωςθ των τραυμάτων του ιςτοφ, και για να 
διατθριςουν τθν αρτθρία ανοιχτι.  
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Μεταφορά φαρμάκου από ςτεφανιαίο stent 
 Σο πεδίο ροισ μπορεί να προςεγγιςτεί από ζνα παραβολικό προφίλ: 

𝑢 =
𝑢𝑚𝑎𝑥
𝑅2
𝑅2 − 𝑟2  

𝑢𝑚𝑎𝑥 = 50
𝑐𝑚

𝑠
, 𝑅 = 1 𝑚𝑚 

Μικοσ αρτθρίασ: 9 mm 
Μικοσ stent: 6 mm 
 
υντελεςτισ διάχυςθσ paclitaxel: 2.56x10-4cm2min-1.  
Αρχικι ςυγκζντρωςθ paclitaxel ςτο stent: 49.2 nmol. 
Ποςότθτα φαρμάκου ςτο stent: 𝑀 𝑡 = 𝑀𝑜 exp −𝑘𝑡  
𝑀𝑜 = 49.2 𝑛𝑚𝑜𝑙, k=0.2 hr-1 o ρυκμόσ απελευκζρωςθσ φαρμάκου.  
 
Βρείτε πϊσ εξελίςςεται θ ςυγκζντρωςθ του φαρμάκου ςτθν ζξοδο τθσ 
αρτθρίασ ςε απόςταςθ 0.5mm από το κζντρο για 𝑡 ∈ 0,28 ℎ𝑟𝑠. 
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Μεταφορά φαρμάκου από ςτεφανιαίο stent 
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