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Σειρζσ Taylor 

Θεωροφµε µια πραγµατική ςυνάρτηςη f(x) οριςμζνη ςτο διάςτηµα [a,b] και απείρωσ 
παραγωγίςιμη, και x0 εςωτερικό ςημείο του *α,β]. Η τιμή τησ ςυνάρτηςησ ςε κάθε ςημείο 
x, κοντά ςτο ςημείο x0 μπορεί να προςεγγιςθεί από το άθροιςμα: 
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Υπόλοιπο Taylor 

f(x) 

x x0 x 

Ο(hn+1) 



Αριθμητική παραγώγιςη ςυναρτήςεων 

Πεπεραςμζνεσ διαφορζσ για τον υπολογιςμό παραγώγων 
 
1) Διαμεριςμόσ:  
 
      ιςαπζχοντα ςημεία xj;   xj-xj-1= h; xj+1-xj= h 
 
 
2) Σειρζσ Taylor:  
 
 

f(x) 

x xj+1 xj xj-1 

h h 
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3) Αποκοπή  όρων:  
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5) Συνδυαςμόσ ςειρών Taylor για μεγαλφτερη ακρίβεια:  

4) Επίλυςη ωσ προσ την παράγωγο:  
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Forward Finite 
Difference 
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 Κεντρική πεπεραςμζνη διαφορά 
Central F.D. 
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Backward Finite 
Difference 
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6) Συνδυαςμόσ ςειρών Taylor για μεγαλφτερη παράγωγο:  
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Κεντρική πεπεραςμζνη διαφορά 
για την 2η παράγωγο 



Επίλυςη διαφορικών εξιςώςεων 
 
• Συνήθεισ – Μερικζσ Δ.Ε. (μία ανεξάρτητη μεταβλητή ή περιςςότερεσ) 
• Γραμμικζσ – Μη Γραμμικζσ Δ.Ε. (ωσ προσ την εξαρτημζνη μεταβλητή ή τισ παραγώγουσ 

τησ) 
• 1ησ Τάξησ ή μεγαλφτερησ (μζγιςτη τάξη παραγώγου) 
• Μία Δ.Ε. ή Σφςτημα 

 
Α. Επίλυςη μίασ ςυνήθουσ 1ησ τάξησ Δ.Ε. (Πρόβλημα Αρχικών Τιμών) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = f(x,y) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = f(t,y) 

y(x0)=y0 

y(t0)=y0 

Μζθοδοσ πεπεραςμζνων διαφορών 
 
1. Διαμζριςη ανεξάρτητησ μεταβλητήσ 
 
h = ? 
xj = j h+x0 

x0 

h 

x1 

h 

x2 xj 

0 

Δt 

t1 t2 

tj = j Δt 
t 

ή 

tj 



2. Επιλογή ςχήματοσ πεπεραςμζνων διαφορών 
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
      = 

x=xj 

3. Αντικατάςταςη ςτη Δ.Ε. 
 

π.χ.      f(xj,yj) j=0,1,2,…,n 

4. Επίλυςη ςυςτήματοσ αλγεβρικών εξιςώςεων με αναδρομική ςχζςη 
 
 - άμεςεσ (Forward Finite Difference- Άμεςη Euler) 
 - ζμμεςεσ (Backward Finite Difference- Ζμμεςη Euler) 
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I. Άμεςη Μζθοδοσ Euler / Forward Finite Differences / Forward Euler 
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = -y y(0) = 1 

t t1 

y 

t2 tj 

1. Διαμζριςη 

Δt = 0.1 

tj = jΔt 

2. Επιλογή του «προσ τα εμπρόσ πεπεραςμζνεσ διαφορζσ» ςχήματοσ  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
      = 

tj 

Δt 

t

yy
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3. Αντικατάςταςη ςτη Δ.Ε.  

== > yj+1=yj-Δt yj   

yj+1=(1-Δt) yj   j=0,1,…,n 

4. Άμεςη λφςη του (1) ωσ προσ το yj+1  

1 

y0 = 1 

 

y1 = (1-Δt)y0 = 0.9  1 = 0.9 
 

y2 = (1-Δt)y1 = 0.9  0.9 = 0.81 
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II. Ζμμεςη Μζθοδοσ Euler / Backward Finite Differences / Backward Euler 
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = -y2 y(0) = 1 

1. Διαμζριςη  

Δt = 0.1 
tj = jΔt 0 

Δt 

t1 t2 t 

Δt 

tj 

2. Επιλογή πεπεραςμζνων διαφορών  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
      = 

tj 

3. Αντικατάςταςη 

j=1,2,…,n 

4. Ζμμεςη επίλυςη (π.χ. με Newton – Raphson,  fzero)  @ j=1,2,…,n 

yj+Δt yj
2-yj-1=0      [ή  yj+1+Δt yj+1

2-yj=0]  
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t t1 

y 

t2 

Δt 

(όχι πάντα-κάποιεσ φορζσ μπορεί η 
εξίςωςη που βγαίνει να λφνεται άμεςα)  



IV. Runge - Kutta 

yj+1=yj+[a1κ1+α2κ2+…+αnκn] h 

4th order RK: 

yj+1=yj+h [
1

6
κ1+

2

6
κ2+

2

6
κ3+

1

6
κ4] 

κ1=f(xj,yj) 

κ2=f(xj+
ℎ

2
,yj+κ1

ℎ

2
) 

κ3=f(xj+
ℎ

2
,yj+κ2

ℎ

2
) 

κ4=f(xj+h,yj+κ3h) 
 

Steven C. Chapra, Raymond P. Canale, "Numerical Methods for 
Engineers (6 edition)" 
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Μζθοδοσ Runge-Kutta 4th order : 

Βήμα 1ο    j=0,  h=0.1 

Βήμα 2ο    j=1,  y1=1.11034 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = x+y y(0) = 1 



B. Επίλυςη ςυςτήματοσ Δ.Ε. 1ησ τάξησ 

𝑑𝑦
1

𝑑𝑡
 = f1(t,y1,y2,…yn)   y1(0)= y1,0

  
𝑑𝑦

2

𝑑𝑡
 = f2(t,y1,y2,…yn)   y2(0)= y2,0 

 
𝑑𝑦

3

𝑑𝑡
 = f3(t,y1,y2,…yn)   y3(0)= y3,0 

. 

. 

. 
𝑑𝑦

𝑛

𝑑𝑡
 = fn(t,y1,y2,…yn)   yn(0)= yn,0 

 
• n Δ.Ε. με n αρχικζσ ςυνθήκεσ. 
• επίλυςη χρηςιμοποιώντασ τισ ίδιεσ μεθόδουσ (πεπεραςμζνεσ διαφορζσ) για 

κάθε μία εξίςωςη. 
• ταυτόχρονη επίλυςη ςε κάθε βήμα όλων των μεταβλητών y1,y2, … yn . 



παράδειγμα: Lotka-Volterra equations (Predator-Pray model)  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 =  a x – b x y 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 =  -c y + d x y 

x: pray 
y: predator 
a,c: growth/decay rates 
b,d: growth/decay rates due to interaction 

x(0)=2, y(0)=1 
a= 1.2; b=0.6; c=0.8; d=0.3 

I. Άμεςη Μζθοδοσ Euler / Forward Finite Differences / Forward Euler 

1. Διαμζριςη 

Δt = 0.1 

tj = jΔt 

2. Επιλογή ςχήματοσ Π.Δ.  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
      = 

tj 
t

yy j1j





𝑑𝑥

𝑑𝑡
      = 

tj t

xx j1j





3. Αντικατάςταςη ςτισ Δ.Ε.  
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4. Άμεςη ταυτόχρονη επίλυςη του ωσ προσ το xj+1  και yj+1  

 jjjj1j ydxcytyy 

 jjjj1j ybxaxtxx 

j=0,1,…,n 

Βήμα 1ο    j=0,  Δt=0.1 

x(0)=2, y(0)=1 
a= 1.2; b=0.6; c=0.8; d=0.3 

  12.2)126.022.1(1.02ybxaxtxx 00001 

  98.0)123.018.0(1.01ydxcytyy 00001 

Βήμα 2ο    j=1,  Δt=0.1 

  2497.2)98.012.26.012.22.1(1.012.2ybxaxtxx 11112 

  9639.0)98.012.23.098.08.0(1.098.0ydxcytyy 11112 

Βήμα 3ο    j=2,  Δt=0.1 

  3895.2)9639.02497.26.02497.22.1(1.02497.2ybxaxtxx 22223 

  9519.)9639.2497.23.09639.8.0(1.09639.ydxcytyy 22223 



II Μζθοδοσ Runge-Kutta 4th order : 

Βήμα 1ο    j=0,  Δt=0.1 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
 =  a x – b x y 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 =  -c y + d x y 
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Βήμα 2ο    j=1,  Δt=0.1,  x1=2.1248,  y1=0.9820   

-0.11821)hky,hkx  ,ht(fk

1.399011)hky,hkx  ,ht(fk

-0.13877)
2

h
ky,

2

h
kx,

2

h
t(fk

1.348182)
2

h
ky,

2

h
kx,

2

h
t(fk

-0.13936)
2

h
ky,

2

h
k1x,

2

h
t(fk

1.347972)
2

h
ky,

2

h
kx,

2

h
t(fk

-0.15962)y,x,t(fk

1.29785)y,x,t(fk

y,31x,3112y,4

y,30x,3111x,4

y,21x,2112y,3

y,21x,2111x,3

y,11x,112y,2

y,11x,1111x,2

1112y,1

1111x,1

















2.259682)kk2k2k(
6

1.0
xx x,4x,3x,2x,112 

0.968111)kk2k2k(
6

1.0
yy y,4y,3y,2y,112 


