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Πρόλογος 

 

 

 

 
Γεωδαισία είναι η Γεωεπιστήμη που ασχολείται με μετρήσεις και υπολογισμούς, με 

σκοπό να προσδιορίσει το σχήμα (μορφή), το μέγεθος (διαστάσεις) και το πεδίο 

βαρύτητας της γης καθώς και τις μεταβολές τους με τον χρόνο. Ασχολείται επίσης με 

την αποτύπωση και απόδοση, σε χάρτες ή τοπογραφικά διαγράμματα, τμημάτων της 

φυσικής γήινης επιφάνειας. 

 

Το αντικείμενο της Γεωδαισίας, στη Σχολή Αγρονόμων και Τοπογράφων Μηχανικών 

ΕΜΠ,  καλύπτεται από πολλά υποχρεωτικά και κατ’επιλογήν υποχρεωτικά 

μαθήματα, όπου αναπτύσσονται αναλυτικά οι μέθοδοι, τα όργανα οι πρακτικές και οι 

εφαρμογές που μπορεί να συναντήσει ένας διπλωματούχος Αγρονόμος-Τοπογράφος 

Μηχανικός. 

 

Το Μάθημα Γεωδαισία Ι (Εισαγωγή στη Γεωδαισία) έχει σκοπό να εισάγει τον /την 

σπουδαστή/στρια στις μεθόδους, στα όργανα, στις μετρήσει και στους υπολογισμούς 

που χρησιμοποιεί η Γεωδαισία για να προσδιορίσει τις θέσεις σημείων πάνω στη 

φυσική γήινη επιφάνεια, η οποία είναι ο χώρος και το αντικείμενο μέτρησης, 

αποτύπωσης και μελέτης της Γεωδαισίας. 

 

Έμφαση δίνεται στις επιφάνειες αναφοράς που χρησιμοποιούνται για να αποδώσουν 

το σχήμα και το μέγεθος της γης καθώς και στους υπολογισμούς στο επίπεδο και 

στην επιφάνεια της σφαίρας. 

 

Οι Σημειώσεις « Εισαγωγή στη Γεωδαισία» φιλοδοξούν να καλύψουν την θεωρία του 

Μαθήματος αυτού. Τυχόν συμπληρωματική θεωρία θα δίνεται μαζί με τις Ασκήσεις, 

που βοηθούν στην κατανόηση και εφαρμογή της θεωρίας και οι οποίες αποτελούν 

αναπόσπαστο μέρος του μαθήματος. 
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1.1   Ορισµός – Αντικείµενο 
 

Γεωδαισία είναι η Γεωεπιστήµη που ασχολείται µε παρατηρήσεις, µετρήσεις και 

υπολογισµούς, µε σκοπό να προσδιορίσει το σχήµα (µορφή), το µέγεθος (διαστάσεις) 

και το πεδίο βαρύτητας  της γης και τις µεταβολές τους στο χρόνο. Ως  σχήµα της γης 

στην περίπτωση αυτή θεωρείται το σχήµα του γεωειδούς, που ορίζεται ως η 

ισοδυναµική επιφάνεια του γήινου πεδίου βαρύτητας που προσαρµόζεται  καλύτερα 

στη µέση στάθµη των θαλασσών. Επίσης µετρά και απεικονίζει περιοχές της Φυσικής 

Γήϊνης Επιφάνειας (Φ.Γ.Ε.)   µε όλα τα φυσικά και τεχνητά χαρακτηριστικά τους. 

 

Από τον ορισµό φαίνεται ότι η Γεωδαισία σχετίζεται άµεσα µε την Αστρονοµία και 

τη Γεωφυσική, καθώς και µε την Χαρτογραφία, επιστήµες µε τις οποίες έχει αρκετές 

επικαλύψεις. 

Κατ΄ επέκταση  καλύπτει, σε ότι αφορά αυτούς τους γνωστικούς τοµείς, και τη 

Σελήνη και τους άλλους πλανήτες. 

 

 

1.2   Ιστορικά 
 

Η Γεωδαισία έχει τις ρίζες της στην αρχαιότητα, όταν οι  αρχαίοι κάτοικοι της 

Αιγύπτου και της Μεσοποταµίας αναγκασµένοι να επαναπροσδιορίσουν τις 

ιδιοκτησίες τους από τις πληµµύρες των ποταµών Νείλου, Ευφράτη και Τίγρη 

αντίστοιχα, έκαναν τις πρώτες γεωδαιτικές εργασίες. 

Από πολύ παληά επίσης οι Αρχαίοι Έλληνες ασχολήθηκαν µε την Γεωδαισία 

προσπαθώντας να προσδιορίσουν  το σχήµα και το µέγεθος της Γης. Οι πρώτες 

αναφορές ξεκινούν από την εποχή του Οµήρου (900-800 π.Χ.) που πίστευε ότι η γη 

είναι ένας κυρτός  δίσκος που περιβάλλεται από τους ωκεανούς. Ο Πυθαγόρας και η 

σχολή του, 580-500 π.Χ. θεωρούνται οι πρώτοι  που πίστεψαν  σε µια σφαιρική γη. Ο 

Φιλόλαος αργότερα διατύπωσε ότι η γη είναι ένας πλανήτης που περιστρέφεται όπως 

και τα άλλα ουράνια σώµατα γύρω από µία εστία (κεντρική φωτιά). 

 

Ο Πλάτων παραδέχθηκε ότι η γη είναι στρογγυλή, πολύ µεγάλη, αποµονωµένη και 

ακίνητη στο κέντρο του κόσµου. Ο Αριστοτέλης (384-322 π.Χ)  µαθητής του 

Πλάτωνα, υποστήριξε τη θεωρία του Πλάτωνα µε επιχειρήµατα που διατύπωσε στο 

έργο του «Περί Ουρανού», µετά από παρατηρήσεις για το κυκλικό σχήµα της σκιάς 
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της γης, που διαγράφεται στη σελήνη, κατά τη διάρκεια µιάς έκλειψης, και τις 

µεταβολές των θέσεων του ήλιου και των άστρων που διαπίστωσαν όσοι ταξίδευαν 

µε κατεύθυνση βορρά-νότου. 

Ο τίτλος όµως του πατέρα της γεωδαισίας αποδίδεται στον Ερατοσθένη (276-192 

π.Χ.) που είναι ο πρώτος που προσδιόρισε το µέγεθος της γης, από µετρήσεις 

θεωρώντας την σφαίρα.  

 

Ο Ερατοσθένης παρατήρησε ότι (Σχ.1.1) κατά το θερινό ηλιοστάσιο οι ακτίνες του 

ήλιου πέφτουν  κάθετα σ΄ ένα πηγάδι της Σιήνης (σηµερινό Ασσουάν) ενώ την ίδια 

µέρα στην Αλεξάνδρεια, που βρίσκεται περίπου στον ίδιο µεσηµβρινό µε την Σιήνη, 

οι ακτίνες του ήλιου πέφτουν υπό γωνία 7ο 12΄ σ΄ ένα πύργο, την οποία  υπολόγισε µε 

τη βοήθεια της σκιάς του πύργου.. Η απόσταση µεταξύ των δύο σηµείων εκτιµήθηκε 

ότι είναι 5000 στάδια υπολογίζοντας την µ΄ ένα καραβάνι  καµήλων ή κατά άλλη 

εκδοχή εκτιµώντας  την από Αιγυπτιακούς κτηµατολογικούς χάρτες, που βασίζονταν 

σε βηµατόµετρα. Επίσης  αµφιβολίες υπάρχουν ως προς το ποιό  στάδιο χρησιµο-

ποίησε σαν µονάδα µήκους, το Αιγυπτιακό ή το Αττικό.   

 

 

 
 

Σχήµα  1.1.  Ο υπολογισµός της ακτίνας της γης κατά τον  Ερατοσθένη, 3ος π.Χ.  αι. 
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Έτσι η ακτίνα της γης κατά Ερατοσθένη έχει τιµές 6267 km  και 7380 km  

χρησιµοποιώντας  αντίστοιχα, το Αιγυπτιακό στάδιο = 157.7 m ή το Αττικό = 185 m, 

και µε αποχές µόλις –2% και + 15.5% αντίστοιχα από τη µέση ακτίνα καµπυλότητας 

της γης (6371 km).  

 

Αργότερα, 1670 µ.Χ., ο Γάλλος Αστρονόµος Picard (1620-1683) εφαρµόζοντας την 

ίδια µέθοδο στη Γαλλία και χρησιµοποιώντας πρώτος τηλεσκόπιο µε σταυρόνηµα 

έδωσε τιµή για την ακτίνα της γης 6372km  µε αποχή +0.01% από την Rm. Η τιµή 

αυτή της ακτίνας της γης βοήθησε αργότερα τον Newton να επαληθεύσει το νόµο της 

βαρύτητας. 

 

Οι πρώτες αµφιβολίες για το σφαιρικό σχήµα της γης, ξεκινούν την ίδια εποχή (1672) 

από τις σηµαντικές παρατηρήσεις του Γάλλου Αστρονόµου I. Richer, ότι το µήκος 

του εκκρεµούς που µετρούσε τα δευτερόλεπτα ήταν πιο µικρό κατά 2.8mm στην 

Gayenne (Γαλλική Γουϊάνα, Ν. Αµερική, 5ο Βόρειο Πλάτος) απ΄ ότι ήταν  στο 

Παρίσι, για να έρθει  15 χρόνια αργότερα ο Newton  να διατυπώσει την άποψη ότι το 

σχήµα της γης είναι ένα πεπλατυσµένο στους πόλους ελλειψοειδές εφαρµόζοντας 

τους νόµους της βαρύτητας και της κίνησης. 

 

Έτσι, τα πρώτα µοντέλα της γης, πεπλατυσµένα στους πόλους, ανήκουν στον Newton  

(1643-1727) και Huygens (1629-1695) (διατύπωση των αρχών της φυγόκεντρης 

δύναµης) που έδωσαν τιµές για την επιπλάτυνση αντίστοιχα 1/230και 1/578, ενώ 

σήµερα η τιµή της επιπλάτυνσης που έχει προκύψει από δορυφορικές παρατηρήσεις 

είναι περίπου 1/298. 

 

Οι  Baeyer  και Bessel  µέτρησαν ένα τόξο λοξό προς τον µεσηµβρινό, στην Ανατο-

λική Πρωσσία (1831-1833), για να υπολογίσει ο Bessel  (1840) τις διαστάσεις για το 

ελλειψοειδές  που φέρει το όνοµά του, a=6378397,155m και f=1/299.153. Το 

ελλειψοειδές αυτό χρησιµοποιήθηκε στην Ελλάδα στο παληό Γεωδαιτικό Σύστηµα 

Αναφοράς. 

 

Τα τέλη του 19ου και οι αρχές του 20ου αιώνα χαρακτηρίζονται ως η περίοδος του 

γεωειδούς, γιατί ήταν πια  δυνατόν  (µετά από επινόηση νέων οργάνων για αστρονο-
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µικές, γεωδαιτικές και βαρυτοµετρικές εργασίες) να προσδιορίζονται το γεωειδές και 

οι αποχές του από τα ελλειψοειδή αναφοράς. Τα κυριώτερα ελλειψοειδή αναφοράς 

εκείνης της εποχής είναι : του µεγάλου γερµανού γεωδαίτη Helmert (1907) µε 

διαστάσεις α=6378200m και  f=1/298.3 και του J.F. Hayford (1909) µε διαστάσεις   

α=6378388m και f=1/297.0.  

 Επειδή όµως κάθε χώρα χρησιµοποιούσε το δικό της ελλειψοειδές, επικράτησε 

κάποια σύγχυση στη σύγκριση των γεωδαιτικών αποτελεσµάτων στα σύνορα των 

διαφόρων χωρών. Γι΄αυτό η ∆ιεθνής Ένωση  Γεωδαισίας και Γεωφυσικής (IUGG)  

αποφάσισε να καθιερώσει (1924) το ελλειψοειδές του Hayford ως ∆ιεθνές 

Ελλειψοειδές για παγκόσµια αναφορά. Το ελλειψοειδές αυτό χρησιµοποιήθηκε στον 

πρώτο ενιαίο Ευρωπαϊκό Τριγωνισµό (Ευρωπαϊκό Datum 1950, E.D.50), µε αρχή το 

Potsdam. 

Αντίστοιχα µετά τις παρατηρήσεις σε τεχνητούς δορυφόρους εγκρίθηκε το GRS 

1967, ενώ σήµερα χρησιµοποιείται το ελλειψοειδές GRS 1980  µε α=6378137 m και 

f=1/298.257. 

 

Μεγάλες εξελίξεις στη γεωδαισία σηµειώθηκαν  µετά το 1950, ύστερα από την 

τεχνολογική εξέλιξη και εφαρµογή των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων  και της 

Μικροηλεκτρονικής, που επέτρεψαν την δηµιουργία νέων γεωδαιτικών οργάνων για 

την ακριβή µέτρηση αποστάσεων, την ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών 

αλλά και την εκτόξευση τεχνητών δορυφόρων, που αποτέλεσαν  ένα νέο γεωδαιτικό 

εργαλείο µε νέες µεθοδολογίες και τέτοιες δυνατότητες, ώστε ο νέος κλάδος της 

∆ορυφορικής Γεωδαισίας να µπορεί σήµερα να συµβάλει αποφασιστικά  στις 

τρέχουσες γεωδαιτικές εργασίες αλλά και στη µελέτη προβληµάτων της Γεωδυ-

ναµικής και της Γεωφυσικής, όπως οι µετακινήσεις του στερεού φλοιού της Γης. 
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1.3    Γεωδαιτικές µέθοδοι – µετρήσεις 
 

Για να επιτύχει τους σκοπούς της η γεωδαισία µετρά γεωµετρικά κυρίως µεγέθη όπως 

διευθύνσεις και γωνίες, µήκη, υψόµετρα και υψοµετρικές διαφορές καθώς και 

δυναµικά µεγέθη, όπως ένταση και διεύθυνση του διανύσµατος του πεδίου βαρύτητας 

της γης. 

 

Η κλασσική γεωδαισία χρησιµοποιεί τις µετρήσεις αυτές για να προσδιορίσει τις 

θέσεις ενός µεγάλου αριθµού σηµείων (γεωδαιτικά σηµεία) χωρίζοντας τη γεωδαιτική 

διαδικασία τόσο των µετρήσεων όσο και των υπολογισµών σε οριζοντιογραφία και 

υψοµετρία. Οι µέθοδοι που ακολουθούνται στην οριζοντιογραφία είναι του 

τριγωνισµού ή/και του τριπλευρισµού, ενώ στην υψοµετρία της χωροστάθµησης. 

Αντίστοιχα υλοποιούνται  δίκτυα οριζοντίου ή κατακορύφου ελέγχου, (κλασσικός 

διαχωρισµός), ενώ σήµερα τα γεωδαιτικά δίκτυα υλοποιούνται στο χώρο, µε τελικό 

σκοπό την ίδρυση και υλοποίηση ενός Γεωδαιτικού Συστήµατος Αναφοράς. 

 

Οι θέσεις των σηµείων στο χώρο µπορούν να εκφραστούν και αυτές χωριστά για την 

οριζοντιογραφία και την υψοµετρία. Κάθε σηµείο προβάλλεται κάθετα πάνω σ΄ένα 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής που επιλέγεται έτσι ώστε να προσαρµόζεται καλύτερα 

στο γεωειδές  που µε ικανοποιητική προσέγγιση ταυτίζεται µε τη  µέση στάθµη των 

θαλασσών. Η θέση ενός σηµείου πάνω στο ελλειψοειδές (οριζοντιογραφία) ορίζεται 

µε το γεωδαιτικό ( ή γεωγραφικό) πλάτος (φ) και το γεωδαιτικό  ή (γεωγραφικό) 

µήκος (λ). Η τρίτη διάσταση  το υψόµετρο (h) ορίζεται µε την απόσταση του σηµείου 

από το ελλειψοειδές. 

 

Η επιλογή ενός Γεωδαιτικού Συστήµατος Αναφοράς και ο προσδιορισµός των 

γεωδαιτικών συντεταγµένων φ,λ,h  των σηµείων σ’ αυτό αποτελεί την κύρια πρακτική 

εφαρµογή της Γεωδαισίας και γίνεται µε ευθύνη κρατικών υπηρεσιών. 

 

Με  τις µεθόδους της Κλασσικής Γεωδαισίας δεν ήταν δυνατόν να καλυφθούν πολύ 

µεγάλες εκτάσεις της Γης, αφού είναι απαραίτητο να υπάρχει αµοιβαία ορατότητα 

ανάµεσα στα διάφορα γεωδαιτικά σηµεία για να µπορούν να γίνουν  µετρήσεις. Αυτό 

είχε ως επακόλουθο η κάθε χώρα να έχει ανεξάρτητο γεωδαιτικό δίκτυο και δικό της 

γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς. 
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Η χρήση όµως των τεχνητών δορυφόρων και η χρήση συστηµάτων µετρήσεων 

αποστάσεων µε ακτίνες Laser  καθώς και η καθιέρωση του συστήµατος GPS (Global 

Positioning System) επέτρεψε µετρήσεις πολύ µεγάλων αποστάσεων και τη 

δηµιουργία τρισδιάστατων γεωδαιτικών δικτύων, ενώ η ανάπτυξη των Η/Υ  την 

ενιαία επίλυση (υπολογισµός συντεταγµένων των κορυφών του δικτύου) στο χώρο 

για τις θέσεις των γεωδαιτικών  σηµείων που µπορούν να εκφράζονται τώρα µε 

καρτεσιανές συντεταγµένες  (X,Y,Z) ή και ελλειψοειδείς (φ,λ,h) σε ένα παγκόσµιο 

Σύστηµα Αναφοράς. Λόγω των σχετικών κινήσεων των τεκτονικών πλακών του 

στερεού φλοιού της γης µαζί µε τις συντεταγµένες του σηµείου δίνεται και ο χρόνος 

παρατήρησης (χώρος 4 διαστάσεων). 

 

Η ολοκλήρωση  µιάς γεωδαιτικής εργασίας περνάει κατά κανόνα από το στάδιο της 

απλής ή σύνθετης µέτρησης (εργασία υπαίθρου) για να καταλήξει στο αποτέλεσµα, 

συνήθως µετά από µία υπολογιστική ή και σχεδιαστική διεργασία (εργασία 

γραφείου). Το αποτέλεσµα µπορεί να δοθεί µε τη µορφή ενός απλού διαγράµµατος, 

ενός σύνθετου χάρτη πάνω σε ένα επίπεδο χαρτί, ή µε τη µορφή αριθµητικών 

αποτελεσµάτων πινακοποιηµένων ή αποθηκευµένων στην µνήµη κάποιου Ηλεκτρο-

νικού Υπολογιστή ή ακόµα µπορεί να δοθεί και σε µικτή µορφή. 

 

Ανάλογα µε το αντικείµενο, την επιζητούµενη τελική ακρίβεια, την έκταση µίας 

εργασίας και την επιφάνεια αναφοράς που χρησιµοποιείται για την αναγωγή των 

γεωδαιτικών µετρήσεων και τους υπολογισµούς, υπάρχει ονοµαστικός  διαχωρισµός 

του µέρους της γεωδαισίας που αναφέρεται σ΄αυτό. Έτσι το µέρος της γεωδαισίας 

που ασχολείται µε µετρήσεις και υπολογισµούς που αναφέρονται σε περιορισµένες 

εκτάσεις της φ.γ.ε., και που ως επιφάνεια προβολής της (επιφάνεια αναφοράς)  

χρησιµοποιεί ένα (οριζόντιο) επίπεδο, συνήθως ονοµάζεται «Τοπογραφία» 

 

Αντίθετα, το µέρος της Γεωδαισίας που ασχολείται µε µετρήσεις και υπολογισµούς  

που αναφέρονται σε µεγαλύτερα τµήµατα της φ.γ.ε., ή και ολόκληρης της γης  και 

που χρησιµοποιεί ως επιφάνεια αναφοράς ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής, συνήθως 

ονοµάζεται «Ελλειψοειδής Γεωδαισία», ενώ το µέρος της Γεωδαισίας που ασχολείται 

µε το γήϊνο πεδίο βαρύτητας, ονοµάζεται «Φυσική Γεωδαισία».Επίσης η Τεχνική 

Γεωδαισία ασχολείται µε την επίλυση τεχνικών θεµάτων αποτύπωσης, χάραξης ή 
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ελέγχου κατασκευών, χρησιµοποιώντας µεθόδους και όργανα υψηλής ακρίβειας 

συνήθως σε περιορισµένο χώρο. 

 

Η χρήση της ∆ιαστηµικής  Τεχνολογίας και των τεχνητών ∆ορυφόρων για 

γεωδαιτικούς σκοπούς δηµιούργησε τη «Τρισδιάστατη ή ∆ορυφορική Γεωδαισία» (ή 

∆ιαστηµική Γεωδαισία) που µε τα όργανα και τις µεθόδους που χρησιµοποιεί, άλλαξε 

και βελτίωσε δραµατικά τις διαδικασίες των µετρήσεων και τα αποτελέσµατα και 

διηύρυνε τις γεωδαιτικές επιδιώξεις  αρχικά  µε το σύστηµα δορυφόρων TRANSIT 

και µετά µε τους δορυφορικούς δέκτες  του συστήµατος GPS, οι οποίοι ήδη ευρέως 

χρησιµοποιούνται στις γεωδαιτικές εργασίες. 

 

Τέλος η Θαλάσσια Γεωδαισία και η Υδρογραφία ασχολούνται µε την εφαρµογή της 

γεωδαιτικής τεχνογνωσίας στο θαλάσσιο χώρο. 
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2. Ο Πλανήτης Γη 
 
 

Χ. Μητσακάκη 
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2.1 Η γη  
 
 
Είναι ο τρίτος σε απόσταση από τον ήλιο πλανήτης του ηλιακού συστήµατος και ο πέµπτος          

σε µέγεθος στο ηλιακό µας σύστηµα (µετά τους: 

∆ία, Κρόνο, Ουρανό, Ποσειδώνα). 

  

Γεννήθηκε πριν 4.5 περίπου δισεκατοµµύρια χρό-

νια.   ∆ιαθέτει  ατµόσφαιρα  και υδρόσφαιρα,  ιονό- 

σφαιρα και  µαγνητόσφαιρα. 

 

Είναι ο µοναδικός πλανήτης µε ποσότητα   νερού σε 

Σχήµα 2.1.   Η γη από το διάστηµα            υγρή  µορφή στην επιφάνειά του. Έτσι,  περισσότε- 

∆ορυφορική λήψη από την NASA             ρο από το 70%   της επιφάνειας  είναι νερό, ενώ   η 

                                                                 φυσική  γήινη  επιφάνεια (φ.γ.ε.)  ή   τοπογραφική 

επιφάνεια ή ανάγλυφο αποτελεί περίπου το 28% και παρουσιάζει µοναδική ποικιλότητα. 

 

Η επιφάνεια της γης είναι εξαιρετικά ανώµαλη. Για τον λόγο αυτό  δεν µπορεί να περιγραφεί 

µε µαθηµατικές σχέσεις. Σε πρώτη προσέγγιση, µπορεί να θεωρηθεί περίπου σφαιρική και η 

ακτίνα της είναι R =  6371km. Για αρκετές εφαρµογές (αστρονοµία, χαρτογραφία κλπ) το 

σφαιρικό σχήµα είναι αρκετά καλή προσέγγιση του σχήµατος της γης. 

 

Μερικά στοιχεία για την γη είναι τα ακόλουθα: 
 

 - Επιφάνεια : 5.1×10 18 cm2  

 -  Μάζα : 5.9742 ×10 27 gr 

- Πυκνότητα: Μέση πυκνότητα στην επιφάνεια 2.67gr/cm3 (το νερό έχει 

πυκνότητα 1.027gr/cm3). Η γη έχει την µεγαλύτερη πυκνότητα στο ηλιακό 

σύστηµα. 

- Η ταχύτητα διαφυγής ενός σώµατος από την έλξη της γης είναι 11180km/sec.    
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2.2    Εσωτερική ∆οµή και Σύσταση της Γης  
 

Το εσωτερικό της γης αποτελείται κυρίως από πετρώµατα και µέταλλα σε διάφορες   χηµικές 

ενώσεις. ∆ιακρίνονται 4 βασικές στοιβάδες: 

 

Eσω πυρήνας :  Αποτελείται από στερεό µέταλλο µε  σύσταση Fe-Ni. Η διάµετρος του είναι 

περίπου 1220km.  Η πυκνότητα φθάνει τα 13 gr/cm3 στο κέντρο του. 

 

Eξω πυρήνας :     Αποτελείται  από ρευστό διάπυρο στρώµα µε σύσταση   Fe-Ni  και   πάχος 

2265 km.  Πυκνότητα: 9.9 gr/cm3 στο όριο µε τον µανδύα µέχρι 12.7 gr/cm3 στο όριο µε τον   
έσω πυρήνα. 

                         

Μανδύας: Μεγάλης πυκνότητας και κυ-

ρίως οµοιόµορφο πυριτικό πέτρωµα µε 

πάχος ~2850km.  Πυκνότητα 5.7 gr/cm3 

στην βάση της στοιβάδας. 

 το εσωτερικο της γης
ωκεάνιος
φλοιόςθαλασσια στάθµη

λιθόσφαιρα

ηπειρωτικός φλοιός

ασθενόσφαιρα

µανδύας

έξω πυρήνας
έσω πυρήνας

βά
θο
ς 
σε

 k
m

Σχήµα  2.2  Το εσωτερικό της γης 

 το εσωτερικο της γης
ωκεάνιος
φλοιόςθαλασσια στάθµη

λιθόσφαιρα

ηπειρωτικός φλοιός

ασθενόσφαιρα

µανδύας

έξω πυρήνας
έσω πυρήνας

βά
θο
ς 
σε

 k
m

 

Φλοιός: Αποτελείται από λεπτά πυριτικά 

πετρώµατα. Εχει µεταβλητό πάχος από 

5km έως 65km κάτω από ψηλά όρη. Η 

πυκνότητά του φθάνει  µέχρι 3.3 gr/ cm3 

στην βάση του.  

 

Η κάτω επιφάνεια του φλοιού παρου-

σιάζει κάποια χαρακτηριστική ασυνέχεια 

στην   πυκνότητα  και   λέγεται  επιφάνεια    

Mohorovičić (ή επιφάνεια Moho). 

Εκτείνεται σ΄ όλη την γη και 

παρουσιάζεται σε µεταβλητό  

βάθος από την επιφάνεια (κάτω από ωκεανούς στα ~10km βάθος, ενώ στα ορεινά σε αρκετές  

δεκάδες km). 
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Ορυγµα

Μεσοωκεάνιος αυχένας

Ωκεανος

Ζωνη βύθισης

Ωκεανιος
φλοιος

Ηπειρωτικος
φλοιος

Επαγωγικο θερµικο 
ρευµα θερµο

ΨυχροΑνοδος 
µαγµατος

Εξωτερικος 
πυρηνας

Εσωτερικος
πυρηνας

Μανδυας

Θερµικα Επαγωγικα
Ρευµατα

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Σχήµα  2.3  Κινήσεις στο εσωτερικό της γης 

 

Μία διαφορετική διάκριση των πρώτων 400km βάθους της γης είναι ο διαχωρισµός σε λιθό-

σφαιρα και ασθενόσφαιρα. Η λιθόσφαιρα (πάχος 50-100 km)  είναι το εξωτερικό στρώµα 

της γης. Περιλαµβάνει και τον φλοιό και διαθέτει  σηµαντική ακαµψία  και αντοχή 

 

Γι’ αυτό είναι και το µόνο στρώµα  όπου µπορούν να συσσωρεύονται τάσεις (δυνάµεις). 

Αυτές οι τάσεις εκτονώνονται µε σεισµούς. Συνέπεια αυτού  είναι το γεγονός ότι µόνο στην 

λιθόσφαιρα συναντώνται εστίες σεισµών. 

 

Κάτω από την λιθόσφαιρα βρίσκεται η ασθενόσφαιρα (πάνω ζώνη του µανδύα). Εκτείνεται 

από τα 50 -100km µέχρι τα 300-400km  βάθος και έχει θερµοκρασία κοντά στο σηµείο τήξης 

του µανδύα.  Γενικά, η θερµοκρασία αυξάνεται γρήγορα µε το βάθος (φθάνει τις 9000οF 

στον πυρήνα, θερµότερη και από την επιφάνεια του ήλιου). Στο εσωτερικό του διάπυρου 

ρευστού µανδύα εκδηλώνονται θερµά επαγωγικά ρεύµατα που µεταφέρουν θερµότητα προς 

τα ψυχρότερα επιφανειακά στρώµατα. 

 

Στις κινήσεις αυτών των ρευµάτων µπορεί να οφείλονται και το ισχυρότατο µαγνητικό πεδίο 

της γης, αλλά και η κίνηση των λιθοσφαιρικών πλακών. 

 

Οι γνώσεις για το εσωτερικό της γης   προέρχονται κυρίως από  την  µελέτη διάδοσης των 

σεισµικών κυµάτων που µελετά η Σεισµολογία. Υπάρχουν δύο βασικές κατηγορίες 

κυµάτων: τα διαµήκη κύµατα (compressional) P και τα εγκάρσια (shear) S. Στα στερεά 

µέρη του εσωτερικού της γης διαδίδονται και τα δύο είδη. Στα ρευστά µόνο τα  P. Είναι 
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γνωστό ότι η διαδροµή που ακολουθούν τα κύµατα και ο χρόνος µετάδοσης τους εξαρτάται 

από την κατανοµή της πυκνότητας των πετρωµάτων στο εσωτερικό της γης. Ετσι, µπορούν 

να προκύψουν πληροφορίες για την σύσταση του εσωτερικού της γης. 

 

 

2.3    Η Γη και οι Κινήσεις της  
 

Η γη σαν µέρος του γαλαξία κινείται µαζί µε τον γαλαξία µας µέσα στο σύµπαν ως προς 

άλλους γαλαξίες. Ακόµα κινείται µαζί µε το ηλιακό σύστηµα µέσα στον γαλαξία µας. 

Η Γεωδαισία, όµως, ενδιαφέρεται και µελετά την κίνηση της γης περί τον ήλιο και κυρίως τις 

κινήσεις που εκτελεί περί τον εαυτό της καθώς και τις κινήσεις του άξονα περιστροφής της 

αλλά και αυτές που συµβαίνουν στην επιφάνειά τους. 

 

2.3.1 Η Εκλειπτική 

 
∆ιαγράφει, όπως και οι άλλοι πλανήτες, ελλειπτική τροχιά γύρω από τον ήλιο εκτελώντας µία 

πλήρη περιστροφή µέσα σ΄ ένα χρόνο µε φορά αντίστροφη των δεικτών του ρολογιού. Η 

τροχιά αυτή είναι γνωστή σαν εκλειπτική. Η µέση ταχύτητα περιστροφής της γης πάνω στην 

εκλειπτική είναι της τάξης των 29.8km/sec. 

 

Η τροχιά αυτή είναι σχεδόν κυκλική, αλλά παρουσιάζει κάποια µικρή εκκεντρότητα         

(δηλαδή, το πραγµατικό σχήµα της τροχιάς είναι έλλειψη). Η εκκεντρότητα, που εκφράζει 

πόσο αποκλίνει η τροχιά από κύκλο, µεταβάλλεται µε περίοδο 100 000 ετών και οι τιµές 

κυµαίνονται από 0.01 µέχρι και το πολύ 0.05. Σήµερα είναι της τάξης του 0.017, δηλαδή τιµή 

που δείχνει ότι η τροχιά της γης περί τον ήλιο είναι σχεδόν κυκλική. 

  

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η ετήσια κίνηση της γης περιγράφεται από τους νόµους της 

Ουράνιας Μηχανικής, δηλαδή θεωρώντας την γη και τ’ άλλα ουράνια σώµατα σαν υλικά 

σηµεία. Θεωρώντας, λοιπόν, την γη σαν υλικό σηµείο σε σχέση µε τις διαστάσεις του 

ηλιακού συστήµατος, η ετήσια κίνηση της γης περιγράφεται από τους τρεις νόµους της 

πλανητικής κίνησης του Kepler. 

 

Αυτοί σε συντοµία είναι οι ακόλουθοι: 
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             (α) Η τροχιά  κάθε πλανήτη είναι έλλειψη µε τον ήλιο στην µια εστία της. 

(β) Ένας πλανήτης κινείται πάνω στην τροχιά του µε σταθερή επιφανειακή 

ταχύτητα. ∆ηλαδή, η ακτινική απόσταση του πλανήτη από τον ήλιο διαγράφει 

ίσα εµβαδά σε ίσους χρόνους. 

(γ) Οι λόγοι των τετραγώνων των περιόδων περιστροφής των πλανητών (Τ) είναι 

ίσοι µε τους λόγους των κύβων  του µήκους  των ηµιαξόνων (a) των ελλει-

πτικών τροχιών:     

 

    Τ2/a3 = σταθερό. 

Λόγω του δεύτερου νόµου η γη κινείται ταχύτερα όταν είναι κοντά στον ήλιο. Μια πλήρης 

περιστροφή αποτελεί το αστρικό έτος ( 365,242199 ηµέρες ατοµικού χρόνου περίπου). 

 

 

Το πλησιέστερο στον ήλιο σηµείο της γήινης 

τροχιάς λέγεται περιήλιο και απέχει σήµερα  

147 090 000km από τον ήλιο. Η γη φθάνει στο 

σηµείο αυτό περίπου στις 4 Ιανουαρίου. Το πιο 

απόµακρο σηµείο γνωστό σαν αφήλιο, απέχει 

Σχήµα 2.4   Κίνηση της γης στην                    152 000 000 km και η γη το συναντά έξη µήνες  

εκλειπτική και 2ος νόµος του Kepler      αργότερα. 

ηλιος

  

2.3.2 Κινήσεις της γης περί τον εαυτό της 
 

Ηµερήσια περιστροφή 

 

H γη περιστρέφεται γύρω από τον εαυτό της, εκτελώντας µία πλήρη περιστροφή ανά µία 

αστρική ηµέρα ή ανά 0.997270 ηµέρες ατοµικού (δηλ. συµβατικού) χρόνου. Για την 

ηµερήσια κίνησή της η γη θεωρείται ως υλικό σώµα ή ακριβέστερα σαν γυροσκόπιο     

(σβούρα). 
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           Το επίπεδο του  ισηµερινού της γης   σχηµατίζει µε 

           το  επίπεδο της  εκλειπτικής κλίση  (γωνία)  23ο 27΄ 

           που λέγεται λόξωση της εκλειπτικής. 

        Αυτή η κλίση ή λόξωση είναι αιτία και για την  ύπαρ- 

Ό ονότερη   

Σχήµα  2.5   Περιστροφή  περί                  

την περίοδο της µικρότερης κλίσης η προσπίπτουσα ηλιακή ακτινοβολία κατανέµεται πιο 

 

χήµα  2.6  Η λόξωση και οι εποχές του έτους 

 

Αξονας µε 
γωνια 23  27’ ο

ΓΗ

Προς τον ηλιο 

Εκλειπτικη

 

  

          ξη  των εποχών και έχει  κυµανθεί 22ο.1 έως  24ο.5  

          από   τα τελευταία 700 000 χρόνια. 

ταν η κλίση ήταν µεγαλύτερη  υπήρχε  εντ

αντίθεση  καιρικών  συνθηκών   ανάµεσα στο καλο- 

                   άξονα                                     καίρι και στο χειµώνα,  ενώ οι  πολικές και τροπικές 

                                                                 ζώνες επεκτείνονταν σε βάρος των εύκρατων ζωνών. 

 

Σ

οµοιόµορφα µεταξύ χειµώνα και καλοκαιριού, ενώ εµφανίζεται µεγαλύτερη διαφορά στην 

ηλιακή ακτινοβολία µεταξύ πόλων και ισηµερινού. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σ
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Η ταχύτητα περιστροφής της γης περί τον εαυτό της στον ισηµερινό είναι της τάξης των 

                   . 

ετάπτωση 

 ότι η περιστροφή της γης περί τον εαυτό της επηρεάζει το σχήµα της. Έτσι, 

           

                   Σχήµα 2.7 Μετάπτωση και επίδραση στον Βόρειο αστέρα 

λίση των 23ο.5 του άξονα περιστροφής ως προς την κάθετο στην εκλειπτική, είναι οι κύριες 

465m/sec. Αυτή η ταχύτητα περιστροφής ήταν πολύ µεγαλύτερη και, συνεπώς, η διάρκεια 

της ηµέρας πολύ µικρότερη. Πριν περίπου 2 δισεκατοµµύρια χρόνια η διάρκεια   της ηµέρας 

ήταν µόλις 12 ώρες.  

 

Μ

Ας σηµειωθεί

αντί για σφαιρικό είναι ελαφρά διογκωµένο στον Ισηµερινό. Η  διόγκωση αυτή οφείλεται 

στην φυγόκεντρο δύναµη που παράγεται από την περιστροφή της γης. Τόσο η έλξη που 

ασκείται από τον ήλιο και την σελήνη πάνω στην  έξαρση της  γης στον ισηµερινό, όσο και η   

 

 

Κλιση αξονα περιστροφης

τερας)

ΒΕΓΑΣ
(Βορειος αστερας
σε 14000 χρονια)

ης

Επιπεδο της
εκλειπτικης

Βορειος 
αστερας
το 3000πΧ

της γης και κλονηση

ΠΟΛΙΚΟΣ
(σηµερινος 
Βορειος ασ

Αξονας 
περιστροφ
της γης

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

κ

αιτίες που ο άξονας της ηµερήσιας περιστροφής της γης περιστρέφεται γύρω από την κάθετο 

στην εκλειπτική και διαγράφει κώνο. Το φαινόµενο είναι γνωστό ως µετάπτωση. 

Χρειάζονται 25.800 χρόνια για να διαγράψει ο άξονας  περιστροφής της γης µια πλήρη κωνι- 

κή επιφάνεια 
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                      Σχήµα 2.8  Μετάπτωση και κλόνηση του άξονα περιστροφής της γης 

όγω της κλίσης των 23. 5 του άξονα περιστροφής της γης  η βαρυτική έλξη που ασκεί η  

λόνηση 

ος άξονας περιστροφής της γης παρουσιάζει και πρόσθετες διακυµάνσεις µε 

 κλόνηση εµφανίζεται σαν κυµατοειδής κίνηση πάνω στην φέρουσα βασική τροχιά του 

είναι κινήσεις που µπορούν να  προβλεφθούν µε  µοντέλα και 

να προσδιορισθούν 

 

Πολικος  
Μεταπτωση

Κλονηση

47ο ισηµερινο επιπεδο

Β

Ν

ΓΗ
ΣΕΛΗΝΗ

Παλιρροικη ελξη

 

  

 
οΛ

σελήνη  και ο ήλιος στους  δύο  πόλους έχει διαφορετική  ένταση.  Το  αποτέλεσµα θα ήταν ο 

άξονας περιστροφής να έρθει σε κάθετη θέση ως προς την εκλειπτική (θέση της ελάχιστης 

ενέργειας). Εξ αιτίας, όµως, της γυροσκοπικής συµπεριφοράς της γης ο άξονας περιστροφής 

της κάνει κυκλική κίνηση (σαν µία σβούρα) σε διεύθυνση 90ο ως προς την επιβαλλόµενη 

δύναµη έλξης της σελήνης και του ήλιου. 

 

Κ

Ο στιγµιαί

περιοδικό χαρακτήρα (φαινόµενο κλόνησης). Κύρια αιτία αυτής της κίνησης είναι η κλίση 

της τροχιάς της σελήνης κατά 5ο ως προς την εκλειπτική.  

 

Η

κώνου της µετάπτωσης. Ο πιο σηµαντικός όρος της κλόνησης έχει περίοδο 18.6 χρόνια και 

το πλάτος του φθάνει τα 17". 

Η µετάπτωση και η κλόνηση 
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Σχή ή είναι η   µα  2.9 Κίνηση του πόλου για τα έτη 1996-2000. Η συνεχής γραµµ µέση
µετακίνηση του πόλου Περιστροφής της για τα έτη 1890-2000.[ΙΕRS]                              

ο άξονας περιστροφής της γης µετακινείται αρκετά µέτρα  σε σχέση µε 

ν επιφάνεια της γης (φαινόµενο της κίνησης του πόλου). Η κίνηση του πόλου αποτελείται 

ιοδικές συνιστώσες : µία  µε περίοδο 14 µήνες (κίνηση Chandler), και 

λου µε την πάροδο του χρόνου. Οι κινήσεις αυτές παρακολου-

ούνται και προσδιορίζονται τα µεγέθη τους από µετρήσεις. 

 

Έτ ) 

για να συντονίζει τις παρατηρήσεις της κίνησης του πόλου. Σήµερα, η κίνηση του πόλου 

αρακολουθείται από την ∆ιεθνή Υπηρεσία Περιστροφής της Γης IERS   (International 

Κίνηση του πόλου 

Τέλος, φαίνεται ότι 

τη

κυρίως από δύο περ

µία µε περίοδο ενός έτους. 

 

Όπως, όµως, φαίνεται και από το σχήµα 9 υπάρχουν και απρόβλεπτες διακυµάνσεις στη 

τροχιά της κίνησης του πό

θ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σι, το 1899 ιδρύθηκε η ∆ιεθνής Υπηρεσία Πλάτους (International Latitude Service, ILS

π

Earth Rotation Service).  
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Ο προσδιορισµός της κίνησης του πόλου είναι σηµαντικός για την γεωδαισία γιατί σχετίζεται  

.4 Το Πεδίο Βαρύτητας της Γης 
  Έλξη 

 Isaac Newton ήταν ο πρώτος που διατύπωσε τον 17ο αιώνα τους νόµους της κίνησης. 

ι τρεις νόµοι της κίνησης σύµφωνα µε τον Newton είναι: 

ος νόµος Σε απουσία δυνάµεων ένα σώµα σε ηρεµία παραµένει ακίνητο, ενώ σώµα 

 

ος νόµος Όταν µια δύναµη εφαρµόζεται σε σώµα, το σώµα επιταχύνεται προς την 

ε

 

 = m•γ           ή         γ=F/m 

ος νόµος Οι δυνάµεις εκδηλώνονται πάντα σε ζεύγη µε ίσο µέτρο αλλά αντίθετη φορά 

 

ρος τιµήν του Newton ορίζεται    1Newton : η δύναµη που κινεί µάζα 1kg µε επιτάχυνση 

µε τον ορισµό του παγκόσµιου συστήµατος αναφοράς, όπου αναφέρονται οι γεωδαιτικές 

µετρήσεις σε παγκόσµια κλίµακα. 

 

 

2
2.4.1 Η θεωρία του Newton – Παγκόσµια

 

Ο

Προηγήθηκαν, όµως, ο Galileo Galilei µε τις παρατηρήσεις του για την ελεύθερη πτώση των 

σωµάτων και ο  Johanes Kepler που διατύπωσε τους νόµους της πλανητικής κίνησης. Οι 

νόµοι αυτοί υπήρξαν καθοριστικοί για την ανάπτυξη των µεθόδων που επέτρεψαν στην 

γεωδαισία να προσδιορίσει το σχήµα, το µέγεθος και το πεδίο βαρύτητας της γης. 
 

Ο

 

1

κινούµενο ευθύγραµµα µε σταθερή ταχύτητα θα διατηρήσει την κίνηση 

επ΄άπειρον. Είναι γνωστός ως νόµος της αδρανείας  και διατυπώθηκε αρχικά 

από τον Galileo. 

2

διεύθυνση της ασκούµενης δύναµης. Η επιτάχυνση  είναι ανάλογη µε την 

ένταση της δύναµης και αντιστρόφως ανάλογη προς την µ τακινούµενη µάζα. 

F

 

3

και ένταση. 

Π

1m/sec2. 
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Η σχέση ισχύει και για την ελεύθερη πτώση των σωµάτων στην γη. Ο Newton ονόµασε την 

δύναµη που προκαλεί την πτώση βαρύτητα  και την θεώρησε ανάλογη της µάζας  m. Είναι 

γνωστό, όµως, ότι η µέση επιτάχυνση ενός σώµατος σε ελεύθερη πτώση είναι πάντα σταθερή 

και ίση µε g =9.81m/sec2 ή 981gal (προς τιµήν του Galileo καλείται 1gal = 1cm/sec2 ή 1mgal 

= 10-3 gal), ανεξάρτητα από το µέγεθος του σώµατος.  

 

Ο Newton, αντιλαµβανόµενος ότι η ελεύθερη πτώση και η περιστροφή της σελήνης περί την γη 

είναι δύο όψεις κάποιου παγκόσµιου νόµου, διατύπωσε τον νόµο της παγκόσµιας έλξης των 

σωµάτων. 

 

  Υπάρχει δύναµη έλξης µεταξύ κάθε ζεύγους σωµάτων στο σύµπαν.  

 

F

F

m1

m2

r

Ο νόµος διατυπώνεται ως: 

  

F
G m m

r
=

∗1 2
2

  

 

 

 

Ο νόµος αναφέρεται σε δύο υλικά σηµεία µε µάζες m1 και m2 που απέχουν απόσταση r. 

Κάθε σηµείο ασκεί  πάνω στο άλλο δύναµη ή έλξη F.  

Η ποσότητα G είναι η παγκόσµια σταθερά έλξης και είναι η ίδια σε κάθε εφαρµογή του 

νόµου. Ειναι µια από τις λίγες  βασικές σταθερές στη φύση. 

 

Ο Newton διαπίστωσε ότι ο νόµος εφαρµόζεται και σε πεπερασµένων διαστάσεων σώµατα, 

όπως είναι τα σφαιρικά συµµετρικά σώµατα, που έλκουν ένα άλλο σώµα ως η µάζα τους να 

είναι συγκεντρωµένη στο κέντρο τους. Πολλά  πλανητικά σώµατα είναι σχεδόν σφαιρικά, 

µεταξύ αυτών και η γη, ο ήλιος και η σελήνη και οι αµοιβαίες κινήσεις τους, προφανώς, 

διέπονται από τον νόµο της παγκόσµιας έλξης. 

 

Στο νόµο της παγκόσµιας έλξης πολύ µεγάλη σηµασία έχει η µάζα, που συχνά στην 

καθηµερινότητα συγχέεται µε το βάρος ενός σώµατος. Οµως, το βάρος ενός αντικειµένου 

στην επιφάνεια της γης ορίζεται ως η δύναµη της βαρυτικής έλξης που ασκείται στο 

αντικείµενο από την γη. 
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Αν Μ η µάζα της γης και m η µάζα του σώµατος, τότε το βάρος του είναι ίσο µε : 

 

G Μ m / R2

 

όπου R η ακτίνα της σφαιρικής γης ίση µε  R~6371km, αφού τόσο απέχει το σώµα από το 

κέντρο έλξης, δηλαδή το  κέντρο µάζας της γης. Η σχέση ισχύει και για την ελεύθερη πτώση 

των σωµάτων κοντά στην επιφάνεια της γης. 

Το βάρος, λοιπόν, ενός σώµατος εξαρτάται από την θέση του µέσα στο πεδίο βαρύτητας. 

Οσο ένα σώµα αποµακρύνεται από το κέντρο µάζας του έλκοντος σώµατος χάνει βάρος. 

Αντίθετα, η µάζα του σώµατος είναι σταθερή για την κλασσική Φυσική. 

 

Στην πτώση των σωµάτων, όµως,  ρόλο παίζει εκτός από την έλξη και η περιστροφή της γης, 

λόγω της φυγόκεντρης δύναµης που αναπτύσσεται. Ετσι, ως πεδίο βαρύτητας της γης  

θεωρείται το άθροισµα της έλξης και της περιστροφής της γης και g είναι η επιτάχυνση του 

πεδίου βαρύτητας  της γης. 

 

2.4.2   Το πεδίο βαρύτητας της γης 

  

Από την καθηµερινή ζωή είναι γνωστό ότι η πιο εµφανής δύναµη που δρα στην επιφάνεια 

της γης είναι η βαρύτητα. Οι επιδράσεις της βαρύτητας συναντώνται σε πλήθος φαινόµενα 

της καθηµερινότητας. Επιδρούν στο σχήµα µιας σταγόνας νερού, στο ότι ο ζεστός αέρας 

ανεβαίνει ενώ ο ψυχρός κατακάθεται, στην καµπύλη τροχιά επιστροφής στη γη που 

ακολουθεί µια µπάλα. Ο γεωδαίτης στην µελέτη της γεωµετρίας της γης πρέπει να εξετάσει 

και το πεδίο βαρύτητας της γης. Η σύγχρονη αντίληψη της γεωδαισίας συµπεριλαµβάνει και 

τις γεωµετρικές όψεις του πεδίου. 

 

Για την µελέτη, όµως, του πεδίου βαρύτητας της γης χρειάζεται η γνώση της κατανοµής της 

πυκνότητας στο εσωτερικό της γης. Η κατανοµή είναι µόνο προσεγγιστικά γνωστή. 

 

Αν θεωρηθεί R = 6371.009km και GM = 398600441.5×106 m3/sec2 (τιµές προσδιορισµένες 

από την ∆ιεθνή Οργάνωση Γεωδαισίας – International Association of Geodesy, IAG, 1995), 

τότε  η µέση τιµή της βαρυτικής έλξης στην επιφάνεια της γης  είναι :   
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                   F = 982.022 [cm/sec2] × m,  

όπου m η µάζα του ελκυόµενου σώµατος. 

 

Αλλά η κατανοµή της πυκνότητας στο εσωτερικό της γης είναι ανώµαλη όχι µόνο ακτινικά 

ως προς το κέντρο αλλά και οριζόντια, ενώ η γη δεν είναι σφαιρική. Κατά συνέπεια, ούτε το 

πεδίο έλξης είναι οµαλό. Η τιµή της F στην παραπάνω σχέση είναι µια µέση παγκόσµια τιµή. 

 

Η περιστροφή της γης περιπλέκει περισσότερο την εικόνα, ακόµα και αν θεωρηθεί ότι η γη 

είναι άκαµπτη. Η δύναµη που αναπτύσσεται από την περιστροφή της γης δεν είναι άλλη από 

την φυγόκεντρο δύναµη. Η δύναµη αυτή είναι φαινοµενική στην φύση αλλά η δράση της 

µπορεί να παρατηρηθεί σ΄ όλα τα αντικείµενα που περιστρέφονται µε την γη.  

Η διεύθυνσή της είναι πάντα .κάθετη στον στιγµιαίο  άξονα   περιστροφής  της   γης  και  

µπορεί να ερµηνευθεί  σαν  υλοποίηση  της κυκλικής, και συνεπώς, επιταχυνόµενης κίνησης. 

Η δύναµη είναι φαινοµενική γιατί, µόλις ένα αντικείµενο ξεφύγει από την τροχιά της γης, 

µηδενίζεται και η δράση της δύναµης αυτής πάνω του. 

 Το µέγεθος της φυγόκεντρης  δύναµης που δρα πάνω σε υλικό σηµείο είναι κατά τα γνωστά: 

f  =  p ω2 m, 

 

όπου:   p  η κάθετη απόσταση από τον άξονα περιστροφής   

  ω η γωνιακή ταχύτητα περιστρο

υ υλικού σηµείου.  

 τιµή της φυγόκεντρης δύναµης στον 

µ  : ]

 τιµή αυτή είναι περίπου το 0.35% της 

πως αναφέρθηκε το διανυσµατικό άθροισµα 

φής της γης και  

  m η µάζα το
 

Η

Ιση ερινό είναι   f = 3.392[cm /sec2  × m 

  
 

Η

δύναµης έλξης της γης. Προφανώς, στους 

πόλους η φυγόκεντρος µηδενίζεται. 
 

Ό

της βαρυτικής έλξης και της φυγοκέντρου 

δύναµης λέγεται δύναµη βαρύτητας.  

ΒΟΡΕΙΟΣ
ΠΟΛΟΣ

p
r

f

ΙΣΗΜΕΡΙΝΟΣ

ΚΜ

Υλικο 
σηµειο

φυγοκεντρος δυναµη

                     Σχήµα2.10 
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Η δύναµη βαρύτητας είναι ισχυρότερη στους πόλους (αφού η φυγόκεντρος = 0) από ότι στον 

ισηµερινό. Η διαφορά αυτή θα ήταν 0.35% αν η γη ήταν σφαιρική. Στην πραγµατικότητα 

είναι λίγο µεγαλύτερη λόγω του πεπλατυσµένου σχήµατος της γης.  

 

 Η επιτάχυνση του πεδίου βαρύτητας της γης (δηλαδή, η κλίση του δυναµικού του πεδίου 

βαρύτητας) είναι το γνωστό  διάνυσµα της βαρύτητας ή διάνυσµα της επιτάχυνσης της 

βαρύτητας     . Το γήινο πεδίο βαρύτητας, σαν διανυσµατικό πεδίο, διαθέτει µέγεθος και 

ένταση. 

rg

Το µέτρο του     λέγεται βαρύτητα, έχει τις φυσικές διαστάσεις της επιτάχυνσης και µετράται 

σε gals. Η µέση τιµή του    στην επιφάνεια της γης είναι της τάξης των 980.3gals.  

rg

Το µέγεθος ή ένταση του     µετριέται µε όργανα, όπως τα βαρυτίµετρα, και µε ακρίβεια 

µέτρησης σήµερα της τάξης του 1µgal (1µgal = 10-6 gal). 

rg

 

Η διεύθυνση του διανύσµατος της βαρύτητας είναι η διεύθυνση της κατακορύφου, η 

εφαπτοµένη στην τροχιά της ελεύθερης πτώσης των σωµάτων. Ο προσδιορισµός της 

διεύθυνσης της βαρύτητας είναι πιο χρονοβόρος και επιτυγχάνεται µε αστρονοµικές 

παρατηρήσεις. 

 

Οι επιφάνειες όπου το δυναµικό του πεδίου βαρύτητας είναι σταθερό ονοµάζονται 

ισοδυναµικές  ή χωροσταθµικές επιφάνειες. 

   

Μια παγκόσµια τράπεζα δεδοµένων, υπό την εποπτεία του Bureau Gravimetrique 

International (BGI), που είναι οργανισµός της International Union of Geodesy and 

Geodynamics (IUGG), διαθέτει µερικά εκατοµµύρια στοιχείων από µετρήσεις του     .  rg
Τα στοιχεία αυτά δείχνουν ότι, τόσο σε παγκόσµια όσο και σε τοπική κλίµακα, η τιµή του             

πάνω στην επιφάνεια της γης µεταβάλλεται από σηµείο σε σηµείο.  

rg

Αυτό οφείλεται: 

  � στο διαφορετικό υψόµετρο των σηµείων παρατήρησης 

  � στο πεπλατυσµένο σχήµα της γης και 

  � στην άνιση κατανοµή των µαζών στο εσωτερικό της γης 

 

Η διαφορά στην τιµή της βαρύτητας, λόγω της επιπλάτυνσης της γης και της φυγοκέντρου, 

από την ελάχιστη τιµή της στον ισηµερινό µέχρι την µέγιστη στους πόλους είναι 5200mgal. 
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Οσον αφορά την επίδραση λόγω υψοµέτρου στην τιµή του    , θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η 

τιµή της βαρύτητας ελαττώνεται µε το υψόµετρο (αρνητικό πρόσηµο στην σχέση), κατά 

περίπου 1%  της τιµής του g για µεταβολή υψοµέτρου κατά 30km. Προσέγγιση αυτής της 

µεταβολής δίνει η σχέση: 

rg

 
[ ]d 0.308

r
g = − ⋅mGal / m dH 

  

Γενικά θα πρέπει να σηµειωθεί ότι όλες οι αποκλίσεις στην τιµή της βαρύτητας, παρ΄ όλο που 

µπορεί να είναι σηµαντικές και εύκολα παρατηρήσιµες, παραµένουν πολύ µικρές αν 

συγκριθούν µε το ίδιο το µέγεθος της βαρύτητας.  

 

2.4.3 Το κανονικό πεδίο βαρύτητας 

  

Εάν χρειάζεται η προσέγγιση του πραγµατικού πεδίου βαρύτητας της γης µε ένα πρότυπο 

(µοντέλο), τότε, συνήθως, επιλέγεται το πεδίο βαρύτητας πού προκύπτει από ένα ελλειψοειδές 

εκ περιστροφής (σώµα που παράγεται από την περιστροφή µιας έλλειψης γύρο από τον µικρό 

της ηµιάξονα) . 

 

Το σχήµα ενός ελλειψοειδούς εκ περιστροφής είναι µια ικανοποιητική προσέγγιση του 

σχήµατος της γης. Αρκεί να έχει και µέγεθος όσο και η γη, ως κέντρο του το κέντρο µάζας 

της γης και ο µικρός του ηµιάξονας να συµπίπτει µε τον κύριο άξονα αδρανείας της γης. 

Θεωρείται, επίσης, ότι το ελλειψοειδές αυτό περιστρέφεται περί τον µικρό του ηµιάξονα µε 

γωνιακή ταχύτητα όση και της γης και έχει συµµετρική κατανοµή µάζας. Το σώµα αυτό 

παράγει ένα πεδίο βαρύτητας γνωστό ως κανονικό πεδίο βαρύτητας και αντιπροσωπεύεται 

από το διάνυσµα της κανονικής βαρύτητας      .  r
γ

 

Το κανονικό πεδίο βαρύτητας έχει µεγάλη πρακτική σηµασία γιατί, αφ΄ ενός  υπολογίζεται 

εύκολα αναλυτικά και, αφ΄ ετέρου οι αποκλίσεις του από το πραγµατικό πεδίο βαρύτητας 

είναι τόσο µικρές ώστε να µπορούν να θεωρηθούν διαφορικά πρώτης τάξης. 

Βασική ιδιότητα αυτού του ελλειψοειδούς αναφοράς είναι  ότι: 

 η επιφάνειά του είναι ισοδυναµική επιφάνεια του πεδίου έλξης και 

περιστροφής  του (δηλαδή του πεδίου βαρύτητάς του). 
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2.5 Η γη και οι παραµορφώσεις της µε τον χρόνο 
 

Ο προσδιορισµός του σχήµατος της γης είναι ένας από τους βασικούς στόχους της 

Γεωδαισίας. Το σχήµα της γης, όµως, µεταβάλλεται µε τον χρόνο σε τοπική, περιφερειακή 

αλλά και παγκόσµια κλίµακα. 

Οι µεταβολές αυτές χαρακτηρίζονται σαν: 

   

                        αιώνιες (είναι αργές κινήσεις µε γραµµικό η  ερπυστικό χαρακτήρα), 

  περιοδικές (µε περίοδο από µερικά δέκατα του sec µέχρι δεκάδες χρόνια) και

  επεισοδιακές (ξαφνική επιτάχυνση ή και επιβράδυνση). 

 

Η Γεωδαισία ασχολείται, κυρίως, µε τις αιώνιες ή περιοδικές και χαµηλής συχνότητας 

κινήσεις µε περιόδους από µερικές ώρες και µεγαλύτερης διάρκειας. Οι κινήσεις που 

απασχολούν την Γεωδαισία είναι πρόσφατες, από τον τελευταίο αιώνα και µέχρι σήµερα, σε 

αντίθεση µε άλλες Γεωεπιστήµες, όπου ασχολούνται µε τις κινήσεις των τελευταίων 

εκατοµµυρίων ετών. 

 

Η συµπεριφορά της γης στις δυνάµεις παραµόρφωσης βρίσκεται ανάµεσα σε δύο ακραίες 

συνθήκες: αυτή ενός πλήρως ρευστού (σαν την αντίδραση της επιφάνειας των ωκεανών) και 

ενός τέλεια άκαµπτου σώµατος (που δεν µπορεί να παραµορφωθεί).  

  

Οι πιο γνωστές από παληά και πιο καλά κατανοητές κινήσεις είναι τα παλιρροϊκά φαινόµενα 

(παλίρροιες), που εκπροσωπούν περιοδική παραµόρφωση του σχήµατος της γης. 

 

Άλλες κινήσεις αφορούν  τις µετακινήσεις των λιθοσφαιρικών πλακών που απαρτίζουν τον 

γήινο φλοιό, και µπορεί να είναι ερπυστικού, αλλά, κυρίως, επεισοδιακού χαρακτήρα 

(σεισµικά φαινόµενα). 

 

Τέλος υπάρχουν και κινήσεις που οφείλονται σε µετεωρολογικά φαινόµενα, στην ανθρώπινη 

δραστηριότητα κ.α. 
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2.5.1 Παλίρροιες 
 

Η σελήνη  και ο ήλιος  ασκούν  ελκτικές  δυνάµεις λόγω βαρύτητας  σε κάθε σηµείο   επάνω,   

 

A AB

γη
σεληνη

ωκεανος

σεληνη
γη

ωκεανος

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 2.11  Η έλξη της σελήνης και οι    θαλάσσιες παλίρροιες  

 

ψηλότερα ή και εντός της γης. Η γη και η σελήνη (ή αντίστοιχα η γη και ο ήλιος) 

περιστρέφονται ως σύστηµα γύρω από το κοινό κέντρο µάζας τους (καλείται βαρύκεντρο). 

Συγκρατούνται αµοιβαία στην τροχιά τους από την βαρυτική έλξη (νόµος Νεύτωνα), ενώ 

συγχρόνως απωθούνται αµοιβαία µε την ίση και αντίθετης φοράς φυγόκεντρο δύναµη. Η 

δύναµη αυτή προκύπτει από την περιστροφή του συστήµατος περί το κοινό κέντρο µάζας 

τους. Η ισορροπία των δυνάµεων αυτών διατηρείται µόνο στο κέντρο µάζας της γης. Σε άλλα 

σηµεία, όµως, επάνω στην επιφάνεια της γης, ψηλότερα ή και εντός της γης δεν 

εξισορροπούν  µε συνέπεια να  εκδηλώνονται περιοδικές µεταβολές στο σχήµα  της γης (στην 

στεριά και την θάλασσα) αλλά και της ατµόσφαιρας, οι παλίρροιες. Αυτές, που είναι γνωστές 

από την αρχαιότητα είναι οι θαλάσσιες παλίρροιες. 

 

Οι δυνάµεις που δηµιουργούν το φαινόµενο της παλίρροιας, δρώντας πάνω στους ωκεανούς, 

έχουν ως αποτέλεσµα τον σχηµατισµό δύο συµµετρικών εξογκωµάτων (παλιρροϊκά εξογ-

κώµατα) από την ανύψωση των ωκεάνιων µαζών κατά µήκος του άξονα του συστήµατος 

γης-σελήνης  (σηµεία Α και Β στο σχήµα 2.11).  

. 

Σε ιδανικές συνθήκες, εάν η γη ήταν όλη λεία και καλυπτόταν οµοιόµορφα από τον ωκεανό 

µέχρι ορισµένο ύψος, το σχήµα της γης θα ήταν αυτό ενός πεπλατυσµένου σφαιροειδούς. 
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Αυτά τα εξογκώµατα, όµως, δεν βρίσκονται ακριβώς επάνω στον άξονα του συστήµατος γη-

σελήνη. Αντίθετα, λόγω τριβών µεταξύ φλοιού και ωκεανών, η περιστροφή της γης τείνει να 

παρασύρει το εξόγκωµα, µε συνέπεια να προηγείται κατά µια µικρή γωνία ως προς τον άξονα 

γης-σελήνης και προς την διεύθυνση της περιστροφής της γης. Επειδή η έλξη της σελήνης είναι 

ισχυρότερη στην πλησιέστερη όψη της γης το τελικό αποτέλεσµα είναι η επιβράδυνση του 

ηµερήσιου ρυθµού περιστροφής της γης. 

 

Από µετρήσεις απολιθωµάτων είναι γνωστό ότι 0.5 δισεκατοµµύρια χρόνια πριν η ηµέρα 

διαρκούσε λίγο περισσότερο από 22 σηµερινές ώρες και το έτος είχε 397 ηµέρες. Η 

επιβράδυνση της περιστροφής εκτιµάται ότι   επιµηκύνει   την  ηµέρα κατά 1.5millisec ανά 

αιώνα. 

Στην Ελλάδα, το µέσο εύρος των παλιρροιών είναι της τάξης των 4-40cm, δηλαδή µάλλον 

µικρό. 

 

2.5.2 Κινήσεις των τεκτονικών πλακών  

 

                Ο φλοιός της γης σχηµατίσθηκε  πριν  περίπου 

                  4.5 χ όνια απ   σταδιακή ψύξη της   εξωτερι- 

                

ρ ό

  κής  στοιβάδας.  Η σύγχρονη   αντίληψη  της  

    

          ασθενόσφαιρας. Η αντίληψη αυτή συνιστά τη 

Σχήµα 2.13  Σχηµατική παράσταση            

της δοµής των τεκτονικών πλακών                αυτής  της   κίνησης  είναι   µικρός 

                                                                    

 

τις κινούµενες πλάκες, ενώ τα όρια 

ν επικέντρων σε 

αγκόσµια κλίµακα έδειξε ότι όλοι οι µεγάλου βάθους και οι περισσότεροι ρηχοί σεισµοί  

                  Γεωφυσικής υποστηρίζει ότι αποτελείται από  

                  µεγάλες άκαµπτες πλάκες που µετακινούνται    

                  αργά  σχετικά η µία   προς την  άλλη και  επι- 

                  πλέουν στο ρευστό  υποκείµενο στρώµα  της 

        

                  γνωστή  σήµερα   Θεωρία  των  Τεκτονικών  

        Πλακών.  

      Ο  ρυθµός

       (µερικά εκατοστά το χρόνο). 

φλοιός

λιθοσφαιρα λιθοσφαιρα

Ασθενοσφαιρα

ηφαιστειο

ζωνη θραυσης

ταφροι

Θερµες
Κηλιδες

Πολλοί σχηµατισµοί  της επιφάνειας της γης οφείλονται σ

των πλακών είναι οι πιο ασταθείς περιοχές του πλανήτη και χαρακτηρίζονται από έντονη 

σεισµική δράση και ενεργά ηφαίστεια. Η χαρτογράφηση των σεισµικώ

π
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συγκεντρώνονται σε σχετικά στενές ζώνες. Ουσιαστικά η σεισµικότητα οριοθετεί τα σύνορα 

των λεγόµενων τεκτονικών πλακών. 

 

Πριν 250 εκατ. χρόνια οι ήπειροι είχαν διαφορετική θέση. Η περισσότερη ξηρά ήταν ενιαία 

(Παγγαία) και οι επτά ήπειροι σχηµατίσθηκαν µε την πάροδο του χρόνου από 

κατατεµαχισµό και αργή µετακίνηση. 

 

 

χήµα 2.13    Σχηµατική αναπαράσταση της    

                    µετακίνησης των ηπείρων. 

 

φρικανική, Ευρασιατική, Αµερικανική, του 

Ειρηνικού, Ινδική και Ανταρκτική. Ενδιάµεσα  και µικρότερες που προέκυψαν από 

την σύγκρουση των βασικών. 

 εσωτερικό ηφαιστειακό τόξο ( Νίσυρος, Σαντορίνη, Μήλος 

λπ).  

 και, τελικά,  την αποφόρτιση  µέσω σεισµικών επεισοδίων µε καταστρεπτικές 

ολύ συχνά συνέπειες για τους ανθρώπους και τις κατασκευές.  

ΠΕΡΜΙΟ
280-240εκατ.χρονια πριν

ΤΡΙΑΣΙΚΟ
200εκατ.χρονια  πριν

ΙΟΥΡΑΣΙΚΟ ΚΡΗΤΑΣΙΚΟ
180-140 εκατ. χρονια πριν 65 εκατ. χρονια πριν

ΣΗΜΕΡΑ

ΛΑΥΡΑΣΙΑ

Π 
Α 
Γ 
Γ Α

 Ι 
Α

Θαλασσα
Τηθυος

 

 

 

 

Σ

  

 

 

 

 

 

 

Οι βασικές τεκτονικές πλάκες σήµερα είναι : Α

υπάρχουν

 

Σήµερα, στον Ελληνικό χώρο, όπου βυθίζεται η Αφρικανική πλάκα κάτω από την 

Ευρασιατική, διακρίνεται το Ελληνικό τόξο µε σεισµική δραστηριότητα (από Ρόδο µέσω 

Κρήτης στα Επτάνησα) και το

κ

 

Οι αργές κινήσεις των τεκτονικών πλακών φαίνεται να παράγουν ένα τεκτονικό κύκλο, κατά 

τον οποίο συσσωρεύονται τάσεις στο εσωτερικό των πλακών, µε συνέπεια την σταδιακή 

παραµόρφωση

π
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Σχήµα  2.14  Β., κα, 1999] 

ι γεωδαιτικές µετρήσεις µπορούν, εάν επαναλαµβάνονται κατά διαστήµατα και εφόσον 

ν  

ς φ.γ.ε. µε την πάροδο του χρόνου (δηλαδή να περιγράψουν ένα πεδίο µετακινήσεων της 

.γ.ε.).  

ούθηση της συµπεριφοράς µεγάλων τεχνικών έργων. 

της γεωδαιτικής µεθοδολογίας 

αι κυρίως στις σύγχρονες δορυφορικές γεωδαιτικές µετρήσεις.  

Ενεργός τεκτονική του ευρύτερου Ελλαδικού χώρου [Παπαζάχος
 

 

Ο

διαθέτουν τη  απαιτούµενη ακρίβεια, να καταγράψουν την µεταβολή των θέσεων σηµείων

τη

φ

 

Χρησιµοποιούνται, λοιπόν, στις µελέτες παρακολούθησης των παραµορφώσεων, είτε αυτές 

αφορούν παραµορφώσεις του στερεού φλοιού της γης (τεκτονικές παραµορφώσεις) είτε την 

παρακολ

 

Η εικόνα του ρυθµού της παραµόρφωσης του γήινου φλοιού τόσο σε παγκόσµια κλίµακα 

(κινήσεις των πλακών) όσο και σε περιφερειακή (Σχ. 2.15) ή τοπική κλίµακα (µετακινήσεις 

σ΄ ένα ρήγµα) είναι αρκετά σαφέστερη χάρη στην συνδροµή 

κ
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   2.15    Μετακινήσεις στον Κορινθιακό κόλπο για την περίοδο 1970-1995 
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3.1   Σχήµα και µέγεθος της γης 
 

Από τα βασικά προβλήµατα της Γεωδαισίας, είναι ο ακριβής προσδιορισµός του 

σχήµατος και του µεγέθους της Γης. 

Με τον όρο σχήµα και µέγεθος νοείται η «φυσική και µαθηµατική»  επιφάνεια της                             

γης και οι διαστάσεις της. Η φυσική επιφάνεια της γης (φ.γ.ε) είναι το όριο µεταξύ 

της συµπαγούς γης ή της υδάτινης επιφάνειας της γης και της ατµόσφαιρας. Η φυσική 

επιφάνεια της γης καλύπτεται κατά το 72% από νερό και µόνο κατά το 28% από 

στερηά. Έτσι η επιφάνειά της δεν είναι ούτε µία µάζα συµπαγής ούτε µία µάζα υγρή, 

αφού αποτελείται από ανοµοιογενές υλικό και η συµπεριφορά της κυµαίνεται  µεταξύ 

των δύο αυτών άκρων. Συνήθως, όταν γίνεται αναφορά στον προσδιορισµό του 

σχήµατος και του µεγέθους της γης, η γη στο σύνολό της  θεωρείται  «συµπαγής» 

δηλαδή απόλυτα άκαµπτη και στερεά και οι µεταβολές του σχήµατος και του 

µεγέθους της συναρτήσει του χρόνου µελετώνται ξεχωριστά. 

 

Η επιφάνεια της πραγµατικής γης στο κοµµάτι της στεριάς της, είναι εξαιρετικά 

πολύπλοκη και τα βουνά δηµιουργούν την εντύπωση,  στην ανθρώπινη κλίµακα, µιας 

ιδιαίτερα ανώµαλης φ.γ.ε., η οποία δεν είναι δυνατόν να αποδοθεί µε κάποια   

µαθηµατική σχέση. Αν αναλογιστούµε όµως τις διαστάσεις της γης (ακτίνα 6371 km) 

και το γεγονός ότι το υψηλότερο βουνό (Ιµαλάϊα) έχει ύψος περίπου 9 km, 

συνειδητοποιούµε ότι η σχέση µεταξύ της µεγαλύτερης  “ανωµαλίας” στην επιφάνεια 

της γης και της διαµέτρου της είναι περίπου 1/1400. ∆ηλαδή αν είχαµε µια σφαίρα 

διαµέτρου   1400 mm, οι µεγαλύτερες «ανωµαλίες» πάνω στην επιφάνειά της θα ήταν 

µικρότερες από 1mm, γεγονός που δεν επηρεάζουν καθόλου το σχήµα της γης. 

 

Επειδή σε πολλές εφαρµογές (αστρονοµία, ουράνιος µηχανική, χαρτογραφία, διαστη-

µική ναυσιπλοΐα κ.λ.π.) δεν χρειάζεται κανείς πολύ µεγάλη ακρίβεια, το ευκολότερο 

που έχει να κάνει, είναι να επιλέξει ένα «µοντέλο» (π.χ. µία σφαίρα), που θα 

χρησιµεύσει σαν µία βοηθητική επιφάνεια αναφοράς και θα αντικαταστήσει τo 

σχήµα της γης. Βέβαια, το µοντέλο αυτό για να είναι χρήσιµο, θα πρέπει να πλησιάζει 

κατά το δυνατό το σχήµα και το µέγεθος της πραγµατικής γης, αλλά για να είναι 

συγχρόνως  και εύχρηστο θα πρέπει η επιφάνειά του να εκφράζεται µε απλή, σχετικά, 

µαθηµατική σχέση. Οι µικρές αποκλίσεις που θα προσδιοριστούν από την σύγκριση 

του σχήµατος και του µεγέθους της πραγµατικής γης µε το µοντέλο αναφοράς, 
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µπορούν να χρησιµεύσουν σε µια επιστηµονική ανάλυση για την ερµηνεία διαφόρων 

φυσικών παραµέτρων και φαινοµένων. 

 

Πράγµατι η γη σε πρώτη προσέγγιση µπορεί να θεωρηθεί σφαίρα (µε οµοιογενές 

υλικό και µάζα ίση µε τη µάζα της γης) µε ακτίνα 6371 km περίπου. Λόγω όµως της 

περιστροφής της γύρω από τον άξονά της, η γη έχει πάρει το σχήµα ενός 

ελλειψοειδούς εκ περιστροφής. Βέβαια η γη δεν αποτελείται από οµοιογενές υλικό 

και µε την περιστροφή της θα ήταν πιο σωστό να θεωρήσει κανείς ότι παίρνει τη 

µορφή ενός σφαιροειδούς πεπλατυσµένου στους πόλους. Η απόκλιση όµως από µία 

τέτοια παραδοχή δεν είναι τόσο µεγάλη,  ώστε το σχήµα δεν αποκλίνει πολύ από ένα 

ελλειψοειδές εκ  περιστροφής. 

 

Αν τελειοποιηθεί το µοντέλο έτσι ώστε να έχει τις ίδιες µηχανικές  (φυσικές) 

ιδιότητες, αλλά πολύ λιγώτερες επιφανειακές ανωµαλίες από την πραγµατική 

επιφάνεια της γης θα πρέπει η περιβάλλουσα επιφάνεια να είναι µια ισοδυναµική 

(χωροσταθµική) επιφάνεια του πεδίου βαρύτητας της γης. Η επιφάνεια αυτή που 

εκλέγεται να πλησιάζει περισσότερο από κάθε άλλη ισοδυναµική επιφάνεια του 

πεδίου βαρύτητας της γης τη µέση στάθµη της θάλασσας (µ.σ.θ.), είναι το 

γεωειδές.  Έτσι, λοιπόν οι βασικές επιφάνειες αναφοράς που χρησιµοποιούνται στη 

γεωδαισία για να περιγράψουν το φυσικό και γεωµετρικό µοντέλο της γης και πάνω 

στις οποίες προβάλλουµε τα σηµεία της φ.γ.ε. για να προσδιορίσουµε τη θέση τους, 

αλλά και  τις µετρήσεις µας για να κάνουµε τους υπολογισµούς µας,   είναι τρεις: 

το γεωειδές (φυσικό µοντέλο), το ελλειψοειδές εκ περιστροφής (µαθηµατικό 

µοντέλο) και η σφαίρα (προσεγγιστικό µοντέλο). 

 

3.1.2   Φυσική Γήϊνη Επιφάνεια 

 

Η φυσική γήϊνη επιφάνεια είναι η πραγµατική επιφάνεια της γης, περιλαµβάνει την 

τοπογραφική επιφάνεια καθώς επίσης και την επιφάνεια των ωκεανών, και θεωρεί-

ται το όριο µεταξύ της συµπαγούς και της υδάτινης επιφάνειας της γης και της 

ατµόσφαιρας και αποτελεί το κύριο αντικείµενο µελέτης και αποτύπωσης στη 

Γεωδαισία. 

Η τοπογραφική επιφάνεια υλοποιείται άµεσα στη φυσική µας εποπτεία και είναι η 

επιφάνεια πάνω στην οποία ζούµε και γίνονται  όλες οι γεωδαιτικές µετρήσεις 
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(ίδρυση γεωδαιτικών δικτύων).  Η διεύθυνση που υλοποιείται στη φύση, ως 

γνωστό, είναι η κατακόρυφος (διεύθυνση της βαρύτητας) η οποία έχει επηρεάσει  

τόσο την κατασκευή των γεωδαιτικών οργάνων και τις µετρήσεις µας όσο και την 

επιλογή των συστηµάτων αναφοράς.  

Επίσης για πρακτικούς λόγους η επιφάνεια της θάλασσας απετέλεσε την επιφάνεια 

(αναφοράς)  πάνω από την οποία ο άνθρωπος µετρούσε τα υψόµετρα της στερηάς και 

κάτω από την οποία  µετρούσε τα βάθη των θαλασσών. Επειδή όµως η στιγµιαία 

επιφάνεια της θάλασσας µεταβάλλεται συνεχώς ως επιφάνεια αναφοράς για την 

µέτρηση των υψοµέτρων της φ.γ.ε., χρησιµοποιείται η µέση θέση (στάθµη) της  

επιφάνειας της θάλασσας. 

  

Η µέση στάθµη της θάλασσας (µ.σ.θ) µεταβάλλεται µε το χρόνο, περιοδικά, λόγω 

εποχιακών  κυρίως µεταβολών της θερµοκρασίας της θάλασσας, της ατµοσφαιρικής 

πίεσης και άλλων µετεωρολογικών παραµέτρων (της τάξεως των 20cm  στις 

ελληνικές θάλασσες), αλλά και µε συστηµατικό τρόπο,  λόγω µικρών  αλλά συνεχών 

µεταβολών της θερµοκρασίας, της τήξης  των πάγων, καθώς και της µεταβολής των 

ωκεάνιων λεκανών, που οφείλεται σε γεωλογικές αιτίες. Εκτιµάται ότι τα τελευταία 

20.000 χρόνια η στάθµη της θάλασσας ανέβηκε περίπου 100m,  κυρίως λόγω της 

τήξης των παγετώνων, ενώ η σηµερινή ανύψωση, που εκτιµάται ότι οφείλεται κυρίως 

στο φαινόµενο του θερµοκηπίου, είναι της τάξης των 1-2 mm το χρόνο για τη 

Μεσόγειο. 

 

Η µέση στάθµη της θάλασσας προσδιορίζεται µε τη βοήθεια παλιρροιογράφων, που 

καταγράφουν τη µεταβολή της στάθµης συναρτήσει του χρόνου σε εγκαταστάσεις 

κατά µήκος των ακτών, ενώ στους ωκεανούς µπορεί να προσδιοριστεί   µόνο µε τη 

βοήθεια τεχνητών δορυφόρων, οι οποίοι από γνωστές θέσεις µετρούν την απόστασή 

τους από τη επιφάνεια της θάλασσας µε χρήση ειδικών συσκευών ραντάρ. Σήµερα  η 

µ.σ.θ., µπορεί να προσδιοριστεί µε χρήση τεχνητών δορυφόρων  σε όλους τους 

ωκεανούς µε ακρίβεια cm. 
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Σχήµα 3.1. Μεταβολή της στάθµης της θάλασσας στον Πειραιά. Η κεκλιµένη γραµµή  

απεικονίζει το  µέσο ρυθµό µεταβολής της στάθµης της θάλασσας. 

  

Η µέση επιφάνεια  (στάθµη)  της θάλασσας πλησιάζει πολύ να είναι µια ισοδυναµική                              

επιφάνεια του πεδίου βαρύτητας της γης µε απόκλιση  που λίγο υπερβαίνει το 1m και 

εποµένως µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι κάθετη στην κατακόρυφη σε κάθε της σηµείο. 

Η µ.σ.θ., εποµένως υλοποιεί το γεωειδές µε ακρίβεια ±1m.. 

 

3.1.3   Γεωειδές 
 

Ορίζεται ως εκείνη η ισοδυναµική επιφάνεια του πραγµατικού γήϊνου πεδίου 

βαρύτητας, που προσαρµόζεται όσο το δυνατόν καλύτερα στη µέση στάθµη των 

θαλασσών στο σύνολο της γης. Με προσέγγιση µέτρου το γεωειδές ταυτίζεται µε τη 

µέση στάθµη της θάλασσας, στους ωκεανούς, η οποία  θεωρείται ότι «επεκτείνεται» 

και κάτω από τις ηπείρους µε φανταστικές σήραγγες. Η µη σύµπτωση της µέσης 

στάθµης της θάλασσας µε  ισοδυναµική  επιφάνεια του πεδίου βαρύτητας οφείλεται 

κυρίως στη διαφορετική θερµοκρασία και αλατότητα καθώς και στα θαλάσσια 

ρεύµατα στους ωκεανούς. 

 

Το γεωειδές είναι µια κλειστή επιφάνεια µε τα κοίλα προς το εσωτερικό του και 

προσοµοιάζει µε ελλειψοειδές εκ περιστροφής, µε µέγιστη αποχή (υψόµετρο του 

γεωειδούς Ν)  από αυτό περίπου 100 µέτρα, δηλαδή µόλις 15 εκατοµµυριοστά της 

µέσης ακτίνας του ενώ ο µέσος όρος αποχής σ΄ ολόκληρη τη γη είναι ± 30m . Από 
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τον ορισµό του γεωειδούς προκύπτει ότι η διεύθυνση της κατακορύφου (η διεύθυνση 

του νήµατος της στάθµης) είναι κάθετη στην επιφάνειά του σε κάθε σηµείο του. 

Το γεωειδές είναι η επιφάνεια αναφοράς στο αστρονοµικό σύστηµα αναφοράς. 

Επίσης αποτελεί την επιφάνεια αναφοράς των  (ορθοµετρικών) υψοµέτρων (Ηο). 

Στην περίπτωση αυτή υλοποιείται, δηλαδή τα υψόµετρα µετρούνται από την µ.σ.θ. 

στην περιοχή.  

 

Ο προσδιορισµός του γεωειδούς αποτελεί επίσης κύριο στόχο της γεωδαισίας. 

Στηρίζεται σε µετρήσεις (γεωδαιτικές, αστρονοµικές, ωκεανογραφικές, βαρύτητας 

κ.λ.π). και βελτιώνεται συνεχώς, όσο βελτιώνονται οι θεωρίες και τα όργανα 

µετρήσεων. Μεγάλη είναι η συµβολή των δορυφορικών µεθόδων. 

 

 Εφόσον το γεωειδές προσοµοιάζει τόσο καλά σε ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

(σφαιροειδές), είναι λογικό να  επιζητηθεί  η εύρεση εκείνου του ελλειψοειδούς που 

προσαρµόζεται σε σχήµα και διαστάσεις  όσο το δυνατόν καλύτερα στο γεωειδές, 

έχει την ίδια µάζα µε τη Γη και είναι συγχρόνως ισοδυναµική επιφάνεια του εαυτού 

του. Το ελλειψοειδές αυτό, που µπορεί να ορισθεί µε δύο µόνο παραµέτρους, π.χ. 

τους δύο ηµιάξονές του, επιτρέπει την αντικατάσταση του γεωειδούς (που είναι 

αρκετά πολύπλοκη επιφάνεια) και µπορεί να χρησιµεύει ως επιφάνεια αναφοράς ως 

προς την οποία είναι δυνατόν να  εκφραστούν τόσο  το ίδιο το γεωειδές, όσο και όλες 

οι άλλες γεωδαιτικές, τοπογραφικές και χαρτογραφικές εργασίες. Για το λόγο αυτό το 

ελλειψοειδές αυτό ονοµάζεται και ελλειψοειδές αναφοράς ή γήϊνο ελλειψοειδές. 

Από την επιφάνεια του ελλειψοειδούς αυτού µετρώνται επίσης και τα γεωµετρικά 

υψόµετρα (h). 

 
Σχήµα 3.2.  Σχετικές θέσεις της µέσης στάθµης της θάλασσας του γεωειδούς και του 

ελλειψοειδούς αναφοράς. 
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3.1.4   Ελλειψοειδές εκ περιστροφής (ΕΕΠ) 

 

Ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής µπορεί να δηµιουργηθεί από την περιστροφή µίας 

έλλειψης γύρω από τον µικρό άξονά της και ορίζεται από το µεγάλο  ηµιάξονα, a, και 

είτε από την επιπλάτυνση, f,1 είτε από τον µικρό του ηµιάξονα b,  είτε από την εκκεν-

τρότητά του e. Ο Πίνακας 3.1, δίνει τις βασικές παραµέτρους των κύριων ελλει-

ψοειδών που χρησιµοποιούνται στη Γεωδαισία. Στην Ελλάδα χρησιµοποιείτο το 

ελλειψοειδές Bessel  στο Παλαιό Ελληνικό Σύστηµα Αναφοράς (ΠΕΓΣΑ), καθώς 

και τα ελλειψοειδή Hayford (∆ιεθνές Ελλειψοειδές), στο   Ευρωπαϊκό Σύστηµα 

Αναφοράς (ED50) και σήµερα το GRS  80 (Geodetic Reference System 1980)  στο 

Ελληνικό Γεωδαιτικό  Σύστηµα Αναφοράς (ΕΓΣΑ 1987). Το τελευταίο αυτό 

ελλειψοειδές, που θεωρείται και το ρεαλιστικότερο, έχει προταθεί από τη ∆ιεθνή 

Ένωση Γεωδαισίας το 1980, για χρήση σε γήϊνα  και σε γεωδαιτικά συστήµατα 

αναφοράς. 

Σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Χ,Υ,Ζ µε κέντρο το κέντρο  του ελλει-

ψοειδούς η εξίσωσή  του είναι : 

 
 
 
  (3.1) + + =

2 2 2
x y z

12 2 2
a a b

 

όπου ο άξονας Ζ ταυτίζεται µε τον άξονα συµµετρίας του (περιστροφής). 

 

 Γήϊνο ή γεωκεντρικό ελλειψοειδές θεωρείται εκείνο του οποίου το κέντρο 

ταυτίζεται µε το κέντρο µάζας της γης, ο άξονας συµµετρίας του ταυτίζεται µε τον 

µέσο άξονα περιστροφής της, προσεγγίζει όσο το δυνατόν καλύτερα (σε διαστάσεις) 

το γεωειδές σε παγκόσµια κλίµακα και µπορεί να προσδιοριστεί από γεωδαιτικές 

µετρήσεις ή/και από καθαρά δυναµικά στοιχεία που προσδιορίζονται από παρατη-

ρήσεις σε τεχνητούς δορυφόρους. Οι µέγιστες αποχές από το γεωειδές είναι περίπου 

100m, µε µέσο όρο ±30m. 

                                                           

1 Η επιπλάτυνση του ελλειψοειδούς ισούται µε    
a
a
bf −=   ενώ η εκκεντρότητα  

 ( ) 1/ 22 2 2a / ae b⎡ ⎤= −⎣ ⎦
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 Γεωδαιτικό ελλειψοειδές θεωρείται εκείνο    που ταιριάζει καλύτερα στο γεωειδές 

µιάς συγκεκριµένης περιοχής,  είναι παράλληλα µετατοπισµένο ως προς το γήίνο, και 

µπορεί να έχει τις ίδιες διαστάσεις µε αυτό. 

 

Πίνακας  3.1. Βασικές παράµετροι των κυρίως χρησιµοποιούµενων ελλειψοειδών 

 

Είδος ελλειψοειδούς Ε.Π.       a    1/f 

   

Everest (1830) 6377276 300,8 

Airy (1830) 6376542 299,3 

Bessel (1841) 6377397 299,15 

Clarke (1866) 6378206 294,98 

Clarke (1880) 6378245 293,5 

Helmert (1907) 6378200 298,3 

Hayford International (1924)  6378388 297,0 

Krassowsky (1942) 6378245 298,3 

GRS (1967) 6378160 298,247 

WGS (1972) 6378135 298,26 

Gaposhkin (1973) 6378140 298,256 

GRS (1980) 6378137 298,25722 

 

3.1.5   Σφαίρα 

 

Απλούστερη µαθηµατική έκφραση µοντέλου που προσεγγίζει µε µικρότερη ακρίβεια 

από όσο ένα Ε.Ε.Π. στο σύνολο του το γεωειδές, είναι η επιφάνεια µιας σφαίρας µε 

κέντρο το κέντρο µάζας της γης και ακτίνα την µέση ακτίνα  καµπυλότητας του 

Ε.Ε.Π. Τοπικά, για σχετικά µικρές εκτάσεις µπορεί η σφαίρα (εγγύτατη στο σηµείο) 

να αντικαταστήσει το ελλειψοειδές µε ικανοποιητική ακρίβεια, ενώ για εφαρµογές 

στην χαρτογραφία και ναυσιπλοΐα  συχνά η επιφάνεια της σφαίρας αποτελεί την 

επιφάνεια αναφοράς της φ.γ.ε. Από την επιφάνεια της σφαίρας δεν µετρώνται 

υψόµετρα. 
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Η µαθηµατική έκφραση της θέσης των σηµείων της επιφάνειας της σφαίρας ακτίνας 

R (ακτίνα της σφαιρικής γης R =6371 km), όταν το κέντρο του συστήµατος αναφοράς 

είναι το κέντρο της σφαίρας είναι :  

            (3.2) 2222 RZYX =++
 

Oι υπολογισµοί στην επιφάνειά της γίνονται µε τη βοήθεια των τύπων της σφαιρικής 

τριγωνοµετρίας, είναι πολύ πιο απλοί από εκείνους στην επιφάνεια ενός ελλειψοει-

δούς και για µικρές σχετικά περιοχές δίνουν ικανοποιητική ακρίβεια.  

 

 

3.2   Οριζόντιο επίπεδο 
 

Ένα οριζόντιο επίπεδο δεν µπορεί να αποδώσει τη µορφή και το µέγεθος της γης και 

εποµένως δεν αποτελεί υπό την έννοια αυτή, επιφάνεια αναφοράς για ολόκληρη ή για 

κάποιο τµήµα της γης.  

Για πολύ µικρές όµως εκτάσεις ή απλές εφαρµογές της Τοπογραφίας, όπου η 

επίδραση της καµπυλότητας της γης δεν είναι σηµαντική και εποµένως οι κατά-

κόρυφοι στην περιοχή αυτή µπορούν να θεωρηθούν παράλληλοι, (δηλαδή για 

συνηθισµένη ακρίβεια αποτύπωσης και διαστάσεις περίπου 10km x 10km), µπορούµε 

να χρησιµοποιήσουµε ένα οριζόντιο επίπεδο, πάνω στο οποίο προβάλλονται οι µετρή-

σεις και γίνονται οι υπολογισµοί µε απλό τρόπο χρησιµοποιώντας την Ευκλείδεια 

γεωµετρία. Το οριζόντιο αυτό επίπεδο θεωρείται συνήθως εφαπτόµενο στο γεωειδές 

(µ.σ.θ.)., στο µέσον της  περιοχής  που αποτυπώνεται και βέβαια είναι κάθετο στη 

διεύθυνση της κατακορύφου. 

 

Όταν η έκταση είναι αρκετά µεγάλη οπότε η καµπυλότητα της γης είναι σηµαντική 

τότε αντί για οριζόντιο επίπεδο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την επιφάνεια µιας 

σφαίρας, ενώ για πολύ µεγάλες επιφάνειες ή και ολόκληρης της γης χρησιµοποιούµε 

την επιφάνεια ενός ελλειψοειδούς εκ περιστροφής. 

 

Συγκρίνοντας το γεωειδές µε τη  Φ.Γ.Ε. καθώς και µε τις άλλες επιφάνειες αναφοράς, 

παρατηρούµε ότι η µέγιστη αποχή (υψόµετρο ) της Φ.Γ.Ε ως προς το γεωειδές είναι  

περίπου Ηmax=104m, ενώ η αποχή του γεωειδούς από τη Μ.Σ.Θ. είναι µόλις ±1m. Το 

γήινο γεωκεντρικό ελλειψοειδές πλησιάζει πολύ το γεωειδές και οι µέγιστες αποχές 
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του  γεωειδούς από αυτό είναι   Nmax  ≅102m =1,6x10-5R.  Αν τέλος χρησιµοποιηθεί 

σφαίρα αντί του ελλειψοειδούς τότε η µέγιστη αποχή του γεωειδούς από αυτή είναι 

περίπου Nmax  ≅1,5x104m ≅2,4x10-3R,  πράγµα που σηµαίνει  ότι το ελλειψοειδές 

είναι καλύτερο από τη σφαίρα κατά δύο τάξεις µεγέθους τουλάχιστον.  

 

 

3.3. Προσδιορισµός της θέσης σηµείου της φ.γ.ε. ως προς τις 
επιφάνειες αναφοράς. 

 

Για να προσδιοριστεί η θέση ενός σηµείου της φ.γ.ε., ως προς την επιφάνεια 

αναφοράς του,  που όπως αναφέρθηκε µπορεί να είναι : το γεωειδές, το ελλειψοειδές 

εκ περιστροφής, η σφαίρα και για πολύ µικρές εκτάσεις  το οριζόντιο επίπεδο, θα 

πρέπει να φέρουµε από το σηµείο αυτό “κάθετη” προς την επιφάνεια αναφοράς. Η 

διεύθυνση της καθέτου αυτής για την περίπτωση του γεωειδούς και του οριζοντίου 

επιπέδου είναι η διεύθυνση  της κατακορύφου.  

Έτσι, αν θεωρήσουµε την κατακόρυφη που περνά από το σηµείο Ρ µέχρι  το γεωειδές 

και την κάθετη από το σηµείο προς  το Ε.Ε.Π., τότε (Σχ.3.3) η πρώτη τέµνει το 

γεωειδές στο σηµείο Ργ και η δεύτερη το Ε.Ε.Π. στο σηµείο Ρε.

 

Σχήµα 3.3.  Υψόµετρα σηµείου Ρ και απόκλιση της κατακορύφου. 

 

Η γωνία (θ) που σχηµατίζεται στο Ρ από την κατακόρυφη και την κάθετη στο Ε.Ε.Π. 

λέγεται απόκλιση της κατακορύφου, και είναι µία γωνία στο χώρο η οποία δίνει και 

την κλίση µεταξύ των δύο επιφανειών (γεωειδούς και Ε.Ε.Π.). Η τιµή της κατά 

µέσο όρο σ’ ολόκληρη την γη κυµαίνεται από –10’’ έως 10’’. 
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Η απόσταση ΡΡγ λέγεται ορθοµετρικό υψόµετρο (Ηο) του σηµείου από το γεωειδές 

(πρακτικά από την µ.σ.θ). Η απόσταση ΡΡε λέγεται γεωµετρικό υψόµετρο (h) του 

σηµείου, ενώ αν φέρουµε την κάθετη από το σηµείο Ργ στο ελλειψοειδές η ΡγΡ’γ 

λέγεται υψόµετρο ή αποχή   του γεωειδούς (Ν) από το  ελλειψοειδές. 

Από το σχήµα φαίνεται ότι : 
(3.3) 

 h = Ho + N 

αφού η γωνία θ είναι πολύ µικρή. 

 

Η  σχέση (3.3)  είναι πολύ σηµαντική για την υψοµετρία στη γεωδαισία. 

 

Τα ορθοµετρικά υψόµετρα που είναι τα συνηθισµένα υψόµετρα τα οποία χρησιµο-

ποιούνται στους χάρτες προσδιορίζονται κυρίως µε γεωµετρική χωροστάθµηση, τα 

γεωµετρικά κυρίως µε δορυφορικές µετρήσεις GPS, ενώ τα υψόµετρα του γεωει-

δούς µπορούν να προκύψουν ως διαφορά  των δύο προηγουµένων  αλλά και µε 

αστρογεωδαιτική χωροστάθµηση, όπου χρησιµοποιούνται γεωδαιτικές και αστρο-

νοµικές (απόκλιση της κατακορύφου) παρατηρήσεις. 

 

Η θέση ενός σηµείου στο χώρο µπορεί να περιγραφεί µε τρεις παραµέτρους 

χρησιµοποιώντας ένα σύστηµα συντεταγµένων , όπως θα δούµε και στα Συστήµατα 

Αναφοράς. Όταν  χρησιµοποιείται µια επιφάνεια (αναφοράς) τότε η απόσταση του 

σηµείου από την επιφάνεια αυτή (εκτός της σφαίρας) είναι η (τρίτη συνήθως) 

παράµετρος που στη γεωδαισία λέγεται, όπως είδαµε, υψόµετρο. Οι άλλες δύο 

αναζητούνται πάνω στην επιφάνεια αναφοράς και είναι συντεταγµένες ως προς 

επιφανειακούς άξονες (κάθετους µεταξύ τους) κατάλληλα προσδιορισµένους. 

 

Για εκπαιδευτικούς λόγους  θα δοθούν παρακάτω οι άξονες και οι παράµετροι που 

προσδιορίζουν τη θέση της προβολής του σηµείου πάνω στη δεδοµένη επιφάνεια 

αναφοράς και στη συνέχεια στο χώρο, ξεκινώντας από το οριζόντιο επίπεδο  το 

εφαπτόµενο σε σηµείο του γεωειδούς (δηλαδή θεωρούµε ότι το τµήµα του γεωειδούς 

στη µικρή αυτή περιοχή που αποτυπώνουµε µπορεί να αντικατασταθεί µε ένα 

οριζόντιο επίπεδο). 
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 Εφαπτόµενο στο 
γεωειδές στο 0. 

 

Σχήµα 3.4. Προσδιορισµός θέσης σηµείου ως προς το οριζόντιο  επίπεδο. 

 

Η θέση λοιπόν της προβολής Ρ’ του σηµείου Ρ, (Σχ. 3.4,) προσδιορίζεται από την 

τετµηµένη x και την τεταγµένη y, ενός ορθογωνίου συστήµατος αξόνων, όπου το 

κέντρο Ο είναι (συνήθως) αυθαίρετα εκλεγµένο, ο άξονας y είναι προσανατολισµένος 

συνήθως στον Βορρά και ο άξονας x κάθετος στον y και κατευθύνεται προς την 

ανατολή.  

Εποµένως το σηµείο έχει επίπεδες συντεταγµένες x,y και συµπληρώνονται από το 

υψόµετρο του σηµείου Ho, για να δοθεί η θέση του στο χώρο. 

Όταν  όµως η έκταση  είναι µεγαλύτερη τότε το µοντέλο της επίπεδης γης 

αντικαθίσταται από µία καµπύλη επιφάνεια και οι ευθείες γραµµές των αξόνων x  και 

y θα πρέπει να γίνουν καµπύλες γραµµές προσαρµοσµένες στην επιφάνεια αναφοράς 

που µπορεί να είναι η επιφάνεια µίας σφαίρας ή ενός ελλειψοειδούς εκ περιστροφής. 

Οι καµπύλες αυτές γραµµές αποτελούν τους νέους άξονες των επιφανειακών 

συντεταγµένων και  είναι κάθετες µεταξύ τους, πάνω στις παραπάνω επιφάνειες 

λέγονται µεσηµβρινοί και παράλληλοι. 

 

Μεσηµβρινό καλούµε κάθε µέγιστο κύκλο στην επιφάνεια της σφαίρας που 

προκύπτει από την τοµή της µε ένα επίπεδο που περιέχει τον άξονα περιστροφής της.  

Παράλληλο,  ή παράλληλο πλάτους φ, καλούµε τον κύκλο που προέρχεται από την 

τοµή της σφαίρας µε ένα επίπεδο  κάθετο στον άξονα περιστροφής της. Αν το επίπεδο 

αυτό περνά και από το κέντρο της σφαίρας (ισηµερινό επίπεδο) ο παράλληλος αυτός 

που είναι  µέγιστος κύκλος λέγεται ισηµερινός. 
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Το Σχ. 3.5, δείχνει το πλέγµα των µεσηµβρινών και παραλλήλων κύκλων αν 

θεωρήσουµε ως επιφάνεια αναφοράς, όπου προβάλλουµε τα  σηµεία της φ.γ.ε., την 

επιφάνεια µίας σφαίρας ακτίνας R. 

 

Σχήµα 3.5. ∆ίκτυο µεσηµβρινών και παραλλήλων και γεωγραφικές συντεταγµένες 

(φ,λ) στη σφαίρα. 

 

Η προβολή Ρ' ενός σηµείου Ρ της φ.γ.ε προσδιορίζεται πάνω στην επιφάνεια της 

σφαίρας µε τις παραµέτρους (συντεταγµένες): 

φ =  γεωγραφικό πλάτος και  

λ = γεωγραφικό µήκος 

και συµπληρώνεται µε το υψόµετρο (συνήθως)  Ho  ή και h όπου:

Γεωγραφικό πλάτος καλείται η γωνία (φ) που σχηµατίζει η κάθετη από το P στην 

επιφάνεια της σφαίρας  µε το ισηµερινό επίπεδο, µετριέται πάνω στον µεσηµβρινό 

του σηµείου µε αρχή από τον ισηµερινό και από 0ο  έως 90ο   προς τον Βόρειο Πόλο 

και από 0ο έως –90ο προς τον Νότιο Πόλο (λέγονται επίσης και Βόρειο πλάτος ή 

Νότιο πλάτος αντίστοιχα στην γεωγραφία). 

Γεωγραφικό µήκος καλείται η γωνία (λ) που σχηµατίζει το επίπεδο του µεσηµβρινού 

που περνά από το Αστεροσκοπείο του Greenwich (λέγεται και µηδενικός 

µεσηµβρινός) µε το επίπεδο του µεσηµβρινού του σηµείου και µετριέται πάνω στον 

Ισηµερινό από 0ο έως 360ο προς ανατολάς. (Στη Γεωγραφία µετριέται από 0ο έως  

180ο ανατολικά και  0ο έως  -180ο δυτικά). 

Αν η επιφάνεια µελέτης  είναι αρκετά µεγάλη ώστε η προσέγγιση της σφαίρας δεν 

είναι ικανοποιητική  τότε ως επιφάνεια αναφοράς πρέπει να πάρουµε ένα 
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ελλειψοειδές εκ περιστροφής και να προβάλλουµε το σηµείο Ρ της φ.γ.ε. κατά την 

κάθετη στην επιφάνειά του  

Οι µεσηµβρινοί σε ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής είναι ελλείψεις που 

δηµιουργούνται από την τοµή του Ε.Ε.Π., µε επίπεδο που περιέχει τον άξονα 

περιστροφής του. Παράλληλοι κύκλοι είναι και εδώ κύκλοι που είναι τοµές επιπέδων 

καθέτων στον άξονα περιστροφής του Ε.Ε.Π. Ο µέγιστος κύκλος που είναι τοµή του 

Ε.Ε.Π. µε το επίπεδο που περνά από το κέντρο του Ε.Ε.Π., και είναι κάθετο στον  

άξονα περιστροφής  του λέγεται ισηµερινός ενώ  το επίπεδο ισηµερινό επίπεδο (Σχ. 

3.6).         

 
 

Σχήµα 3.6. ∆ίκτυο µεσηµβρινών και παραλλήλων και ελλειψοειδείς γεωδαιτικές 

συντεταγµένες (φ,λ) στο Ε.Ε.Π. 

 

Οι ελλειψοειδείς συντεταγµένες του σηµείου Ρ’, προβολή του σηµείου Ρ της φ.γ.ε. 

είναι αντίστοιχα: 

φ : γεωδαιτικό πλάτος και 

λ : γεωδαιτικό µήκος όπου: 

Γεωδαιτικό πλάτος καλείται η γωνία που σχηµατίζει η κάθετος  στην επιφάνεια του 

ελλειψοειδούς από το σηµείο Ρ µε το επίπεδο  του ισηµερινού. Μετριέται από 0ο 

(ισηµερινός) έως + 90ο (Β. Πόλος) ή από 0ο (ισηµερινός) έως –90ο (Ν. Πόλος).  

Γεωδαιτικό µήκος καλείται η γωνία που σχηµατίζει  στον ισηµερινό το επίπεδο του 

µεσηµβρινού του Greenwich µε το επίπεδο του µεσηµβρινού του σηµείου, 

µετρούµενο  από 0ο έως 360ο προς ανατολάς. Εποµένως κάθε σηµείο της φ.γ.ε., 

ορίζεται από τις (παραµέτρους) συντεταγµένες φ, λ που συµπληρώνονται από το 

υψόµετρο  h που µετριέται πάνω στην κάθετη από το σηµείο της φ.γ.ε. µέχρι το 

ελλειψοειδές. 

Βέβαια µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ως επιφάνεια αναφοράς και το γεωειδές  που 

είναι το πιστότερο µοντέλο της µορφής και του µεγέθους της γης. Στην περίπτωση 
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αυτή φέρουµε την διεύθυνση της κατακορύφου  από το σηµείο µέχρι την επιφάνεια 

του γεωειδούς. 

Και εδώ έχουµε µεσηµβρινούς και παραλλήλους που δηµιουργούνται όπως και 

προηγουµένως, µόνο  που τώρα δεν είναι γραµµές δευτέρου βαθµού, δηλαδή δεν  

είναι ούτε κύκλοι ούτε ελλείψεις, αλλά γραµµές κλειστές στον χώρο (Σχ. 3.7) που 

δηµιουργούν πλέγµα συντεταγµένων, οι οποίες τώρα λέγονται : 

 
 

Σχήµα 3.7.  ∆ίκτυο αστρονοµικών µεσηµβρινών και παραλλήλων και αστρονοµικές 

συντεταγµένες (Φ,Λ). 

 

Φ : αστρονοµικό πλάτος 

Λ : αστρονοµικό µήκος 

 

και οι οποίες ορίζονται όπως και προηγουµένως :  

Έτσι    κάθε σηµείο της φ.γ.ε. προσδιορίζεται από τις (παραµέτρους) αστρονοµικές 

συντεταγµένες Φ, Λ και από το (ορθοµετρικό) υψόµετρο Ηο  (υψόµετρο,  του 

σηµείου από το γεωειδές), οι οποίες προσδιορίζονται µε αστρονοµικές παρατηρήσεις 

(Φ,Λ) που γίνονται στο σηµείο και µε γεωµετρική χωροστάθµηση  για το υψόµετρο 

Ho.  (βλέπε και Συστήµατα Αναφοράς). 
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4.1   Εισαγωγή 
 

Η Γεωδαισία για να εκπληρώσει τον βασικό σκοπό της, που είναι ο προσδιορισµός 

της θέσης σηµείων στο χώρο σε δοσµένη χρονική στιγµή χρησιµοποιεί Συστήµατα 

Αναφοράς. 

Σύστηµα Αναφοράς στη Γεωδαισία καλούµε εκείνο το πλαίσιο παραµέτρων και 

συστηµάτων  συντεταγµένων που συνδέεται µε µία συγκεκριµένη περιοχή ή µε ένα 

συγκεκριµένο   χώρο ή και µε ολόκληρη τη γη και ως προς το οποίο καθορίζονται οι 

θέσεις σηµείων και αντικειµένων της φ.γ.ε., ή/και µελετάται η κίνηση ή και η 

δυναµική συµπεριφορά τους  µε τον χρόνο. 

Σύστηµα συντεταγµένων  σε κάποιο χώρο ορίζεται κάθε διαδικασία µε την οποία, 

µέσω ενός συνόλου αριθµών ή παραµέτρων, προσδιορίζεται η θέση οποιουδήποτε 

σχήµατος (ειδικά σηµείου) του χώρου µέσα σ΄αυτόν. 

Υπάρχει µεγάλη ποικιλία παραµέτρων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον 

εντοπισµό των σηµείων. Κατά κανόνα γίνεται χρήση συντεταγµένων, όπως και στα 

µαθηµατικά, κατάλληλα προσαρµοσµένων σε ένα σύστηµα  Αναφοράς ώστε να 

εξυπηρετούν τις εφαρµογές. 

Τα Συστήµατα Αναφοράς στη Γεωδαισία, είναι εποµένως πλαίσια που επιτρέπουν, µε 

την βοήθεια κατάλληλων παραµέτρων εντοπισµού, την αµφιµονοσήµαντη  

αντιστοίχηση µε τις θέσεις αντικειµένων και σηµείων (οντοτήτων) στο χώρο, καθώς 

και διευθύνσεων. Είναι ένα εργαλείο που βοηθά σηµαντικά τις µαθηµατικές και 

γεωµετρικές αναλύσεις, τους υπολογισµούς και τις αποδόσεις σε χάρτες και 

διαγράµµατα. 

 

Είναι το πλαίσιο µέσα στο οποίο οι γεωδαιτικές µετρήσεις µετά από κατάλληλες 

αναγωγές και υπολογισµούς, µετατρέπονται σε συντεταγµένες των σηµείων 

(εντοπισµός), οι οποίες  χρειάζονται για να δώσουν την «ταυτότητα» των σηµείων  

της Φ.Γ.Ε. ή το στίγµα τους στη ναυσιπλοΐα ή να περιγράψουν γραφικά ή ψηφιακά 

την φ.γ.ε., ή οποιοδήποτε τεχνικό έργο.  Εκφράζουν ή και υλοποιούν σηµεία της 

µελέτης ενός έργου, δίνουν το γεωδαιτικό υπόβαθρο (πλαίσιο)  στους χάρτες και 

µπορούν να προσδιορίσουν τις µικροµετακινήσεις των χαρακτηριστικών  σηµείων 

τεχνικών έργων ή του στερεού φλοιού της γης (συγκρίνοντας τις συντεταγµένες  

χαρακτηριστικών σηµείων τους σε διάφορες χρονικές στιγµές). 

Εποµένως  ένα Σύστηµα Αναφοράς στη Γεωδαισία, για να είναι χρήσιµο πρέπει, σε 

συνδυασµό µε κατάλληλες τεχνικές µετρήσεων και υπολογισµών να µπορεί: 

 57



α) Να προσδιορίζει  τις παραµέτρους που ορίζουν τις θέσεις, για κάθε σηµείο 

(οντότητα)  του χώρου (αποτύπωση).  

β) Να υλοποιεί  στο χώρο τα σηµεία µελέτης π.χ. ενός τεχνικού έργου, που έχουν 

γνωστές παραµέτρους εντοπισµού (χάραξη, πλοήγηση). 

γ) Να υπολογίζει  µεγέθη που σχετίζονται µε την γεωµετρία του χώρου 

(αποστάσεις, διευθύνσεις, γωνίες, εµβαδά). 

Έτσι οι θέσεις των σηµείων σε ένα γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς εκφράζονται µε 

συντεταγµένες οι οποίες όµως δεν µετρώνται απευθείας. Προσδιορίζονται από 

«σηµείο σε σηµείο» µετρώντας µε ειδικά όργανα, γεωµετρικά µεγέθη (αποστάσεις, 

διαφορές αποστάσεων, διευθύνσεις, γωνίες), τα οποία συνδέουν τα νέα σηµεία που 

θέλουµε να προσδιορίσουµε τη θέση τους, µε γνωστά (µε τις συντεταγµένες τους) 

σηµεία που έχουν ήδη προσδιοριστεί στο συγκεκριµένο σύστηµα αναφοράς. 

Τα «γνωστά»  αυτά σηµεία, ιδρύονται για να σχηµατίσουν στην περιοχή, ή στη χώρα, 

ένα κατάλληλο δίκτυο, από φυσικά σηµεία (υλοποιηµένα µε ειδική σήµανση (βάθρο) 

που λέγονται τριγωνοµετρικά), που ονοµάζεται τριγωνοµετρικό ή γεωδαιτικό 

δίκτυο και χρησιµεύει ως δίκτυο αναφοράς. Το δίκτυο αναφοράς ορίζει στην 

πραγµατικότητα το γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς, αφού στην πράξη  το υλοποιεί. 

Στην περίπτωση απόλυτου δορυφορικού εντοπισµού (π.χ. πλοήγηση) το δίκτυο 

αναφοράς αντικαθίσταται από τους τεχνητούς δορυφόρους, που αν και κινούνται µε 

υψηλές ταχύτητες, η θέση τους για κάθε στιγµή είναι γνωστή µε πολύ µεγάλη 

ακρίβεια. 

Η ίδρυση των δικτύων αναφοράς σε  εθνική κλίµακα είναι ευθύνη των αρµοδίων 

κρατικών φορέων. Στην Ελλάδα υπάρχει Κρατικό Γεωδαιτικό ∆ίκτυο, µε χιλιάδες 

τριγωνοµετρικά σηµεία που οι συντεταγµένες τους εκφράζονται στο «Ελληνικό 

Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς 87» (ΕΓΣΑ 87). Υπάρχει όµως και πολύ µεγάλος 

αριθµός µικρών ανεξάρτητων τριγωνοµετρικών δικτύων, τα οποία ιδρύονται για 

ειδικούς σκοπούς. 
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4.2   Συστήµατα Συντεταγµένων 
 

Συστήµατα συντεταγµένων µπορούν να επινοηθούν και να χρησιµοποιηθούν πολλά 

τόσο στο επίπεδο όσο και στον χώρο για να περιγράψουν την θέση ενός σηµείου. 

Η Γεωδαισία όµως έχει επιλέξει στο επίπεδο το σύστηµα των ορθογώνιων 

συντεταγµένων και το σύστηµα των πολικών συντεταγµένων (στις µετρήσεις και 

χαράξεις µε κλασσικά όργανα), ενώ στον τρισδιάστατο χώρο το σύστηµα των 

καρτεσιανών συντεταγµένων και το σύστηµα  των γεωδαιτικών (ελλειψοειδών) 

συντεταγµένων. Σε ειδικές εφαρµογές  µπορούν να χρησιµοποιηθούν επίσης οι 

σφαιρικές καθώς και οι κυλινδρικές συντεταγµένες. 

Η έννοια των συντεταγµένων σηµείων έχει τις ρίζες της από την αρχαιότητα στην 

ανάγκη και προσπάθεια του ανθρώπου να προσδιορίσει τον χρόνο του αλλά  και την 

θέση του. Συστηµατική χρήση τους άρχισε τον 17ο αιώνα από τον Καρτέσιο, 

δηµιουργό της Αναλυτικής Γεωµετρίας. 

 

4.2.1 Συστήµατα συντεταγµένων στο επίπεδο 

 
Σύστηµα ορθογωνίων συντεταγµένων (Σχ.4.1) 

Ορίζεται από τρεις παραµέτρους. ∆ύο για τη θέση της αρχής του Ο και µία για την 

διεύθυνση του άξονα των y.Ο άξονας των x φέρεται από το σηµείο Ο κάθετα στον y 

ώστε το σύστηµα να είναι δεξιόστροφο. Η θέση ενός σηµείου P του επιπέδου 

προσδιορίζεται από την τετµηµένη x και την τεταγµένη y , που ονοµάζονται (επίπεδες 

ορθογώνιες) συντεταγµένες του (x,y) του P.  

 

 

(ρ,θ) 

 

Σχήµα 4.1. Σύστηµα  Ορθογωνίων και Πολικών Συντεταγµένων 
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• Σύστηµα Πολικών συντεταγµένων 

Η θέση του ίδιου σηµείου στο επίπεδο µπορεί να προσδιορισθεί επίσης και µε το 

σύστηµα των πολικών συντεταγµένων (ρ, θ) (Σχ. 4.1), όπου ρ η απόσταση του 

σηµείου P από τον πόλο  Ο  (γνωστό) και λέγεται πολική ακτίνα και θ η πολική γωνία 

που µετριέται δεξιόστροφα ως προς την γνωστή σταθερή διεύθυνση oy. 

Χρησιµοποιούνται στις µετρήσεις αποτύπωσης και στις χαράξεις σηµείων των 

τεχνικών έργων µε  τη βοήθεια οργάνων που µετρούν γωνίες και πλευρές. Οι σχέσεις 

που συνδέουν τις ορθογώνιες συντεταγµένες ενός σηµείου µε τις αντίστοιχες πολικές 

του συντεταγµένες είναι: 

 
ρ = +

θ = =
ρ ρ

2 2x y
y xarcsin arccos

(4.1) = ρ ⋅ θ
= ρ ⋅ θ

x sin
y cos

                       αλλά και   

  

4.2.2   Συστήµατα συντεταγµένων στο τρισδιάστατο χώρο 
 

• Καρτεσιανό τρισορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων. 

Ορίζεται µε έξι παραµέτρους. Τρεις για την θέση του σηµείου Ο (αρχή) στο χώρο και 

τρείς για τον προσανατολισµό των αξόνων του. 

Στο Σχ. 2, φαίνεται ότι η θέση του σηµείου P εκφράζεται στο χώρο µε την τριάδα των 

συντεταγµένων X (τετµηµένη), Y (τεταγµένη) και Z  (κατηγµένη). 

 

 
 

Σχήµα 4.2. Καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς  
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• Σύστηµα κυλινδρικών (πολικών) συντεταγµένων 

 

Η θέση ενός σηµείου στην επιφάνεια του κυλίνδρου ορίζεται από την πολική ακτίνα 

ρ, την πολική γωνία θ και την κυλινδρική συντεταγµένη Ζ, στον άξονα συµµετρίας 

του κυλίνδρου (Σχ. 4.3). 

 
Σχήµα 4.3. Κυλινδρικές συντεταγµένες 

 

Οι σχέσεις που συνδέουν τις κυλινδρικές µε τις καρτεσιανές τρισορθογώνιες 

συντεταγµένες είναι:  

Χ = ρ ⋅ θ
= ρ ⋅ θ

Ζ = Ζ

cos
Y sin                 και αντίστροφα          

ρ = Χ + Υ
Χ

θ = =
ρ ρ

Ζ = Ζ

2 2

Yarccos arcsin  
(4.2) 

• Σύστηµα σφαιρικών συντεταγµένων (Σχ. 4.4) 

Στο σύστηµα αυτό η θέση του σηµείου P προσδιορίζεται από την ακτίνα r, την πολική 

γωνία θ, ως προς αυθαίρετη αρχή και το πλάτος φ. Συνδέονται δε µε τις καρτεσιανές 

συντεταγµένες µε τις σχέσεις (4.3). 

 
Σχήµα 4.4 Σφαιρικές συντεταγµένες  
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Χ = ⋅ θ
= ⋅ θ
r cos cosφ

Y r sin cosφ
Ζ = rsinφ

      και αντίστροφα           

2 2 2r = Χ + Υ + Ζ
Ζφ = arcsin
r
Χ Υθ = arccos = arcsin

rcosφ rcosφ

 
(4.3) 

 

Στη Γεωγραφία και Χαρτογραφία η πολική γωνία θ λέγεται γεωγραφικό µήκος, ενώ 

ένα σηµείο πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας (γνωστής ακτίνας R) ορίζεται από το 

γεωγραφικό πλάτος φ και το γεωγραφικό µήκος λ. 

 

• Σύστηµα  ελλειψοειδών συντεταγµένων (Σχ.4.5). 

 
 

Σχήµα 4.5 Ελλειψοειδείς συντεταγµένες 

 

Η θέση του σηµείου P, πάνω στην επιφάνεια ενός ελλειψοειδούς γνωστών 

διαστάσεων (a και f), ορίζεται από τις ελλειψοειδείς (γεωδαιτικές) συντεταγµένες : φ  

( γεωδαιτικό πλάτος ) και λ (γεωδαιτικό µήκος). 

Λόγω της κίνησης των τεκτονικών πλακών που απαρτίζουν τον στερεό φλοιό της γης 

η θέση ενός σηµείου µπορεί να αλλάζει και εποµένως  θα πρέπει να δίνεται και ως 

συνάρτηση του χρόνου P(X,Y,Z,t), που σηµαίνει ότι το σηµείο P µετρήθηκε στον 

χρόνο t και οι θέση του στο χώρο που προκύπτει από τους υπολογισµούς, εκφράζεται 

από τις συντεταγµένες Χ, Υ, Ζ. Αντί για τον χρόνο είναι δυνατόν να δίνεται µαζί µε 

τις συντεταγµένες του σηµείου και η ετήσια ταχύτητα της κίνησή του ως διάνυσµα 

στο χώρο (δηλ. το µέγεθος της σε mm/χρόνο και η διεύθυνσή της ). 
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4.3   Συστήµατα Αναφοράς στη Γεωδαισία  
 

Όπως είπαµε, το Σύστηµα Αναφοράς είναι ένα πλαίσιο παραµέτρων και συστηµάτων 

συντεταγµένων που σκοπό έχουν να καθορίσουν την θέση του και τον προσανατο-

λισµό του στον χώρο και το οποίο ορίζεται, υλοποιείται, εφαρµόζεται και χρησιµο-

ποιείται σε κάθε γεωδαιτική, τοπογραφική ή χαρτογραφική εφαρµογή.  

 

Ετσι για να οριστεί ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο χρειάζονται 3 

παράµετροι (2 για θέση αρχής και 1 για προσανατολισµό αξόνων), ενώ στο χώρο 

χρειάζονται 6 παράµετροι (3 για την θέση της αρχής και 3 για τον προσανατολισµό 

των αξόνων). Τα συστήµατα των συντεταγµένων που χρησιµοποιούνται στη 

Γεωδαισία στα συστήµατα αναφοράς είναι: οι καρτεσιανές τρισδιάστατες 

συντεταγµένες  (Χ,Υ,Ζ), οι ελλειψοειδείς συντεταγµένες (φ,λ,h)  και οι επίπεδες 

ορθογώνιες συντεταγµένες (x,y) οι οποίες συνοδεύονται συνήθως και µε το 

υψόµετρο του σηµείου Η0. 

 

Παρόµοια για να οριστεί ένα σύστηµα αναφοράς πρέπει να οριστούν οι παράµετροι 

που προσδιορίζουν την θέση και τον προσανατολισµό των αξόνων των συστηµάτων 

συντεταγµένων που χρησιµοποιεί το σύστηµα αναφοράς. Επειδή επιδιώκεται το 

σύστηµα αναφοράς να ορίζεται (να τοποθετείται και να προσανατολίζεται ) έτσι ώστε 

να εξυπηρετεί µία συγκεκριµένη περιοχή ή και ολόκληρη την επιφάνεια της γης θα 

πρέπει οι παράµετροι που προσδιορίζονται να ανταποκρίνονται µε ακρίβεια στον 

σκοπό αυτό.  

Παλαιότερα, πριν εισαχθεί η δορυφορική τεχνολογία στις µετρήσεις στην Γεωδαισία, 

ο προσδιορισµός του κέντρου µάζας της γης που θα ήταν και το κέντρο ενός 

καρτεσιανού συστήµατος αναφοράς αλλά και το κέντρο του γήινου ελλειψοειδούς εκ 

περιστροφής (σύστηµα ελλειψοειδών συντεταγµένων), δεν είχε την απαιτούµενη 

ακρίβεια για την καθιέρωση ενός παγκόσµιου γήινου συστήµατος αναφοράς.  

 

Έτσι τα διάφορα κράτη προσδιόριζαν το καθένα το δικό τους σύστηµα αναφοράς, 

ορίζοντας αυθαίρετα (στο µέσο περίπου της χώρας) µία αρχή, πάνω στη φ.γ.ε., και 

προσδιορίζοντας τις συντεταγµένες της αρχής (αφετηρία του γεωδαιτικού 

συστήµατος αναφοράς της χώρας), καθώς και το προσανατολισµό του µεσηµβρινού 

που περνά από το σηµείο αυτό. 

 63



Ταυτόχρονα επιλεγόταν και ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής το οποίο 

µετατοπιζόταν, όσο το δυνατόν ακριβέστερα, παράλληλα προς το γήινο ελλειψοειδές, 

ώστε η επιφάνειά του να ταιριάζει καλλίτερα στο γεωειδές της χώρας. Κατόπιν 

προσδιοριζόντουσαν  οι έξι βασικές παράµετροι (3 για τη θέση της αρχής, 1 για τον 

προσανατολισµό και δύο για τις διαστάσεις του ελλειψοειδούς) που όριζαν το 

DATUM, όπως διεθνώς λέγεται, της χώρας. 

Ο προσδιορισµός των τιµών των παραµέτρων παλαιότερα εγένετο µε αστρονοµικές 

µετρήσεις για τη θέση της αρχής και τον προσανατολισµό του συστήµατος αναφοράς. 

Από τις µετρήσεις αυτές προέκυπτε το αστρονοµικό πλάτος (Φ) και το αστρονοµικό 

µήκος της αρχής (θέση) (Λ), καθώς και το αστρονοµικό αζιµούθιο∗ (ΑΑ) της πλευράς 

από το σηµείο της αρχής προς ένα άλλο σηµείο του συστήµατος αναφοράς 

(προσανατολισµός). Οι παράµετροι αυτές εθεωρούντο γεωδαιτικές δηλ. φ Φ, λ Λ 

και Α Α

≡ ≡

≡ Α, γνωρίζοντας ότι είναι δυνατόν να διαφέρουν η κάθε µία κατά µέσο όρο 

περίπου 10’’ (µέση απόκλιση της κατακορύφου σε παγκόσµια κλίµακα). Βέβαια 

υπήρχε η δυνατότητα βελτίωσης των τιµών των παραµέτρων αυτών µετά την 

ολοκλήρωση των µετρήσεων και των υπολογισµών σε όλο το δίκτυο του συστήµατος 

αναφοράς. 

 

Σήµερα η χρήση των τεχνητών δορυφόρων στη γεωδαισία και κυρίως του 

συστήµατος GPS, επιτρέπει την ακριβέστερη ίδρυση αλλά και την σύνδεση των 

διαφόρων γεωδαιτικών συστηµάτων σε ένα ενιαίο παγκόσµιο γεωκεντρικό σύστηµα 

(ITRS)και τον εύκολο προσδιορισµό νέων σηµείων σ’ αυτό. Τα παλαιότερα εθνικά 

συστήµατα, εξακολουθούν ακόµα να χρησιµοποιούνται δεδοµένου του ιδιαίτερα 

µεγάλου αριθµού δεδοµένων που υπάρχουν, αλλά και της καλλίτερης προσαρµογής 

του ελλειψοειδούς (γεωδαιτικού) στο τοπικό γεωειδές. 

Τα συστήµατα αναφοράς στη Γεωδαισία εποµένως διακρίνονται κυρίως σε Γήινα ή 

Παγκόσµια και σε Γεωδαιτικά (κρατικά), ανάλογα µε την θέση του κέντρου του 

τρισορθογώνιου συστήµατος συντεταγµένων που είναι και το κέντρο του 

ελλειψοειδούς αναφοράς που χρησιµοποιούν. Τέλος υπάρχει και το Αστρονοµικό (ή 

Φυσικό) Σύστηµα Αναφοράς µε επιφάνεια αναφοράς το γεωειδές και βασική 

διεύθυνση την διεύθυνση της κατακορύφου. Στο σύστηµα αυτό οι συντεταγµένες 

κάθε σηµείου προσδιορίζονται µόνο µε αστρονοµικές παρατηρήσεις στο σηµείο αυτό.  
  

                                                 
∗ Αζιµούθιο: η γωνία που σχηµατίζει ο αστρονοµικός µεσηµβρινός που περνά από το σηµείο, αν 
στραφεί δεξιόστροφα µέχρι να συµπέσει µε την σκοπευόµενη πλευρά. 
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4.4   Γήινα ή Παγκόσµια Συστήµατα Αναφοράς 
 

Γήϊνο ή Παγκόσµιο Σύστηµα Αναφοράς καλείται κάθε Σύστηµα Αναφοράς που έχει 

κέντρο το κέντρο µάζας της γης, Ζ  τον µέσο άξονα περιστροφής της, άξονα των Χ 

την κάθετη στον άξονα Ζ από το κέντρο της γης προς τον µέσο  Μεσηµβρινό  του 

Greenwich και άξονα Υ κάθετο στο επίπεδο ΧΖ προς ανατολάς (Σχ.4.6). Το 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής που χρησιµοποιείται, ως επιφάνεια αναφοράς (γήϊνο 

ελλειψοειδές) έχει  επίσης κέντρο του το κέντρο µάζας της γης, άξονας περιστροφής 

του είναι ο µέσος άξονας   περιστροφής της γης, και βασικός µεσηµβρινός του, ο 

µεσηµβρινός του Greenwich (Σχ.4.6).  

 Η θέση ενός σηµείου P της φ.γ.ε. στο γήινο σύστηµα αναφοράς εκφράζεται ή από τις 

καρτεσιανές συντεταγµένες X,Y,Z, ή από τις ελλειψοειδείς (γεωδαιτικές) συντεταγ-

µένες (φ,λ) του σηµείου P’ (προβολή του σηµείου P στο ελλειψοειδές ) και του γεω-

µετρικού υψοµέτρου h.  Το γεωδαιτικό πλάτος φ ορίζεται ως η γωνία που σχηµατίζει 

η κάθετη στο ελλειψοειδές µε το επίπεδο του ισηµερινού. Μετριέται πάνω στον 

µεσηµβρινό  που περνά από το σηµείο P’ από τον ισηµερινό  προς βορράν (0ο-90ο) 

και προς νότο (0ο- -90ο).  

 

Το γεωδαιτικό µήκος είναι η γωνία (δίεδρη) που σχηµατίζουν τα επίπεδα του 

µεσηµβρινού του Greenwich και του µεσηµβρινού του P’. Μετριέται πάνω στον 

Ισηµερινό µε αρχή  τον Μεσηµβρινό του Greenwich προς ανατολάς από 0ο-360ο . Η 

τρίτη συνιστώσα στο γήϊνο σύστηµα αναφοράς είναι το (γεωµετρικό) υψόµετρο (h) 

του σηµείου της φ.γ.ε., από το ελλειψοειδές (Σχ. 4.6). 

 

 
 

Σχήµα 4.6 . Ελλειψοειδείς  συντεταγµένες σηµείου P 
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Βλέπουµε εποµένως ότι οι έξι παράµετροι που  ορίζουν το Γήϊνο ή Παγκόσµιο 

Σύστηµα Αναφοράς είναι : 

• Στην περίπτωση των καρτεσιανών συντεταγµένων η θέση του κέντρου του 

συστήµατος (3) και ο προσανατολισµός των αξόνων του (3) και  

• Στην περίπτωση των ελλειψοειδών συντεταγµένων, η θέση του κέντρου του 

ελλειψοειδούς (3), ο προσανατολισµός του άξονα περιστροφής του (1) και οι 

διαστάσεις του (2)  a και f. 

Τα γήινα συστήµατα αναφοράς υλοποιούνται  

• Από ένα αριθµό  σηµείων (σταθµών)  κατανεµηµένων σ΄ ολόκληρη τη γη, µε 

γνωστές συντεταγµένες 

• από ένα αριθµό παραµέτρων και στοιχείων που ορίζουν τις διαστάσεις, τις 

µηχανικές ιδιότητες (κίνηση πόλου, ταχύτητα περιστροφής της γης κλπ.) και τον 

προσανατολισµό της γης. 

 

Σήµερα χρησιµοποιούνται δύο κυρίως παγκόσµια συστήµατα αναφοράς : 

a) Το ITRF (International Terrestrial Reference Frame), που ορίζεται µε κέντρο το 

κέντρο µάζας της γης, µε άξονα των Ζ , να περνάει από τον µέσο πόλο της 

περιόδου 1900-1906, µε άξονα των Χ να περνάει από τον µέσο µεσηµβρινό του 

Greenwich, και άξονα των Υ να συµπληρώνει το δεξιόστροφο σύστηµα. 

Υλοποιείται µε τις γεωδαιτικές συντεταγµένες ενός µεγάλου αριθµού σταθµών 

( 1500) σε ολόκληρη τη γη, που συµµετέχουν στις παρατηρήσεις µε διαστηµική 

ή/και δορυφορική τεχνολογία (VLBI, SLR και GPS).∗  

 

b)  Το  WGS’84 (World Geodetic System 1984), ιδιαίτερα αν χρησιµοποιεί κανείς το 

σύστηµα GPS στις µετρήσεις του, το οποίο υλοποιείται µέσω των εκπεµπόµενων 

τροχιών (θέσεων) των δορυφόρων GPS και επίγειων σταθµών. Από το 1994 

υλοποιείται και µέσω των σταθµών του ITRF µε µιά ακρίβεια η οποία  σήµερα 

είναι αντίστοιχη του ITRF 

 

Και τα δύο Παγκόσµια συστήµατα αναφοράς χρησιµοποιούν ως ελλειψοειδές 

αναφοράς το GRS 80, για να δώσουν τις γεωδαιτικές (ελλειψοειδές) συντεταγµένες 

των σηµείων. 

                                                 
∗ Βλέπε Κεφάλαιο 5, «Μετρήσεις» 
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4.4.1  Γεωδαιτικά Συστήµατα Αναφοράς 
 

Η ανάγκη δηµιουργίας ενός συστήµατος αναφοράς για την ένταξη όλων των 

γεωδαιτικών, χαρτογραφικών και κτηµατογραφικών εργασιών σε µια χώρα,  οδήγησε 

στην δηµιουργία των Γεωδαιτικών Συστηµάτων Αναφοράς. 

Αφού  η θέση   του κέντρου µάζας της γης ήταν άγνωστη  (µε την απαιτούµενη 

ακρίβεια)  θα έπρεπε να οριστούν άλλες παράµετροι σχετικές µε τη θέση της χώρας 

πάνω στη επιφάνεια της γης, (και καλύτερα πάνω στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς 

που έχει επιλεγεί), έτσι ώστε το γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς να εντάσσει τη χώρα 

στη «θέση» της, ως προς το παγκόσµιο πλαίσιο µεσηµβρινών και παραλλήλων.  

 

Επίσης το ελλειψοειδές που χρησιµοποιεί το Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς 

επιλέγεται (σήµερα το GRS 80)  και µετατοπίζεται παράλληλα προς το γήϊνο, ώστε 

να προσαρµόζεται καλλίτερα στο γεωειδές της χώρας (γεωδαιτικό ελλειψοειδές 

αναφοράς). 

Έτσι ένα Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς ορίζεται από : 

• Τις συντεταγµένες (φo,λo,ho) µιάς αρχής (ενός βάθρου) που είναι σηµείο της φ.γ.ε 

και βρίσκεται στο κέντρο περίπου της χώρας  

• Το αζιµούθιο  Α από το σηµείο της αρχής προς ένα άλλο σηµείο του κρατικού 

δικτύου και  

• Τις διαστάσεις (a,f) του ελλειψοειδούς αναφοράς. 

 

Με τις έξι αυτές παραµέτρους ορίζεται ένα Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς ή το 

Γεωδαιτικό DATUM µιάς χώρας.  

 

Οι παράµετροι (φ,λ) και (Α) προσδιοριζόντουσαν, όπως είπαµε, µε αστρονοµικές 

παρατηρήσεις στο σηµείο, δηλ. φο=Φ, λο=Λ και Αο=ΑΑ (αστρονοµικό) και είναι 

αυτές που εντάσσουν την αφετηρία στην «σωστή» θέση και εξασφαλίζουν, µε 

ικανοποιητικό τρόπο, την παραλληλία   του γεωδαιτικού συστήµατος αναφοράς µε το 

γήϊνο. Το υψόµετρο ho=Ho,  σηµαίνει ότι δίνεται ως γεωµετρικό υψόµετρο στην αρχή 

το ορθοµετρικό υψόµετρο του σηµείου. Με τον τρόπο αυτό γίνεται η «καλλίτερη» 

προσαρµογή του ελλειψοειδούς αναφοράς στο γεωειδές  της περιοχής. ∆ηλαδή 

θεωρείται ότι στην αρχή του συστήµατος το γεωδαιτικό ελλειψοειδές συµπίπτει µε το 
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γεωειδές και εποµένως ότι η απόκλιση της κατακορύφου είναι ίση µε µηδέν και το 

υψόµετρο του γεωειδούς, (Ν) είναι µηδέν.  

 

Σήµερα µε τις σύγχρονες γεωδαιτικές µετρήσεις γίνεται επεξεργασία όλων των 

υπαρχόντων στοιχείων (επίγειων και δορυφορικών) για να προκύψουν οι ακριβέστε-

ρες συντεταγµένες και το αζιµούθιο της αρχής του συστήµατος αναφοράς ώστε να 

εξασφαλιστεί η παραλληλία του µε τα γήϊνα συστήµατα αναφοράς µε ακρίβεια 

καλλίτερη από 1ppm. 

 

Ένα Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς υλοποιείται από το τριγωνοµετρικό δίκτυο που 

ιδρύεται και  καλύπτει ολόκληρη τη χώρα και εφαρµόζεται (χάρτες, διαγράµµατα) 

µέσω ενός Προβολικού Συστήµατος κατάλληλα προσαρµοσµένου στη χώρα ώστε 

να ελαττώνει τις παραµορφώσεις, κατά το δυνατόν. Η απεικόνιση δηλαδή της χώρας 

από το ελλειψοειδές γίνεται σε µία αναπτυκτή επιφάνεια για την δηµιουργία επίπεδων 

χαρτών καθώς  και τοπογραφικών και κτηµατολογικών διαγραµµάτων. 

Με τις ελλειψοειδείς  συντεταγµένες χαρακτηριστικών σηµείων της φ.γ.ε. θα 

µπορούσαµε να σχεδιάσουµε τον χάρτη πάνω στην επιφάνεια ενός ελλειψοειδούς, και 

µε αρκετή ακρίβεια πάνω στην επιφάνεια µιάς σφαίρας. Όχι όµως πάνω σ΄ ένα 

επίπεδο χαρτί γιατί θα έχουµε πολύ µεγάλες αποκλίσεις (παραµορφώσεις) όσο η 

περιοχή µεγαλώνει  σε διαστάσεις, αφού οι επιφάνειες του ελλειψοειδούς και  της 

σφαίρας απέχουν πολύ από µια επίπεδη επιφάνεια.  

Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα και να φτιάξουµε επίπεδους χάρτες µεγάλων 

περιοχών µε ακρίβεια (χωρίς βέβαια να αποφύγουµε κάποιες παραµορφώσεις κάθε 

φορά), προβάλλουµε τα σηµεία της φ.γ.ε., πρώτα στο ελλειψοειδές ώστε να 

αποκτήσουν επιφανειακές συντεταγµένες (φ,λ) και µετά τα «προβάλλουµε» από το 

ελλειψοειδές πάνω σε αναπτυκτές επιφάνειες (π.χ. κύλινδρο, κώνο) ή σε εφαπτό-

µενα στο ελλειψοειδές επίπεδα ή καλύτερα απεικονίζουµε (µετασχηµατίζουµε) τις 

συντεταγµένες (φ,λ) των σηµείων µε βάση κάποια µαθηµατική σχέση (σχέσεις 

απεικόνισης των ελλειψοειδών ή σφαιρικών (φ,λ) σε επίπεδες ορθογώνιες  

συντεταγµένες (x,y). Στην περίπτωση αυτή  ως υψόµετρο του σηµείου παίρνουµε το 

(ορθοµετρικό) υψόµετρο του (Ηo) από τη µ.σ.θ. (υψόµετρα κρατικού δικτύου) και όχι 

το γεωµετρικό υψόµετρο (h),  γιατί στα τοπογραφικά διαγράµµατα και στους χάρτες 

τα γεωµετρικά υψόµετρα δεν έχουν καµία πρακτική σηµασία. Εποµένως  η θέση του 

σηµείου στο χώρο τώρα  προσδιορίζεται από τις συντεταγµένες (x,y,και το υψόµετρο 
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Ho) και αυτές χρησιµοποιούνται συνήθως σε όλα  τα τοπογραφικά και κτηµατολογικά 

διαγράµµατα και για την µελέτη και χάραξη των τεχνικών έργων. Η επιφάνεια 

προβολής ή οι σχέσεις απεικόνισης είναι συγκεκριµένες και αποτελούν αναπόσπαστο 

µέρος κάθε Συστήµατος Αναφοράς σε κάθε χώρα. 

 

Εποµένως ένα σηµείο στο χώρο σε κάθε Σύστηµα Αναφοράς, στη Γεωδαισία µπορεί 

να εκφραστεί µε τα παρακάτω συστήµατα συντεταγµένων. 

• Τρισορθογώνιες Καρτεσιανές Συντεταγµένες Χ,Υ,Ζ. 

• Ελλειψοειδείς (γεωδαιτικές) συντεταγµένες  φ,λ,h. Σε κρατικά (γεωδαιτικά) 

Συστήµατα Αναφοράς χρησιµοποιείται συνήθως το υψόµετρο του κρατικού 

υψοµετρικού συστήµατος (για την Ελλάδα το ορθοµετρικό υψόµετρο H0 ) αντί 

του γεωµετρικού υψοµέτρου. 

• Επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες x,y, (στο προβολικό σύστηµα), συνδεδεµένες 

µε το υψόµετρο Hο του σηµείου. 

Υπάρχει δυνατότητα µετατροπής από το ένα σύστηµα συντεταγµένων στο άλλο  µε 

ακριβείς µαθηµατικές σχέσεις αν γνωρίζουµε τις διαστάσεις του ελλειψοειδούς και τα 

υψόµετρα του γεωειδούς (Ν)  ως προς το ελλειψοειδές (h=Hο+N), ή και τις σχέσεις 

απεικόνισης που χρησιµοποιεί το συγκεκριµένο σύστηµα αναφοράς. 

 
 
4.5   Προσδιορισµός συντεταγµένων σηµείου 
 

Για να ενταχθεί (να πάρει συντεταγµένες) ένα νέο σηµείο µιάς χώρας στο Εθνικό  της 

Σύστηµα Αναφοράς θα πρέπει να γίνουν µετρήσεις οι οποίες να συνδέουν το νέο 

σηµείο µε ένα ή περισσότερα σηµεία του υπάρχοντος δικτύου που υλοποιεί το 

σύστηµα αναφοράς. Κατόπιν µε τις κατάλληλες αναγωγές και υπολογισµούς 

προσδιορίζονται και εκφράζονται οι συντεταγµένες του νέου σηµείου σε ένα ή 

περισσότερα (αν χρειάζεται) συστήµατα συντεταγµένων, που χρησιµοποιεί το 

σύστηµα αναφοράς. 

 

Η διαδικασία για  τον προσδιορισµό των συντεταγµένων από σηµείο σε σηµείο µε 

κατάλληλες µετρήσεις και υπολογισµούς εφαρµόζεται τόσο στα Γεωδαιτικά Συστή-

µατα Αναφοράς όσο και στα Γήϊνα. Ακόµα και στην περίπτωση του δορυφορικού 

συστήµατος WGS 84, στο οποίο προσδιορίζεται η θέση του σηµείου από µετρήσεις 

µε δέκτη GPS,  όταν επιζητούµε µεγαλύτερη ακρίβεια χρειάζεται  να ακολουθήσουµε 
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την ίδια διαδικασία δηλαδή  να συνδεθούµε µε σηµείο γνωστών συντεταγµένων στο 

σύστηµα αυτό. 

Η παραπάνω διαδικασία δεν εφαρµόζεται στο Αστρονοµικό Σύστηµα  Αναφοράς 

λόγω της πολυπλοκότητας της επιφάνειας αναφοράς που χρησιµοποιεί (γεωειδές) και 

των δυσκολιών εποµένως που έχει στους υπολογισµούς πάνω σ΄αυτήν . 

 
 
4.6   Αστρονοµικό Σύστηµα Αναφοράς 
 

Η θέση ενός σηµείου προσδιορίζεται µε το αστρονοµικό πλάτος Φ και το 

αστρονοµικό µήκος Λ και µε τον γεωδυναµικό αριθµό C,  που είναι  η διαφορά του 

δυναµικού του πεδίου βαρύτητας της γης στο γεωειδες από το δυναµικό στο σηµείο. 

Αντί του γεωδυναµικού αριθµού µπορεί να χρησιµοποιηθεί  το ορθοµετρικό 

υψόµετρο του σηµείου δηλ. Φ,Λ,C ή Φ,Λ, Hο. Τα Φ και Λ προσδιορίζονται απ΄ 

ευθείας µόνο µε αστρονοµικές παρατηρήσεις στο σηµείο µε ακρίβεια καλύτερη από  

±0.1’’, ενώ ο γεωδυναµικός αριθµός µε µετρήσεις της έντασης της βαρύτητας και 

γεωµετρική χωροστάθµηση. 

 

Είναι ένα φυσικό σύστηµα αναφοράς που χρησιµοποιεί ως επιφάνεια αναφοράς το 

γεωειδές και την κατακόρυφο αλλά έχει πολύ δύσκολους και πολύπλοκους 

υπολογισµούς. 

 

4.7    Τοπικό Αυθαίρετο Σύστηµα Αναφοράς  
 

Τέλος για την αποτύπωση και απεικόνιση ιδιοκτησιών, (οικοπέδων)  όπου συνήθως 

δεν είναι απαραίτητη η σύνδεση µε το Κρατικό Σύστηµα Αναφοράς, το οποίο χρη-

σιµοποιεί  συγκεκριµένο «προβολικό επίπεδο», µπορούµε να  χρησιµοποιήσουµε ένα 

τυχαίο οριζόντιο επίπεδο κάθετο στην κατακόρυφο, σε οποιοδήποτε σηµείο της. 

Συνήθως το οριζόντιο αυτό επίπεδο θεωρείται ότι εφάπτεται του γεωειδούς στο 

κέντρο περίπου της περιοχής που αποτυπώνεται, ώστε η τρίτη διάσταση να είναι το 

υψόµετρο των σηµείων. Ο άξονες x  και y µπορεί να έχουν αυθαίρετο προσανα-

τολισµό ή να είναι προσανατολισµένοι (συνήθως ο y προς βορράν και ο x  προς 

ανατολάς). 

 

∆εν πρέπει να συγχέουµε ποτέ το οριζόντιο επίπεδο που χρησιµοποιείται στις 

απλές τοπογραφικές, ιδιωτικές κυρίως, εφαρµογές µε το «προβολικό επίπεδο» το 
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οποίο δεν είναι κατά κανόνα και οριζόντιο. Ούτε να συγχέονται οι καρτεσιανές 

συντεταγµένες (X,Y,Z) ως προς το κέντρο µάζας της γης, µε τις ορθογώνιες 

επίπεδες συντεταγµένες (χ,y) ως προς την αρχή  (ή τους άξονες x,y) της προβολής 

που είναι ένα σηµείο (ή επιλεγµένοι άξονες) πάνω στην  αναπτυκτή επιφάνεια την 

«εφαπτόµενη» στο  ελλειψοειδές αναφοράς. 

 
 
4.8  Μετατροπή Συστηµάτων συντεταγµένων και Συστηµάτων   

Αναφοράς  
 

Η χρήση των τεχνητών δορυφόρων έφερε σε χρήση τις καρτεσιανές (γεωκεντρικές) 

συντεταγµένες (Χ,Υ,Ζ) στη γεωδαισία, δεδοµένου ότι οι δορυφόροι κινούνται στο 

χώρο σε µεγάλες αποστάσεις γύρω από το κέντρο µάζας της γης σύµφωνα µε τους 

νόµους της ουράνιας µηχανικής. Όλοι οι υπολογισµοί στη δορυφορική γεωδαισία 

απλοποιούνται µε τις γεωκεντρικές καρτεσιανές συντεταγµένες, οι οποίες όµως στις 

εφαρµογές δεν έχουν την ίδια χρησιµότητα µε αυτή των ελλειψοειδών ή των ορθο-

γώνιων επίπεδων συντεταγµένων, που είναι περισσότερο  αντιληπτές και κατανοητές. 

Η µετατροπή των καρτεσιανών συντεταγµένων ενός σηµείου σε ελλειψοειδείς καθώς 

και των ελλειψοειδών σε επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες, και τανάπαλιν, γίνεται 

όπως είπαµε µε τη βοήθεια µαθηµατικών σχέσεων µε ακρίβεια, λαµβάνοντας υπόψη 

και τις διαστάσεις του ελλειψοειδούς αναφοράς. Τα διάφορα συστήµατα συντεταγ-

µένων αποτελούν µία διαφορετική έκφραση του ιδίου πράγµατος.  

Είναι δυνατόν επίσης να µετατρέψουµε τις συντεταγµένες ενός σηµείου από ένα 

σύστηµα αναφοράς σε ένα άλλο π.χ. από ένα γήινο σύστηµα σε ένα γεωδαιτικό. Στην 

περίπτωση αυτή πρέπει να γνωρίζουµε την µετατόπιση του κέντρου του 

ελλειψοειδούς αναφοράς του ενός συστήµατος αναφοράς ως προς το άλλο, καθώς και 

τον προσανατολισµό  των αξόνων ή/ και την διαφορετική κλίµακα στα δύο συστή-

µατα αναφοράς. Επιδιώκεται τα γεωδαιτικά συστήµατα να είναι παράλληλα µε τα 

γήινα ώστε να είναι εύκολη η µετατροπή των συντεταγµένων από το ένα σύστηµα 

στο άλλο µέσω των Καρτεσιανών συντεταγµένων. 

Και η  µετατροπή αυτή  γίνεται µε µαθηµατικές σχέσεις, αλλά η ακρίβεια της θα 

εξαρτηθεί από την ακρίβεια µε την οποία γνωρίζουµε την  (µεταξύ των συστηµάτων) 

θέση και τον προσανατολισµό τους. Έτσι, αν γνωρίζουµε τις συντεταγµένες  κάποιων 

κοινών σηµείων και στα δύο διαφορετικά συστήµατα αναφοράς, µπορούµε,  

αντιστρέφοντας τις σχέσεις, να βρούµε τη σχετική θέση και τον προσανατολισµό του 

ενός ως προς το άλλο. 
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Για απλούστευση των υπολογισµών η µετατροπή των γεωδαιτικών (ελλειψοειδών) 

συντεταγµένων (φ,λ,h) από ένα σύστηµα αναφοράς σε ένα άλλο γίνεται µε την 

βοήθεια  των καρτεσιανών συντεταγµένων (Χ,Υ,Ζ). 

 

 

4.9  Συστήµατα  Αναφοράς που χρησιµοποιούνται στην Ελλάδα 
 

Στην Ελλάδα σήµερα χρησιµοποιείται το Ελληνικό Γεωδαιτικό Σύστηµα 

Αναφοράς ή “ΕΓΣΑ 87’ όπως λέγεται, για κάθε γεωδαιτική, τοπογραφική ή 

χαρτογραφική και κτηµατολογική εργασία. 

 

Μέχρι τα µέσα της δεκαετίας του 1990, εχρησιµοποιείτο το Παληό Γεωδαιτικό 

Σύστηµα Αναφοράς (ΠΕΓΣΑ), ενώ παράλληλα υπάρχουν και άλλα γεωδαιτικά ή 

γήϊνα συστήµατα αναφοράς που χρησιµοποιούνται για την ναυσιπλοΐα, για 

στρατιωτικούς σκοπούς ή για επιστηµονικούς σκοπούς. 

 

Παρακάτω γίνεται  µια πολύ περιληπτική παρουσίαση των Συστηµάτων Αναφοράς 

που χρησιµοποιούνται στην Ελλάδα. 

4.9.1 Το ΕΓΣΑ 87∗ 
 
Αρχικό σηµείο (αφετηρία) του Εθνικού Γεωδαιτικού Συστήµατος Αναφοράς είναι το 

κεντρικό βάθρο στο Κέντρο ∆ορυφόρων ∆ιονύσου του οµώνυµου Εργαστηρίου της 

ΣΑΤΜ του ΕΜΠ. 

Ορίζεται από τις συντεταγµένες του Κεντρικού Βάθρου: 

φ=38ο 04’ 33"8107 

λ=23ο 55’ 51"0095 

h=481,743m και 

N=7,000m. 

 

Αυτό σηµαίνει ότι το κέντρο του ελλειψοειδούς αναφοράς (GRS 80) που χρησιµο-

ποιήθηκε µετατοπίστηκε παράλληλα ως προς το γήινο σύστηµα  κατά : 

                                                 
∗ Το 87 σηµαίνει ότι χρησιµοποιήθηκαν όλες οι µέχρι τότε µετρήσεις, επίγειες και κυρίως δορυφορικές 
για τον προσδιορισµό των συντεταγµένων της αρχής και την επίλυση του δικτύου.  
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∆Χ=+199,652m 

∆Υ= - 74,759m 

∆Ζ = -246,055m 

ώστε να ταιριάζει καλύτερα στο γεωειδές της Ελλάδας, και προσανατολίστηκε 

παράλληλα προς το Παγκόσµιο και ∆ορυφορικό Σύστηµα Αναφοράς.Οι παραπάνω 

τιµές συνεχώς αναθεωρούνται. 

 

Υλοποιείται από τις συντεταγµένες όλων των Τριγωνοµετρικών σηµείων του 

Κρατικού δικτύου και εφαρµόζεται (χρησιµοποιεί  ως απεικόνιση) µε την Εγκάρσια 

Μερκατορική Προβολή (ΕΜΠ) σε µία ζώνη µε κεντρικό µεσηµβρινό λο=24ο και 

συντελεστή παραµόρφωσης σ΄αυτόν Κ0=0.9996, έτσι ώστε να ελαχιστοποιούνται οι 

παραµορφώσεις κλίµακας στην έκταση της ηπειρωτικής χώρας και να διευκολύνονται 

οι πράξεις στον Η/Υ. 

 

4.9.2    Το Παλαιό Ελληνικό Γεωδαιτικό Σύστηµα (ΠΕΓΣΑ) 
 

Ιδρύθηκε το 1889 µε αρχή το Κεντρικό Βάθρο του Αστεροσκοπείου Αθηνών στο 

οποίο δόθηκαν οι συµβατικές συντεταγµένες. 

φο=37ο 58’20",1000 

λο=0ο 0’ 00",0000 

Αο= 359ο 46’ 13",1000 (προς το τριγωνοµετρικό της Πάρνηθας) 

Νο= 0m (δηλ. h=Ho)  

 

Ενώ αργότερα προσδιορίστηκε µε αστρονοµικές παρατηρήσεις και το 

λο=23ο42’58"815 ως προς τον µεσηµβρινό του Greenwich. Ελλειψοειδές αναφοράς 

επελέγη το ελλειψοειδές του Bessel.   

Για κλίµακα στο δίκτυο (υπολογισµός πλευρών δικτύου) µετρήθηκε το µήκος µιάς 

βάσης (πλευράς) στο Θριάσιο πεδίο. Η υλοποίηση του και η επέκταση του έγινε 

σταδιακά µε την προσάρτηση νέων εδαφών στο Ελληνικό Κράτος και την ίδρυση του 

τριγωνοµετρικού δικτύου στη χώρα. 

 

Για την εφαρµογή του,  ως προβολικό  σύστηµα επελέγη η επίπεδη αζιµουθιακή 

ισαπέχουσα προβολή του Hatt, µε εφαπτόµενα σ’ όλη τη χώρα επίπεδα στο κέντρο 

τραπεζίων (περίπου 130 κέντρα) διαστάσεων 30’Χ30’. Αργότερα χρησιµοποιήθηκε 
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από το ΥΠΕΧΩ∆Ε και η Εγκάρσια Μερκατορική Προβολή µε κεντρικούς 

µεσηµβρινούς ανά 3ο. 

 

4.9.3   Το ED 50 (European Datum 1950) 
 

Μετά τον δεύτερο Παγκόσµιο  πόλεµο όλα τα δίκτυα της Ευρώπης εντάχθηκαν σε 

ένα ενιαίο σύστηµα γνωστό ως ED50 (European Datum 1950) µε αρχή το Potsdam 

Γερµανίας  και ελλειψοειδές αναφοράς του Ηayford. Προβολικό σύστηµα επελέγη η 

εγκάρσια Μερκατορική Προβολή, όπου η Ευρώπη χωρίστηκε σε ζώνες µε κεντρικούς 

µεσηµβρινούς κάθε 6ο. Η Ελλάδα χρησιµοποιεί τις ζώνες µε µεσηµβρινούς λ=21ο και 

λ=27ο και συντελεστή παραµόρφωσης στους κεντρικούς µεσηµβρινούς Κ=0.9996. 

Το σύστηµα αυτό χρησιµοποιήθηκε στην Ελλάδα κυρίως για στρατιωτικούς σκοπούς.  

 

 

4.10   Γήινα Συστήµατα  
 

Στην Ελλάδα χρησιµοποιούνται επίσης και τα Παγκόσµια Συστήµατα ITRS  ή ITRF  

κυρίως για επιστηµονικούς σκοπούς αλλά και το WGS 84,  που είναι το σύστηµα  

δορυφόρων και δεκτών GPS  τόσο για τις µετρήσεις όσο και στην ναυσιπλοΐα.  

 

 

4.11   Ελληνικό Σύστηµα Υψοµετρίας 
 

Στην Ελλάδα χρησιµοποιούνται τα ορθοµετρικά υψόµετρα (Ηο) δηλαδή υψόµετρα µε 

επιφάνεια αναφοράς το γεωειδές. Το γεωειδές υλοποιείται από την ΜΣΘ στον 

Πειραιά, όπως αυτή έχει προσδιοριστεί από την Υδρογραφική Υπηρεσία του 

Πολεµικού Ναυτικού (ΥΥΠΝ) από καταγραφές του παλιρροιογράφου στη Σχολή 

Ναυτικών ∆οκίµων, κατά την χρονική περίοδο 1933-1978. Βασικό σηµείο 

υψοµετρικής αναφοράς είναι η χωροσταθµική αφετηρία κοντά στον παλιρροιογράφο, 

η R287,  µε συµβατικό υψόµετρο Ηο=14,665m. Από το σηµείο αυτό, µε γεωµετρική 

χωροστάθµηση, έχουν δοθεί υψόµετρα σε όλες τις υψοµετρικές αφετηρίες του 

δικτύου του Ελληνικού Συστήµατος Υψοµετρίας   στην ηπειρωτική χώρα. 
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Στην Κρήτη και στα µεγαλύτερα νησιά έχουν ιδρυθεί τοπικά χωροσταθµικά δίκτυα τα 

οποία εξαρτήθηκαν είτε από τοπικούς παλιρροιογράφους (π.χ. Κρήτη, Ρόδος), είτε 

από παλιρροιόµετρα.   

 

Όπως ήδη γνωρίζουµε τα υψόµετρα αυτά χρησιµοποιούνται στους χάρτες  και τα 

Τοπογραφικά διαγράµµατα και συµπληρώνουν την τριάδα των συντεταγµένων των 

προβολικών συστηµάτων. Προσδιορίζονται µετρώντας υψοµετρικές διαφορές από 

γνωστά σηµεία µε κατάλληλες αναγωγές. 

 

Τα  γεωµετρικά υψόµετρα (h) χρησιµοποιούνται για τις  αναγωγές στο ελλειψοειδές, 

συµπληρώνουν  τις ελλειψοειδείς συντεταγµένες και συνδέονται µε τα ορθοµετρικά 

υψόµετρα µε την σχέση h=Ho+Ν, όπου Ν το υψόµετρο του γεωειδούς από το 

ελλειψοειδές αναφοράς. 
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5.1   Εισαγωγή 
 

Η Γεωδαισία για να προσδιορίσει στον χώρο τη θέση σηµείων της φυσικής γήϊνης 

επιφάνειας  σε ένα Σύστηµα Αναφοράς κάνει µετρήσεις και υπολογισµούς. 

 

Στην Κλασσική Γεωδαισία υπάρχει «διαχωρισµός» στις µεθόδους και στα όργανα 

µετρήσεων που προσδιορίζουν την οριζοντιογραφική θέση του σηµείου από την τρίτη 

διάσταση δηλαδή το υψόµετρο. 

Με την ∆ορυφορική Γεωδαισία ο προσδιορισµός της θέσης  του σηµείου στο χώρο 

γίνεται ταυτόχρονα, αφού µετρώνται στο χώρο τα διανύσµατα που συνδέουν τα 

σηµεία µεταξύ τους. 

 

 

5.2    Μετρήσεις 
 

Μετρώνται κυρίως γεωµετρικά µεγέθη δηλαδή : 

• Μήκη 

• ∆ιευθύνσεις – γωνίες 

• Υψοµετρικές διαφορές 

Αλλά και δυναµικά  µεγέθη π.χ. ένταση της βαρύτητας ή και συνθήκες περιβάλλοντος 

(θερµοκρασία, ατµοσφαιρική πίεση, υγρασία). 

 

5.2.1   Μετρήσεις µηκών 
 
 
Τα µήκη µετρώνται άµεσα µε ηλεκτρονικά τηλέµετρα EDM (Electronic Distance 

Measurements)  για µήκη από µερικά µέτρα µέχρι αρκετά χιλιόµετρα και µε απλές ή 

ακριβείας  µετροταινίες, όταν τα µήκη είναι µικρά, µε ιδιαίτερη προσοχή, αλλά και 

έµµεσα (µέσω δορυφόρων) µε τους δορυφορικούς  δέκτες GPS (Global Positioning 

System)  για οποιεσδήποτε αποστάσεις (ακόµα και εκατοντάδες χιλιόµετρα). 

Η ακρίβεια µε την οποία µετράµε εξαρτάται από το όργανο και εκφράζεται τόσο 

απόλυτα (σε µήκος) π.χ. ακρίβεια ±1cm, όσο και σε µέρη  στο εκατοµµύριο ή 

αναλογικά σε (p.p.m., parts per million), π.χ. µε µια καλή µετροταινία µπορεί κανείς 

να µετρήσει προσεκτικά µε ακρίβεια 1cm στα 50m οπότε έχει ακρίβεια : 

1/5000=(1cm/50x100cm) = 2Χ10-4 = 200Χ10-6 ή 200 p.p.m. Με ηλεκτρονικά όργανα 

µέτρησης αποστάσεων (EDM) µπορεί να µετρήσει κανείς µε ακρίβεια µέχρι και λίγα 



p.p.m. Τέλος µε τους δορυφορικούς δέκτες GPS  µπορεί να µετρήσει µε ακρίβεια που 

µπορεί να φτάσει το 0,1 p.p.m.,  δηλαδή το ±1cm για απόσταση 100km.  

• E.D.M. 

Τα ηλεκτρονικά όργανα µέτρησης µηκών (EDM : Electronic Distance Measurements)  

βασίζουν την λειτουργία τους στην διαµόρφωση µιάς φέρουσας ακτινοβολίας, 

συνήθως ορατού φωτός ή κοντά στο ορατό φως, οπότε έχουµε «διαµόρφωση κατά 

εύρος» ή µικροκυµάτων οπότε έχουµε «διαµόρφωση κατά συχνότητα». 

Οι αρχές µέτρησης είναι δύο: 

 

α. Αρχή των παλµών  

Το όργανο (στο σηµείο Α) εκπέµπει ένα παλµό πολύ µικρής διάρκειας ο οποίος 

ανακλάται σε ειδικό ανακλαστήρα (στο σηµείο Β) και επιστρέφει στο όργανο (σηµείο 

Α) το οποίο και µετρά τον χρόνο (t)  της διπλής διάδοσης του παλµού µε πολύ µεγάλη 

ακρίβεια (της τάξης εκατοστών του 1nsec=10-9 sec). 

Εποµένως το µήκος D = ½ υ.t 

Όπου υ η ταχύτητα του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος στην ατµόσφαιρα : υ = c/n 

όπου  c η ταχύτητα του φωτός στο κενό c=299.792.458m/sec και n o µέσος δείκτης  

διάθλασης κατά µήκος της διαδροµής. Σήµερα  πλεονεκτούν τα  όργανα που µετρούν 

αποστάσεις πολλών εκατοντάδων m χωρίς να χρειάζονται τους ειδικούς ανακλα-

στήρες διευκολύνοντας πολύ τις µετρήσεις υπαίθρου, ιδίως αν τα σηµεία είναι 

δυσπρόσιτα. 

 

β. Αρχή της διαφοράς φάσης 

Το όργανο, εκπέµποντας σε διαφορετικές συχνότητες (από µία βασική) µπορεί να 

υπολογίσει τον ακέραιο αριθµό µηκών κύµατος (λ) καθώς και την διαφορά φάσης 

(δφ) που απαιτείται να διατρέξει το ηλεκτροµαγνητικό  κύµα από το σηµείο Α 

(όργανο) µέχρι το Β (ανακλαστήρας) (Σχ. 5.1).  

 
Σχήµα 5.1. Αρχή µέτρησης αποστάσεων µε τη µέθοδο των φάσεων 
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Εποµένως το µήκος D = Κλ + δφ . λ/2π=Κλ+∆λ 

όπου K ο ακέραιος αριθµός µηκών κύµατος  που αυτόµατα υπολογίζει το όργανο. 

Την αρχή διαφοράς φάσης χρησιµοποιούν όλα τα γεωδαιτικά EDM της αγοράς ενώ η 

αρχή των παλµών χρησιµοποιήθηκε από µεγάλα συστήµατα Laser  για µετρήσεις 

προς γεωδαιτικούς δορυφόρους και την Σελήνη. 

 

• G.P.S.  

To Παγκόσµιο Σύστηµα Προσδιορισµού θέσης ευρύτερα γνωστό µε τα αρχικά GPS 

(Global Positioning System) είναι ένα σύστηµα πλοήγησης που στηρίζεται στην 

µετάδοση πληροφοριών από τον δορυφόρο προς τους επίγειους δέκτες. Οι  

πληροφορίες περιλαµβάνουν και την χρονική στιγµή µετάδοσης του σήµατος  που 

φθάνει στον δέκτη από την θέση του δορυφόρου κάθε στιγµή. Το ρολόι του δέκτη 

συγχρονισµένο µε το χρονόµετρο  του δορυφόρου, προσδιορίζει  την απόσταση 

(ψευδοαπό-σταση) δέκτη-δορυφόρου r=c∆t, όπου  c η ταχύτητα του φωτός και ∆t o 

χρόνος διαδροµής του σήµατος από τον δορυφόρο στον δέκτη. 

Λόγω αδυναµίας ακριβούς συγχρονισµού του χρονοµέτρου  του δέκτη µε εκείνα των 

δορυφόρων, η προσδιοριζόµενη απόσταση δεν έχει την απαιτούµενη ακρίβεια  και 

εποµένως χρειάζονται 4 δορυφόροι και ταυτόχρονη µέτρησή τους από τον δέκτη 

ώστε να υπολογιστεί η θέση X,Y,Z ή φ,λ,h  του δέκτη µε ακρίβεια ως  η τοµή 4 

σφαιρών, υπολογίζοντας και τυχόν σφάλµα συγχρονισµού. 

                                        
Εικόνα 5.1. Τροχιές ∆ορυφόρων GPS και εντοπισµός σηµείου 
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Σήµερα υπάρχουν 24+3 δορυφόροι, σε τροχιές σχεδόν κυκλικές σε απόσταση 

20200km από το κέντρο της γης παρέχοντας κάλυψη τουλάχιστον 4 δορυφόρων σε 

κάθε σηµείο της γης όλο το 24ωρο (Εικ. 5.1). 

Για γεωδαιτικές εφαρµογές, όπου απαιτείται η µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια 

χρησιµοποιείται η µέθοδος της µέτρησης φάσεων του φέροντος κύµατος που είναι η 

διαφορά µεταξύ της φάσης του εισερχοµένου στο δέκτη φέροντος κύµατος του GPS  

και της φάσης µιας ουσιαστικά σταθερής συχνότητας αναφοράς που παράγεται στον 

δέκτη. 

Η θέση ενός σηµείου ως προς το κέντρο  µάζας της γης µπορεί να προσδιορισθεί, µε 

ένα δέκτη, µε ακρίβεια της τάξης ± 3m,  ενώ η απόσταση µεταξύ δύο δεκτών στα 

σηµεία Α και Β, µε τη µέθοδο της µέτρησης φάσεων, µπορεί να προσδιοριστεί  µε 

ακρίβεια της τάξης του ± 1 cm οριζοντιογραφικά και ± 2 cm υψοµετρικά . 

Οι µετρήσεις µε GPS στο ύπαιθρο, πλεονεκτούν εκείνων µε κλασσικές µεθόδους 

αφού δεν απαιτείται οπτική επαφή µεταξύ των σηµείων, οι µετρήσεις δεν 

επηρεάζονται από καιρικές συνθήκες και το σκοτάδι, δεν απαιτούν παρά ένα σηµείο 

αναφοράς στην ευρύτερη περιοχή των µετρήσεων και απαιτούν µικρότερο αριθµό 

παρατηρητών στο ύπαιθρο. 

 

Αντίστοιχο σύστηµα είναι το Ρωσικό GLONASS (GLObal Navigation System) που 

διαθέτει 15 δορυφόρους σε τροχιά ύψους 19099km  γύρω από τη γη και µπορεί να 

δώσει την ίδια  απόλυτη ακρίβεια. Οι δέκτες που µπορούν να χρησιµοποιούν και τα 

δύο συστήµατα εντοπισµού έχουν αυξηµένες δυνατότητες µετρήσεων. 

 

• VLBI  

Στις σύγχρονες διαστηµικές ακριβείς  µεθόδους µέτρησης µεγάλων αποστάσεων 

πρέπει να αναφερθεί και η µέθοδος VLBI (Very Long Baseline Interferometry) που 

χρησιµοποιεί την αρχή της συµβολοµετρίας στις παρατηρήσεις «σηµάτων» από 

εξωγαλαξιακές ραδιοπηγές (quasars). 

Επίσης στη νέα γεωδαιτική τεχνολογία, αλλά µη  διαστηµική,  θεωρούνται και τα 

αδρανειακά συστήµατα (inertial survey systems)  πλοήγησης και σχετικού προς-

διορισµού θέσεων σηµείων στο χώρο. Τα συστήµατα αυτά µπορούν να συνδυασθούν 

µε GPS  µε σκοπό να προεκτείνουν τις δυνατότητες και εφαρµογές των GPS  και σε 

χώρους, π.χ. σήραγγες, που αδυνατούν  να µετρήσουν. 

  

 



5.2.2   Μετρήσεις γωνιών 

 

Οι γωνίες µετρώνται µε θεοδόλιχα τα οποία είναι όργανα που συνδυάζουν διατάξεις 

κέντρωσης στο σηµείο, οριζοντίωσης, σκόπευσης και ανάγνωσης έτσι ώστε να 

µπορούν να µετρήσουν διευθύνσεις και εποµένως γωνίες (Εικ. 5.2). 

Οι γωνίες που µετρούν είναι είτε οριζόντιες είτε κατακόρυφες και οι αναγνώσεις 

γίνονται πάνω σε αντίστοιχους αριθµηµένους δίσκους. Τα όργανα µετρούν τις 

οριζόντιες γωνίες δεξιόστροφα σε βαθµούς (π =200g.0000). 

 

          
 

 

Εικόνα 5.2. Θεοδόλιχο: όργανο µέτρησης γωνιών  

 

 

Για να µετρηθεί η γωνία BΑΓ κεντρώνεται το όργανο στο σηµείο Α, οριζοντιώνεται, 

σκοπεύεται το σηµείο Β και παίρνεται η ανάγνωση στον οριζόντιο  δίσκο. Έπειτα 

περιστρέφεται δεξιόστροφα το τηλεσκόπιο του θεοδόλιχου και σκοπεύεται το σηµείο 

Γ (Σχ. 5.2) και παίρνεται πάλι η ανάγνωση στον οριζόντιο δίσκο.. 
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Σχήµα 5.2.  Οριζόντια γωνία ΒΑΓ=βΑ
                                                                                                           

Αφαιρώντας την ανάγνωση στο Γ από την ανάγνωση στο Β, προσδιορίζεται η γωνία 

ΒΑΓ = βΑ. Για ακριβείς µετρήσεις η γωνία µετράται σε περιόδους. Μία περίοδος π.χ. 

της γωνίας ΒΑΓ περιλαµβάνει µέτρηση στο Β, µετά µέτρηση στο Γ έπειτα 

αναστροφή – περιστροφή τηλεσκοπίου µέτρηση στο Γ και µετά στο Β. Μια γωνία 

µπορεί να µετρηθεί  µέχρι και 36 περιόδους για τριγωνισµούς Α΄ τάξης. Η ακρίβεια 

των µετρήσεων κυµαίνεται µεταξύ 1cc και 1c συνήθως. 

 

Κατακόρυφη γωνία ή γωνία ύψους (υ) είναι η γωνία που σχηµατίζει η σκοπευτική 

γραµµή του τηλεσκοπίου προς το σηµείο µε τη διεύθυνση του ορίζοντα. Στην 

Γεωδαισία συνήθως µετρώνται οι ζενίθιες γωνίες (Ζ) (γωνία που σχηµατίζει η 

κατακόρυφη στο σηµείο µε την σκοπευτική γραµµή) (Σχ. 5.3). 

 

                           
 

Σχήµα 5.3. Κατακόρυφη (υ) ή ζενίθια γωνία (Ζ) 

 

Η ακρίβεια µέτρησης των ζενιθίων γωνιών είναι µικρότερη από εκείνη των ορι-

ζόντιων γωνιών, λόγω  της εντονότερης επίδρασης  της διάθλασης της ατµόσφαιρας. 
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Αντίστοιχα και η ακρίβεια στις γωνίες µπορεί να εκφραστεί σε  cc ή c αλλά και σε 

p.p.m. (µέρη στο εκατοµµύριο),  αν το σφάλµα της γωνίας εκφρασθεί σε ακτίνια  π.χ. 

ακρίβεια ±1cc σηµαίνει 1cc/636620cc= ~1,5x10-6 ακτίνια  και αντιστοιχεί σε 1,5 ppm.  

 

∆ιευθύνσεις ως προς τον Αστρονοµικό ή αληθή  βορρά (µεσηµβρινό), µπορούν να 

προσδιοριστούν µε ειδικές παρατηρήσεις (αστρονοµικές) ή µε ειδικά όργανα π.χ. 

γυροσκοπικό θεοδόλιχο µε ικανοποιητική ακρίβεια (1cc-20cc) ή ως προς τον µαγνη-

τικό µεσηµβρινό µε µαγνητικά θεοδόλιχα µε ακρίβεια ~ 1c ή µε πυξίδες µε µικρή 

ακρίβεια (∼1g). 

 
 

5.3    Μετρήσεις Υψοµετρικών διαφορών (∆Η) 
 
Η Γεωδαισία προσδιορίζει υψόµετρα1 µετρώντας υψοµετρικές διαφορές ∆ΗΑΒ µεταξύ 

σηµείων οπότε γνωρίζοντας το υψόµετρο ενός σηµείου (Α) µπορεί να προσδιοριστεί 

το υψόµετρο του σηµείου (Β) από τη σχέση (5.1) 
 

ΗΒ=ΗΑ+∆ΗΑΒ                                                                                                                            (5.1) 

Υψοµετρικές διαφορές µπορούν να µετρηθούν µε Γεωµετρική χωροστάθµηση 

χρησιµοποιώντας τον χωροβάτη,  ένα όργανο που αποτελείται από ένα τηλεσκόπιο το 

οποίο περιστρέφεται γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα και εποµένως διαγράφει ένα 

                
 

Εικόνα 5.3.     Κλασσικός χωροβάτης - Ψηφιακός χωροβάτης 

 

οριζόντιο επίπεδο (Εικ. 5.3), το οποίο «τέµνει» οπτικά τις δύο κατακόρυφες σταδίες 

(αριθµηµένοι πήχεις) στα σηµεία Α και Β. Οι διαφορές των αναγνώσεων τους  Ο και 
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1 Υψόµετρο (Η) σηµείου καλείται η απόστασή του από την επιφάνεια αναφοράς του. Στην Ελλάδα  
επιφάνεια αναφοράς είναι η µέση στάθµη της θάλασσας (ΜΣΘ) όπως έχει προσδιοριστεί µετά από 
µετρήσεις πολλών ετών στον παλιρροιογράφο του Πειραιά. Όπως είναι γνωστό η µέση στάθµη της 
θάλασσας «ταυτίζεται» µε το γεωειδές στην περιοχή µε ακρίβεια ±1m. 



Ε αντίστοιχα, δίνουν την υψοµετρική διαφορά µεταξύ των σηµείων  ∆Η =Ο-Ε, (Σχ. 

5.4) µε ακρίβεια που µπορεί να φθάσει και το ±1mm/√km. Αν τα Α και Β απέχουν 

πολύ, η διαδικασία επαναλαµβάνεται οπότε η υψοµετρική διαφορά τους ισούται µε το 

άθροισµα όλων των Ο-Ε, δηλ. Σ(Ο-Ε). Η γεωµετρική χωροστάθµηση ολοκληρώνεται 

µε µετρήσεις µετάβασης και επιστροφής. 

 

 
                        

Σχήµα 5.4. Γεωµετρική χωροστάθµηση. Μέτρηση υψοµετρικών διαφορών 

 

Υψοµετρικές διαφορές µπορούν  να µετρηθούν επίσης µε Τριγωνοµετρική υψοµετρία 

µετρώντας το κεκλιµένο µήκος (D) µεταξύ των σηµείων και την αντίστοιχη ζενίθια 

γωνία (z) (Σχ. 5.5),  από τη σχέση (5.2) : 

∆Η=Dcosz+YO-YΣ                                                                                                  (5.2) 

που δίνει την υψοµετρική διαφορά µεταξύ των σηµείων Α και Β, όπου : 

YO= ύψος οργάνου , ΥΣ= ύψος σκόπευσης. 

                          

 

S 

Σχ.5.5  Τριγωνοµετρική Υψοµετρία. Μέτρηση υψοµετρικών διαφορών 

 

Για   µεγάλες   αποστάσεις πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και διορθώνεται η τιµή της 

υψοµετρικής διαφοράς που προκύπτει από την (5.2), λόγω της σφαιρικότητας  της  

γης (S2/2R) και  της  διάθλασης της  ατµόσφαιρας (-kS2/2R), όπου k= 0.16 ο συντε-

λεστής διάθλασης και R  η ακτίνα καµπυλότητας της γης.  Για µία απόσταση  500 m 

η συνολική διόρθωση  [(1-k)S2/2R] είναι 1.6 cm.  

Εποµένως ο πλήρης τύπος της τριγωνοµετρικής υψοµετρίας γράφεται : 

∆Η=Dcos z+(1-k)S2/2R+Y0-YΣ                                                                              (5.3) 
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5.3.1. Άλλες µετρήσεις  

 

Ο Τοπογράφος µετρά την ένταση και την διεύθυνση του πεδίου βαρύτητας της γης 

είτε για την αναγωγή γεωµετρικών µεγεθών (διευθύνσεων και υψοµετρικών 

διαφορών) στην επιφάνεια αναφοράς και την διόρθωση των αποτελεσµάτων της 

γεωµετρικής χωροστάθµησης,  είτε για την χαρτογράφηση του πεδίου βαρύτητας. Η 

ένταση του πεδίου βαρύτητας  µετριέται µε το βαρυτήµετρο ενώ η διεύθυνση του µε 

αστρονοµικές παρατηρήσεις. 

Κατά  την διάρκεια των γεωδαιτικών µετρήσεων γίνονται επίσης µετρήσεις των 

ατµοσφαιρικών συνθηκών όπως π.χ. θερµοκρασίας, ατµοσφαιρικής πίεσης, υγρασίας 

για τον προσδιορισµό της ταχύτητας των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στην 

ατµόσφαιρα και τις αναγωγές των µετρήσεων, κυρίως των µηκών. 

Τέλος γίνονται µετρήσεις του µαγνητικού πεδίου της  γης µε µαγνητόµετρα. 

 

5.3.2   Αναγωγές –Υπολογισµοί 

 

Μετά την ολοκλήρωση των µετρήσεων ακολουθούν οι αναγωγές, οι διορθώσεις , 

καθώς και οι υπολογισµοί έτσι ώστε τα µετρούµενα µεγέθη πάνω στην φ.γ.ε: 

• να προσδιοριστούν οι καλύτερες τιµές και τα σφάλµατα των µεγεθών που 

µετρήθηκαν πολλές φορές 

• να απαλλαγούν από τις επιδράσεις του περιβάλλοντος, όπως της  ατµόσφαιρας 

στις µετρήσεις των αποστάσεων και των κατακόρυφων γωνιών, της απόκλισης 

της κατακορύφου (διεύθυνση του g) στις οριζόντιες κυρίως γωνίες και της 

έντασης της βαρύτητας στις µετρήσεις υψοµετρικών διαφορών  κατά τη 

γεωµετρική χωροστάθµηση. 

• να αναχθούν (προβληθούν) στην επιφάνεια αναφοράς, που χρησιµοποιείται 

για τους υπολογισµούς, δηλαδή από την επιφάνεια της γης που γίνονται οι 

µετρήσεις π.χ. στο ελλειψοειδές αναφοράς και από εκεί στην επιφάνεια 

προβολής . Ανάγονται τόσο οι πλευρές όσο και οι διευθύνσεις και γωνίες. Για 

απλά τοπογραφικά (ιδιωτικά) διαγράµµατα χρησιµοποιείται συνήθως το 

οριζόντιο επίπεδο. 

• να  «συνορθωθούν» έτσι ώστε να γίνουν όλες οι µετρήσεις συµβιβαστές 

µεταξύ τους και   
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• να υπολογιστούν οι συντεταγµένες των σηµείων είτε σε δύο διαστάσεις 

(οριζοντιογραφία) και χωριστά  τα υψόµετρα των σηµείων, είτε ταυτόχρονα 

στις τρεις διαστάσεις. 

 

Βασική προϋπόθεση για να υπολογισθούν οι συντεταγµένες των νέων σηµείων που 

µετρήσαµε στο Κρατικό Σύστηµα Αναφοράς είναι να υπάρχουν τα σχετικά δίκτυα 

(Τριγωνοµετρικό και Υψοµετρικό) στην περιοχή  και να έχουν συνδεθεί µε  

µετρήσεις µε τα δίκτυα αυτά. 

 
 
5.4  Αποτυπώσεις 
 

Αποτύπωση καλείται η διαδικασία µέτρησης και «απόδοσης» (σχεδίασης), ενός 

τµήµατος της επιφάνειας της γης ή αντικειµένου µε όλα τα φυσικά και τεχνητά 

χαρακτηριστικά τους  πάνω σε ένα χαρτί υπό κλίµακα. 

Ανάλογα µε τα διαθέσιµα όργανα και το µέγεθος της εργασίας µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τις παρακάτω µεθόδους αποτύπωσης. Αν είναι δυνατή η χρήση 

ζεύγους δορυφορικών δεκτών GPS η εργασία υπαίθρου διευκολύνεται πολύ για 

εκτεταµένες εργασίες κυρίως. 

Σε  κάθε περίπτωση συσχετίζουµε «γνωστά» σηµεία ή άξονες, που µετρώνται 

ιδιαίτερα, µε τα χαρακτηριστικά σηµεία που περιγράφουν το σχήµα ή το ανάγλυφο 

του εδάφους, ώστε να είναι δυνατός ο προσδιορισµός και η σχεδίασή τους στο χαρτί.   

 

• Μέθοδος πλευρών (τριγώνου)  

Αν είναι γνωστά  (ή αν θεωρηθούν γνωστά) τα σηµεία Α και Β, το σηµείο Γ 

προσδιορίζεται στην τοµή των δύο κύκλων µε κέντρα το Α και Β και ακτίνες SΑΓ και 

SΒΓ αντίστοιχα, οι οποίες και µετρώνται στο έδαφος, συνήθως µε µετροταινία για 

οριζοντιογραφική µόνο αποτύπωση . Χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή στις µετρήσεις 

µηκών (Σχ.5.6). Η ίδια διαδικασία  επαναλαµβάνεται µέχρις ότου συµπληρωθεί η 

αποτύπωση µε διαδοχικά τρίγωνα.  Για την σχεδίαση τοποθετούµε στη κατάλληλη 

θέση πάνω στο χαρτί την πλευρά ΑΒ, στη κλίµακα σχεδίασης και µε την βοήθεια 

διαβήτου και των µετρηµένων αποστάσεων (υπό κλίµακα) σχεδιάζεται το διάγραµµα 

της ιδιοκτησίας βάσει και του σκαριφήµατος που έχουµε πρόχειρα σχεδιάσει στο 

ύπαιθρο. 



                   
Σχήµα 5.6. Αποτύπωση σηµείου Γ. Μέθοδος πλευρών (τριγώνου) 

 

• Μέθοδος γωνιών (εµπροσθοτοµία) 

 

Γνωστά τα Α και Β. Το Γ βρίσκεται στην τοµή των διευθύνσεων ΑΓ και ΒΓ. 

Μετρώνται οι γωνίες α και β µε το θεοδόλιχο και επιλύεται το τρίγωνο ΑΒΓ για να 

προκύψουν οι άλλες πλευρές και οι συντεταγµένες του σηµείου Γ.(Σχ.5.7).  

Χρησιµοποιείται κυρίως για πύκνωση  των σηµείων αναφοράς ή απρόσιτων σηµείων. 

 

 
 

Σχήµα 5.7. Αποτύπωση σηµείου Γ. Μέθοδος γωνιών (εµπροσθοτοµία) 

 

 

• Μέθοδος πολικών Συντεταγµένων  ( Ταχυµετρική Μέθοδος)  

 

Το σηµείο Γ προσδιορίζεται αν µετρηθούν από το γνωστό σηµείο Α η απόσταση SΑΓ 

ή το κεκλιµένο µήκος DΑΓ και η οριζόντια γωνία β µε αφετηρία γνωστή διεύθυνση 

ΑΒ. Με τη µέθοδο αυτή είναι δυνατόν να προσδιοριστεί και η υψοµετρική διαφορά 

∆ΗΑΓ αν ταυτόχρονα µετρηθεί και η ζενίθια  γωνία προς το σηµείο Γ (Σχ.5.8 ) . 
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Σχήµα 5.8. Αποτύπωση σηµείου Γ. Μέθοδος πολικών συντεταγµένων 

 

Η µέθοδος αυτή  είναι και η περισσότερο  διαδεδοµένη (µε τη χρήση ταχύµετρου και 

σταδίας παλαιότερα) και σήµερα µε τους «γεωδαιτικούς σταθµούς» (συνδυασµός 

θεοδολίχου και EDM) (Εικ.5.4), όργανα που µπορούν να µετρούν και να καταγρά-

φουν  ταυτόχρονα γωνίες και αποστάσεις, αλλά και να υπολογίζουν ταυτόχρονα τις 

συντεταγµένες και το υψόµετρο των νέων σηµείων όταν γνωρίζουµε τις συντε-

ταγµένες των σηµείων (στάσεων)  Α και Β και το υψόµετρο του Α. 

 

 

 

 

Εικόνα 5.4. Γεωδαιτικός Σταθµός: Ηλεκτρονικό ψηφιακό καταγραφικό όργανο 

µέτρησης γωνιών και αποστάσεων 
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Μετά από τους σχετικούς υπολογισµούς γίνεται η σχεδίαση (υπό κλίµακα), µε χρήση 

κλίµακας και διαβήτη στη µέθοδο πλευρών ή  µε τη βοήθεια ορθογωνίων συντετα-

γµένων για τις άλλες µεθόδους  και το τελικό προϊόν µπορεί να είναι συνήθως: 

• ένα τοπογραφικό σχέδιο (µε υψοµετρικές καµπύλες) ή ένα κτηµατολογικό 

σχέδιο ή µπορεί να είναι και ένα ειδικό σχέδιο  για την εξυπηρέτηση συγκεκριµένου 

σκοπού π.χ. αποτύπωση σπηλαίου ή 

• ένας χάρτης µεγάλης κλίµακας (1:5000 ή 1:10.000) 

Το τελικό αποτέλεσµα των µετρήσεων εκτός από ένα σχέδιο ή ένα διάγραµµα  µπορεί 

να είναι µόνο ένας πίνακας µε τις συντεταγµένες των σηµείων που µετρήθηκαν (π.χ. 

για τον έλεγχο µετακινήσεων). 

 

 

5.5   Χάραξη 
 

Την µελέτη ενός  τεχνικού έργου π.χ. δρόµου ή µίας ρυµοτοµικής µελέτης, ακολουθεί 

η υλοποίηση στο έδαφος, δηλαδή η χάραξη του τεχνικού έργου  πάνω στην γήινη 

επιφάνεια, εργασία η οποία απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή και αυξηµένη ακρίβεια και 

ευθύνη. 

Σήµερα η χάραξη γίνεται εύκολα µε τη χρήση γεωδαιτικού σταθµού ή και 

ευκολότερα µε τους δορυφορικούς δέκτες GPS. 

 

5.6 ΄Ελεγχοι 
 
Οι έλεγχοι που µπορεί να κάνει ο Τοπογράφος Μηχανικός είναι π.χ. 

• Έλεγχος ορθής χάραξης οικοδοµικού τετραγώνου ή οικοπέδου ως προς τον 

περιβάλλοντα χώρο. 

• Έλεγχος ορθής (γεωµετρικής) κατασκευής π.χ. αν ένα κτίριο ή ένα πλοίο κλπ 

έχει κατασκευαστεί σύµφωνα µε τη µελέτη του. 

• Έλεγχος σταθερότητας π.χ., αν µέρος του έργου υποχωρεί ή «µετακινείται» 

προς το υπόλοιπο ή τον περιβάλλοντα χώρο συγκρίνοντας τη θέση (συντε-

ταγµένες) χαρακτηριστικών σηµείων του έργου, όπως προέκυψε από 

µετρήσεις σε διάφορες χρονικές στιγµές. 

• Έλεγχος εγκατάστασης και ορθής λειτουργίας βιοµηχανικών εγκαταστάσεων 

π.χ. µηχανή χαρτοποιίας κ.λ.π. 
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5.7 Συνεργασία µε άλλους επιστήµονες όπως: 
 

• Μηχανικούς π.χ. πολιτικούς µηχανικούς στα τεχνικά έργα ιδιαίτερα στα 

µεγάλα τεχνικά έργα στην οδοποιία στους ελέγχους σταθερότητας και 

ασφάλειας των έργων Ναυπηγούς για ελέγχους πορείας πλοίων και θέµατα 

ναυσιπλοΐας. 

• Αρχιτέκτονες και αρχαιολόγους για ειδικές αποτυπώσεις µνηµείων και 

αρχαιολογικών χώρων 

• Γεωλόγους, γεωφυσικούς και σεισµολόγους για τις µετακινήσεις τεχνικών 

έργων  (µαζί µε Πολιτικούς Μηχανικούς) και του στερεού φλοιού της γης  

κλπ. 

 
 

 



5.8   Βασικοί Ορισµοί στη Γεωδαισία 
 

Με βάση   το σχήµα της γης, την κατακόρυφο και την διεύθυνσή της ορίζονται βασικές 

έννοιες, που χρησιµοποιούνται στην γεωδαισία. 

 

                             Οριζόντιο επίπεδο: Είναι το επίπεδο το κάθετο στην κατακόρυφο σε κάποιο 

συγκεκριµένο σηµείο της. Από το συγκεκριµένο αυτό σηµείο της κατακορύφου περνά µία 

ισοδυναµική επιφάνεια (χωροσταθµική επιφάνεια) πάνω στην οποία εφάπτεται το 

οριζόντιο επίπεδο. Από κάθε σηµείο του χώρου περνά µόνο ένα οριζόντιο επίπεδο. 

Οριζόντια ευθεία: Είναι η ευθεία η κάθετη στην κατακόρυφο. 

Κατακόρυφο επίπεδο: Είναι το επίπεδο που περιέχει µία κατακόρυφο. 

Απόσταση: µεταξύ δύο σηµείων Α και Β, είναι το µήκος Α΄Β΄ , όπου Α΄ και Β΄ είναι οι 

προβολές των Α και Β στην επιφάνεια αναφοράς (π.χ. οριζόντιο επίπεδο).  

Εµβαδόν: ενός κλειστού πολυγώνου ΑΒΓ∆...Α είναι το εµβαδόν της προβολής του 

Α΄Β΄Γ΄∆΄...Α΄ στην επιφάνεια αναφοράς (π.χ. οριζόντιο επίπεδο). 

 
                                      

 

 

 

Οριζόντια γωνία :  ΒΑΓ = β είναι το µέτρο της δίεδρης γωνίας που σχηµατίζεται από τα 

επίπεδα που περιέχουν την "κατακόρυφο" στο σηµείο Α και τα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα 

(Σχ. 5.9). Μετριέται στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από το Α. 

Σχήµα 5.9 

 

    

 

 

 

 

Σχήµα 5.10 

Κατακόρυφη γωνία ή γωνία ύψους (υ) της ΑΒ: είναι η γωνία που σχηµατίζει η σκόπευση                     

ΑΒ µε την προβολή της στο οριζόντιο επίπεδο. Η συµπληρωµατική της γωνίας ύψους 

λέγεται ζενίθια γωνία (z). (Σχ. 5.10). Ισχύει: υ+z= 100g    (900) 

 

            Υψόµετρο: σηµείου Α (ΗA), είναι η απόσταση τους από την ισοδυναµική επιφάνεια 

(χωροσταθµική επιφάνεια) που θεωρείται ως επιφάνεια αναφοράς. Συνηθίζεται ως 
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επιφάνεια αναφοράς να εκλέγεται η µέση στάθµη της θάλασσας (µ.σ.θ.) που µπορεί να 

θεωρηθεί ότι προσεγγίζει ικανοποιητικά  το γεωειδές στην περιοχή.   

 

                            Υψοµετρική διαφορά (ισοϋψής καµπύλη): µεταξύ δύο σηµείων Α και Β (∆ΗAB) είναι η 

διαφορά των υψοµέτρων τους ΗB – ΗA.   

 

Υψοµετρική καµπύλη: είναι η τοµή της φ.γ.ε. µε µία χωροσταθµική επιφάνεια (π.χ. µε 

ένα οριζόντιο επίπεδο) ή αλλοιώς, είναι  ο γεωµετρικός  τόπος  των  σηµείων   µε   σταθερό  

υψόµετρο. Παρουσιάζεται ως µία συνεχής καµπύλη γραµµή πάνω στα διαγράµµατα και 

στους χάρτες. 

 

Ευθυγραµµία:  Τοµή κατακόρυφου επιπέδου µε την Φ.Γ.Ε.  Προβάλλεται σε ευθεία 

γραµµή στο οριζόντιο επίπεδο. 

 

 

5.9   Μονάδες µετρήσεων 
 
Οι µετρήσεις στην γεωδαισία είναι προϊόν συνδυασµού της ανθρώπινης επιδεξιότητας και 

της χρήσης διαφόρων οργάνων. Η ποιότητα των αποτελεσµάτων των µετρήσεων 

βελτιώνεται όταν το σύστηµα "όργανο-παρατηρητής" γίνεται καλύτερο, τόσο µε την 

αύξηση της εµπειρίας του παρατηρητή όσο και µε την βελτίωση των τεχνικών 

χαρακτηριστικών των οργάνων. 

 

Οι µετρήσεις που υλοποιούνται στην γεωδαισία είναι: 

• µετρήσεις µηκών (κεκλιµένων και οριζοντίων) 

• µετρήσεις γωνιών (οριζοντίων και κατακορύφων) και 

• µετρήσεις υψοµετρικών διαφορών. 

Στις επόµενες ενότητες θα δοθούν οι µονάδες που χρησιµοποιούνται στις µετρήσεις αυτές. 

Είναι γνωστό ότι, κατά καιρούς έχουν χρησιµοποιηθεί διάφορα συστήµατα µετρήσεων, σ΄ όλο 

τον κόσµο. Τα ευρύτερα χρησιµοποιούµενα µέχρι πρόσφατα ήταν το µετρικό σύστηµα και το 

Αγγλοσαξωνικό σύστηµα (Imperial System). Σήµερα, πάντως, µε την καθιέρωση και υιοθέτη-

ση από τα περισσότερα κράτη του ∆ιεθνούς Συστήµατος Μονάδων (Systeme Internationale d’ 

Unités) ή σε σύντµηση SI, έχει επικρατήσει το µετρικό σύστηµα µονάδων. 
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Μονάδες µήκους 

 

Η βασική µονάδα µήκους αποδεκτή από το SI σύστηµα είναι το µέτρο* µε τα πολλαπλάσια και 

υποπολλαπλάσιά του, όπως έχουν συµφωνηθεί διεθνώς να χρησιµοποιούνται. Αυτά είναι : 

 

Μεγαµετρο Χιλιοµετρο

     (Mm) 

 Εκατοµετρο

     (Km) 

 ∆εκαµετρο

    (hm) 

 ∆εκατοµετρο

     (dam)      (dm) 

Εκατοστοµετρο

(cm) 

 Χιλιοστοµετρο

(mm) 

 Μικρο 

(µm) 

Νανο(µετρο) 

(nm) 

Angstrom

   (Å) 

  106m   103m    102m    101m    10-1 m    10–2m   10-3 m 10-6 m  10-9 m 10-10 m 

 

Στην πράξη χρησιµοποιούνται τα Km, m, cm και mm**. 
∗

Μονάδες υψοµέτρων 

 

Τα υψόµετρα και οι υψοµετρικές διαφορές, προφανώς, έχουν µονάδες µήκους. 

  

Μονάδες επιφανείας 
 

Βασική µονάδα µέτρησης είναι το τετραγωνικό µέτρο (m2). Ακόµα, χρησιµοποιούνται τα: 

 1 Αριο   =102 m2

 1 Στρέµµα = 103m2

 1 Εκτάριο (ha) = 104m2

 1Km2  = 106m2

Παλαιότερα, στην Ελλάδα  χρησιµοποιούσαν και τον τετραγωνικό τεκτονικό πήχυ, που 

αντιστοιχεί στα 9/16m2, δηλαδή  1 τετραγωνικός πήχυς = 0.5625m2. 

 

                                                 
∗ Το µέτρο καθιερώθηκε ως µονάδα µέτρησης µήκους το 1791 και είχε ορισθεί σαν το 10-7 του µήκους του ¼ της περιµέτρου του γήινου 
ισηµερινού. Το 1799, ορίσθηκε σαν το διάστηµα (µήκος) κάτω από συγκεκριµένες φυσικές συνθήκες, µεταξύ δύο χαραγών πάνω σε µία 
πρότυπη ράβδο (ήταν κατά 90% πλατίνα και 10% ιρίδιο) και φυλασσόταν στο Μουσείο Μέτρων και Σταθµών των Παρισίων. Το 1960 
ορίσθηκε σαν µήκος ίσο µε 1650763.73 µήκη κύµατος στο κενό της ακτινοβολίας που αντιστοιχεί στην µετάπτωση µεταξύ των 
στοιβάδων 2p10 και 5d5 του ατόµου του Kr86 (Κρυπτόν – 86). Από το 1983 το µέτρο ορίζεται ως η απόσταση που το φως διασχίζει στο 
κενό σε ακριβώς 1/ 299 792 458 sec. Αυτός ο ορισµός του µέτρου εξαρτά το µήκος του από την διάρκεια του sec (δευτερολέπτου). Εξ 
ορισµού η ταχύτητα του φωτός είναι ακριβώς  299 792 458 m/sec.  
 
 
** Παρ΄όλο που ισχύει το SI σύστηµα σε πολλά Αγγλοσαξονικά βιβλία χρησιµοποιούνται µονάδες µήκους του Αγγλοσαξονικού  
συστήµατος. Οι κυριότερες είναι: 
 
 1 ft (foot, πόδι) = 12in (inches, ίντσες) 
 1 yd (yard, γιάρδα) = 3ft  
 1 mile (µίλι) = 5280ft 
 ενώ ισχύει: 1 inch   =  2.54 cm 
   1ft        =   0.3048 m 
   39.37in =   1 m  
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Μονάδες όγκου 
 

Βασική µονάδα µέτρησης όγκου, κυρίως για τα στερεά,  είναι το κυβικό µέτρο (m3). Για 

όγκο υγρών είναι το λίτρο (lt), όπου  1lt = 0.001 m3. 
 

Μονάδες γωνιών 
  

Η βασική µονάδα µέτρησης γωνιών που έχει γίνει αποδεκτή στο SI είναι το ακτίνιο (rad), 

που αντιστοιχεί σε γωνία µε µήκος τόξου ίσο µε την ακτίνα. 

  2π rad = 1 περιφέρεια  =  4 ορθές γωνίες 

Το ακτίνιο χρησιµοποιείται στα Μαθηµατικά, στους Η/Υ, καθώς και σε γεωδαιτικούς 

υπολογισµούς. 

 

Συνήθως, οι µετρήσεις γωνιών γίνονται µε πιο πρακτικές µονάδες όπως οι µοίρες (degrees, 

εξηκονταδικό σύστηµα) ή οι βαθµοί (grades, εκατονταδικό σύστηµα). Ισχύει: 

    60" = 1΄  100cc  = 1c  

    60΄  = 1ο  100c    = 1g

  360ο = 4 ορθές  400g    =  4ορθές 

 

Η συνηθισµένη γραφή των γωνιών σε µοίρες είναι : 123ο 25΄ 40˝

Η ανάλογη σε βαθµούς είναι:  319g 89c 45cc  ή   319.g 8945

 

Το εκατονταδικό σύστηµα είναι αυτό που χρησιµοποιείται συχνότερα στη Γεωδαισία στην 

Ελλάδα.  

 

Στη Γεωδαιτική Αστρονοµία χρησιµοποιείται και η ώρα (h ) 

  1h = 1/24 της περιφέρειας = 60min, 1min = 60sec 

Η σχέση µεταξύ των τεσσάρων συστηµάτων (ακτίνια, µοίρες, βαθµοί, ώρες) δίνεται από  

 α θ ω
rad 200g= = =

180 24o

h
την σχέση: 

 

όπου η γωνία θ στην σχέση εκφράζεται σε δεκαδική µορφή.  

Οι υπολογισµοί όλων των γωνιακών µεγεθών σε Η/Υ γίνονται σε µορφή ακτινίων. Στους 

υπολογιστές τσέπης υπάρχουν στο πληκτρολόγιο πλήκτρα που επιτρέπουν την εισαγωγή 

ενός γωνιακού µεγέθους είτε σε ακτίνια, ή σε βαθµούς ή σε µοίρες. 

 96



 

Συχνά, είναι αναγκαίο µία µικρή γωνία εκφρασµένη σε ακτίνια να µετατραπεί σε 

δευτερόλεπτα τόξου (µοιρών ή βαθµών). Είναι γνωστό, όµως, ότι για πολύ µικρές γωνίες 

ισχύει: θ θ θ θ( )rad = ≅  ≅  arc sin tan

 

Εάν η γωνία θ είναι εκφρασµένη σε δευτερόλεπτα, το τόξο της ή το ηµίτονό της ή η 

εφαπτοµένη της µπορούν να προσδιορισθούν µε τις σχέσεις: 
 

 arc arc 1
sin sin 1
tan tan 1

θ θ ακριβης σχεση

θ θ προσεγγιστικησχεση

θ θ προσεγγιστικησχεση

= ⋅   (  )

= ⋅    (  )

= ⋅  (  )

cc cc

cc cc

cc cc

 

 

 
 

Γνωρίζοντας ότι:  arc 1 sin 1 tan 1

arc 1 sin 1 tan 1

cc cc cc

cc

ccrad

  ≅ ≅ ≅ =   

′′ ≅ ′′ ≅ ′′ ≅ =
′′

= =
′′
′′

1
636620

1

1
206265

1
ρ

και

ρ

θ
θ
ρ

θ
ρ

cc

 

 

 

 

τελικά είναι: 

 

Μονάδες θερµοκρασίας 
 

Η βασική µονάδα µέτρησης θερµοκρασίας στο SI είναι ο βαθµός Kelvin (οΚ) , που είναι η 

µονάδα της θερµοδυναµικής κλίµακας της θερµοκρασίας. Ο βαθµός Celsius (oC) 

χρησιµοποιείται περισσότερο στην καθηµερινή πρακτική των παρατηρήσεων και είναι σε 

µέγεθος 1οC =1oK.  

Η κλίµακα Celsius (παλαιότερα γνωστή και σαν εκατοντάβαθµη κλίµακα) βασίζεται στην:

  0οC  = 273.15oK  που σηµαίνει: 

   (οΚ) = 273o.15 + t (oC)  

Στο Αγγλοσαξωνικό σύστηµα χρησιµοποιείται ο βαθµός Fahrenheit ( oF).  Η σχέση που 

συνδέει τους βαθµούς Celsius και  Fahrenheit είναι η : 

   t (oC)  =[ t (oF) –32o]•5/ 9 

Μονάδες ατµοσφαιρικής πίεσης 

 

Η βασική µονάδα στο SI είναι το Pascal (Pa). Είναι γνωστό ότι: 1Pa=1N/m2
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Η κανονική ατµοσφαιρική πίεση στην επιφάνεια της θάλασσας είναι ίση µε: 

101,325 ΚΝ/ m2 =101325 Pa. (N=Neuton) 

 

Στην καθηµερινή πρακτική των µετρήσεων χρησιµοποιούνται το 1bar = 105 N/m2

ή καλύτερα: 1mbar=100 N/m2  και το 1mm στήλης Hg 1,33322mbar, που σηµαίνει στην 

επιφάνεια της θάλασσας: 760mmHg=1013,25mbar. 

 

Μονάδες χρόνου 

 

Βασική µονάδα χρόνου είναι το δευτερόλεπτο (sec). Είναι γνωστό ότι: 

  60sec = 1min,  60min = 1h = 3600sec  

Επίσης: 1sec=103msec=106µsec=109nsec=1012pcosec. 

(m=mili, µ=micro, n=nano και p=pico) 
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6.1 Σφάλµατα στις µετρήσεις 

Ένα µέγεθος προσδιορίζεται άµεσα, µε απ’ ευθείας µετρήσεις, ή έµµεσα, µετρώντας ένα ή 

περισσότερα µεγέθη που συνδέονται µε το ζητούµενο. 

Το αποτέλεσµα µιας µέτρησης που είναι σύγκριση του µεγέθους µε κάποια µονάδα, δεν 

µπορεί ποτέ να θεωρηθεί πως δίνει την αληθινή τιµή του µεγέθους, αλλά µια εκτίµηση. Έτσι 

κάθε µέτρηση περιέχει ένα σφάλµα που η αληθινή του τιµή δεν είναι δυνατό να 

προσδιοριστεί, γιατί δεν είναι γνωστή και η αληθινή τιµή του µεγέθους. 

Για µεγαλύτερη σιγουριά για τον προσδιορισµό της τιµής ενός µεγέθους γίνονται       

περισσότερες από µια µετρήσεις. 

Έτσι προκύπτει η ανάγκη του προσδιορισµού της καλύτερης τιµής του µεγέθους χρησιµο-

ποιώντας το σύνολο των µετρήσεων καθώς και του προσδιορισµού της ποιότητας των 

µετρήσεων και της καλύτερης τιµής. 

 

6.1.1 Πηγές και είδη σφαλµάτων 
 

Σφάλµατα που οφείλονται σε απροσεξία του παρατηρητή, ονοµάζονται χονδροειδή ή και 

λάθη, προσδιορίζονται εύκολα µε επανάληψη της µέτρησης καί αποφεύγονται αν ο 

παρατηρητής είναι προσεκτικός. 

Υπάρχουν όµως σφάλµατα που οφείλονται σε φυσικά αίτια όπως µεταβολές θερµοκρασίας, 

υγρασίας κ.λ.π., σε ατέλειες οργάνων όπως: κακή διαίρεση οριζόντιου κύκλου ενός 

θεοδόλιχου ή µετροταινία µε διαφορά από το πρότυπο κ.λ.π. και τέλος σφάλµατα που 

οφείλονται στη λειτουργία των ανθρώπινων αισθήσεων (προσωπικά σφάλµατα). 

Τα σφάλµατα αυτά µπορεί να είναι ή συστηµατικά ή τυχαία, δεν είναι δυνατό να εξαλειφ-

θούν, αλλά µπορούν να περιοριστούν µε προσεκτικές µετρήσεις και κατάλληλες αναγωγές . 

Συστηµατικά είναι εκείνα τα σφάλµατα που παρουσιάζουν σταθερότητα ή περιοδικότητα σε 

µέγεθος και πρόσηµο. Σε µεγάλο ποσοστό τα συστηµατικά σφάλµατα υπακούουν σε κάποιο 

φυσικό νόµο οπότε, µπορούν να υπολογιστούν. Μπορεί ακόµη ορισµένα να απαλειφθούν 

ακολουθώντας κατάλληλη µεθοδολογία στις µετρήσεις. 

Σχεδόν πάντα όµως παραµένει, ένα µικρό ποσοστό συστηµατικών σφαλµάτων που είναι 

πιθανό να εντοπιστεί µετά την επεξεργασία των µετρήσεων. 

Τυχαία είναι εκείνα τα σφάλµατα που η συµπεριφορά τους µπορεί να περιγραφεί µόνο από 

νόµους της τύχης και αντιµετωπίζονται µε µεθόδους της στατιστικής. 



6.1.2 Ακρίβεια – Ορθότητα 

Αποχή είναι η διαφορά δύο τιµών ενός µεγέθους. Αν οι αποχές των µετρήσεων είναι µικρές, 

σηµαίνει πως δεν υπάρχουν χονδροειδή σφάλµατα και πως τα τυχαία σφάλµατα είναι µικρά. 

∆εν εξασφαλίζεται όµως πως δεν υπάρχει κάποιο συστηµατικό σφάλµα. Αν π.χ. ένας 

πεπειραµένος παρατηρητής µετράει µε µετροταινία που δεν έχει συγκριθεί µε το πρότυπο 

αλλά έχει κατασκευαστεί από αδιάσταλτο υλικό και έχει υποδιαιρέσεις του ενός mm, τα 

αποτελέσµατα των µετρήσεων θα έχουν πολύ µικρές αποχές αλλά θα περιέχουν ένα σταθερό 

σφάλµα ίδιο για όλες τις µετρήσεις. 

Στην περίπτωση αυτή λέµε πως οι µετρήσεις είναι ακριβείς χωρίς να ξέρουµε αν είναι ορθές. 

Η Ακρίβεια (precision) είναι έννοια που αναφέρεται στο πόσο πλησιάζουν οι µετρήσεις 

µεταξύ τους. Εξαρτάται από την ευαισθησία του οργάνου και την ικανότητα του παρατηρητή 

και µπορεί να εκτιµηθεί για µια σειρά µετρήσεων που έγιναν στο ίδιο σύστηµα “Όργανο - 

παρατηρητής – συνθήκες”. 

Αντίθετα η Ορθότητα (Accuracy) είναι έννοια που αναφέρεται στο πόσο οι µετρήσεις 

πλησιάζουν την αληθινή τιµή. Η εκτίµηση της ορθότητας των µετρήσεων δεν µπορεί να γίνει 

από τα αποτελέσµατα µιας σειράς µετρήσεων µε το ίδιο σύστηµα, "Όργανο -Παρατηρητής - 

συνθήκες". 

 

6.1.3  Τυχαία σφάλµατα 

 

Αν X είναι η αληθινή τιµή ενός µεγέθους και xi το αποτέλεσµα µιας µέτρησης απαλλαγµένο 

από χονδροειδή και συστηµατικά σφάλµατα (όσα είναι δυνατό να απαλειφθούν) το "αληθές" 

σφάλµα εi της µέτρησης θα είναι: 

εi= xi - X                                                                                      (6.1) 

Όπως ήδη αναφέρθηκε η X δεν είναι γνωστή και δεν µπορεί να εκτιµηθεί από µια σειρά 

µετρήσεων όσο καλές και πολλές και αν είναι, έτσι, δεν µπορεί να υπολογιστεί το "αληθές" 

σφάλµα. 

Αν όλες οι µετρήσεις µιας σειράς δώσουν το ίδιο αποτέλεσµα 1 2x = x =...=xn  τότε το - το 

πλήθος n των µετρήσεων πλησιάζει τo άπειρο, τότε η ακριβής τιµή του µεγέθους θα είναι: 
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    [ ]1

n n

x x
µ =  lim  lim

n n→∞ →∞
=∑ 1                                      (6.2) 

Η διαφορά  ui=xi-µ  (6.3) είναι το τυχαίο σφάλµα. 

Από την θεωρία πιθανοτήτων και στατιστικής είναι γνωστό ότι: 

• Η συχνότητα εµφάνισης ενός θετικού σφάλµατος είναι ίδια µε την συχνότητα ενός 

αρνητικού. 

• Τα µικρά σφάλµατα εµφανίζονται πιο συχνά απ’ ότι τα µεγάλα. 

•  Μεγάλα σφάλµατα δεν εµφανίζονται καθόλου ή έχουν πολύ µικρή πιθανότητα να 

εµφανιστούν. 

Από πειραµατικές και θεωρητικές µελέτες έχει δειχθεί πως η πιθανότητα 2 Ρ(x) εµφάνισης 

ενός σφάλµατος µε τιµή από x ως x +dx δίνεται µε ικανοποιητική προσέγγιση από τη σχέση: 

2 2-h xhP(x)= e dx
π

                                                  (6.4) 

Η συνάρτηση 
2 2-h xhy= e

π
 ονοµάζεται συνάρτηση πυκνοτήτων ή κανονικής κατανοµής του 

Gauss. Στο Σχ.6.1 εµφανίζονται οι γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης y για h3‹ h2‹ h1. 

 

                            
Σχήµα 6.1 

1 Ο συµβολισµός [x] ξεκίνησε από τον Gauss και συµβολίζει το άθροισµα. 

2 Σαν πιθανότητα θεωρείται ο λόγος του αριθµού των σφαλµάτων µε τιµές µεταξύ x και x+dx, προς το συνολικό 

αριθµό των σφαλµάτων, όταν ο αριθµός των µετρήσεων τείνει στο άπειρο. 
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Η καµπύλη που σχηµατίζεται ονοµάζεται καµπύλη πυκνοτήτων ή κανονικής κατανοµής του 

Gauss και όπως φαίνεται, όσο µεγαλώνει η παράµετρος h τόσο πιο οξεία γίνεται η καµπύλη, 

που σηµαίνει πως όσο µεγαλώνει η h τόσο µικραίνει η διασπορά των σφαλµάτων. Έτσι η 

παράµετρος h εκφράζει την ακρίβεια των µετρήσεων. 

Το εµβαδόν της περιοχής που περικλείεται από τον άξονα των τετµηµένων και την καµπύλη 

της κανονικής κατανοµής εκφράζει την πιθανότητα που έχει ένα σφάλµα να κυµαίνεται από 

-∞ έως +∞ και είναι ίσο µε 1 (βεβαιότητα). 

Έτσι               
2 2-h xh e dx= 1

π
+∞

−∞∫                                                                    (6.5) 

Η µορφή των καµπύλων του σχήµατος 6.1 δείχνει πως ανταποκρίνονται στα χαρακτηριστικά 

των τυχαίων σφαλµάτων που αναφέρθηκαν. 

Στην πράξη οι µετρήσεις έχουν πάντα ένα περιορισµένο αριθµό, που σηµαίνει πως δεν 

µπορεί να υπολογισθεί η ακριβής τιµή ενός µεγέθους και φυσικά δεν είναι γνωστά τα τυχαία 

σφάλµατα των µετρήσεων. 

 Έτσι, από τα αποτελέσµατα των µετρήσεων υπολογίζεται η καλύτερη εκτίµηση (καλύτερη 

τιµή) της ακριβούς τιµής, η ποιότητα των µετρήσεων και η αποχή που αναµένεται να έχει η 

εκτίµηση από την ακριβή τιµή. 

 

 

6.2 Ισοβαρείς παρατηρήσεις 

 

Οι µετρήσεις ενός µεγέθους πού έγιναν όλες µε το ίδιο σύστηµα "όργανο - παρατηρητής - 

συνθήκες" µπορεί να θεωρηθεί πως έχουν όλες την ίδια ακρίβεια και ότι θα πρέπει να 

συµβάλλουν όλες το ίδιο στο τελικό αποτέλεσµα. Οι µετρήσεις αυτές ονοµάζονται ισοβαρείς. 

 

6.2.1 Καλύτερη τιµή 

 

 Στην περίπτωση αυτή, αν µε συµβολισθούν τα αποτελέσµατα n µετρήσεων, η 

καλύτερη τιµή  του µεγέθους θα είναι η µέση τιµή 

1 2 nx , x ...,x

x̂ x  άρα: 

[ ]n
1 2 n

i
1

xx x ...+x 1x̂=x= x
n n

+
= =∑ n

                                                                                       (6.6) 

Επειδή γενικά τα αποτελέσµατα των µετρήσεων συµβολίζονται µε l  η σχέση (6.6) γράφεται: 

 104



[ ]n

i
1

1ˆx̂=
n n

= =∑
l

l l = l                                                                                                          (6.7) 

Η διαφορά  ονοµάζεται πιθανό σφάλµα ή υπόλοιπο αν θεωρηθεί ως . i ι ˆυ x= −l i ιˆυ x= − l

Αποδεικνύεται πως: 

                                                                                                               (6.8)      [ ]
n

i
1
υ υ 0= =∑

ενώ                                                                               (6.9)              [ ]
n

2
i

1
υ υυ min= =∑

Η σχέση (6.9) εκφράζει την αρχή των ελαχίστων τετραγώνων βάσει της οποίας 

υπολογίζονται γενικά οι καλύτερες τιµές µεγεθών που µετρώνται άµεσα ή έµµεσα από 

µετρήσεις άλλων, όταν τα µετρηµένα µεγέθη είναι ίσης ακρίβειας και περισσότερα από τα 

απαραίτητα για τη λύση ενός προβλήµατος. 

Αν οι µετρήσεις είναι πολλές  και τα υπόλοιπα υ θεωρείται πως συµπεριφέρονται όπως 

τα τυχαία σφάλµατα u ακολουθώντας την κανονική κατανοµή. 

x̂ µ�

 

6.2.2 Τυπικό σφάλµα 

 

Η παράµετρος h, που είναι ενδεικτική της ακρίβειας των µετρήσεων, γράφεται σαν: 

1h=
σ 2

                                                                                    (6.10)  

Με σ συµβολίζεται το τυπικό σφάλµα της κάθε µέτρησης της συγκεκριµένης σειράς 

µετρήσεων. 

Ονοµάζεται τυπικό σφάλµα γιατί χαρακτηρίζει (τυποποιεί) την συγκεκριµένη σειρά 

µετρήσεων και ορίζεται από τη σχέση: 

[ ]uu
σ=

n
±                                                                                                                          (6.11) 

Επειδή όµως δεν είναι γνωστή η ακριβής τιµή, η σχέση (6.11) έχει εφαρµογή αν . n → ∞

Στις περιπτώσεις πεπερασµένου αριθµού µετρήσεων γίνεται εκτίµηση του τυπικού σφάλ-

µατος από τα υπόλοιπα υ των µετρήσεων και η καλύτερη εκτίµηση δίνεται από τη σχέση: 
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[ ]υυ
σ=

n-1
±  3                                                                                                                      (6.12) 

Η ποσότητα  n-1 = r ονοµάζεται βαθµός ελευθερίας και δίνει πόσες µετρήσεις περισσότερες 

από τις απαραίτητες έγιναν για τον προσδιορισµό του µεγέθους.(Στη στατιστική, το τυπικό 

σφάλµα που υπολογίζεται από µια σειρά πεπερασµένου αριθµού µετρήσεων, συµβολίζεται µε 

s και ονοµάζεται τυπική απόκλιση.) 

 Το τετράγωνο του τυπικού σφάλµατος  ονοµάζεται µεταβλητότητα. 2σ

  Όπως ήδη αναφέρθηκε τα τυχαία σφάλµατα ui = xi - µ ακολουθούν την κανονική 

κατανοµή και προφανώς την ίδια κατανοµή ακολουθούν και οι µετρήσεις, οπότε: 
2 2

2 2
u (- -

2σ 2σ1 1y = f(u) =f(x) e e
σ 2π σ 2π

= =
x-µ) 

                                               (6.13) 

  Το τυπικό σφάλµα σ είναι ένα µέτρο ακρίβειας των µετρήσεων, διότι όσο µεγαλύτερο 

είναι, τόσο µεγαλύτερη είναι η διασπορά των µετρήσεων. Στο σχήµα (6.2) εµφανίζονται 

καµπύλες κανονικής κατανοµής για 1 2 3σ σ σ〈 〈 . Τα σηµεία καµπής της f(u) ή f(x) 

αντιστοιχούν σε τετµηµένες –σ και +σ ή µ –σ και µ + σ αντίστοιχα. 

 

                            Σχήµα 6.2 

3 Αν στην περίπτωση πεπερασµένου αριθµού µετρήσεων θεωρείτο και πάλι το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

[ ]υυ
n

, τότε για την περίπτωση n=1, η σχέση θα οδηγούσε στο άτοπο να είναι το τυπικό σφάλµα ίσο µε 0 αντί 

για απροσδιόριστο 
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  Αν η f(u) ολοκληρωθεί µεταξύ των ορίων -σ έως +σ το εµβαδόν που προκύπτει είναι ίσο µε 

0.6826 και εκφράζει την πιθανότητα: 

( )P -σ x-µ σ 68.3%≤ ≤ + =  

ή           ( )P µ-σ x µ σ 68.3%≤ ≤ + =

που σηµαίνει πως η πιθανότητα εµφάνισης ενός τυχαίου σφάλµατος µεταξύ -σ και +σ είναι 

68.3% ή ότι το αποτέλεσµα µιας µέτρησης αναµένεται να κυµαίνεται µεταξύ µ-σ και µ+σ µε 

πιθανότητα 68.3%.  

  Αν η f(u) ολοκληρωθεί µεταξύ (–2σ,+2σ) και (–3σ,+3σ) θα ισχύουν αντίστοιχα: 

( )P -2σ x-µ 2σ 95.4%+ =p p  

και                                        .  ( )P -3σ x-µ 3σ 99.7%+ =p p

 Τα µεγέθη σ, 2σ, 3σ αποτελούν διαστήµατα µέσα στα οποία αναµένεται να βρίσκεται ένα 

τυχαίο σφάλµα µε πιθανότητα 68.3%, 95.4% και 99.7% αντίστοιχα. (σχ.6.3) 

 
                                                                          Σχήµα 6.3 

 
 6.2.3 Αναλογικά σφάλµατα 

 

 Τα σφάλµατα γραµµικών µεγεθών που συνήθως εξαρτώνται από τα µεγέθη που αναφέ-

ρονται, εκφράζονται συχνά ως αναλογικά σφάλµατα µε τον λόγο: 

sσ
S

  ή  1
K

 όπου 
s

SK=
σ

 ή σε ppm 

 Τα γωνιακά σφάλµατα δεν έχει νόηµα να εκφραστούν αναλογικά, γιατί είναι ανεξάρτητα από 

τα µεγέθη των γωνιών. ∆ηλαδή αν έχουµε ένα σφάλµα 20cc στην σκόπευση τότε το σφάλµα 
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αυτό είναι το ίδιο είτε µετράµε µια γωνία 60g είτε 160g. 

Το γωνιακό όµως σφάλµα µιας διεύθυνσης ij εκφρασµένο σε rad (ακτίνια), δίνει το 

αναλογικό γραµµικό σφάλµα σε διεύθυνση κάθετη προς την διεύθυνση ij. Έτσι συχνά 

εκφράζονται τα γωνιακά σφάλµατα σε ppm (parts per million = µέρη στο εκατοµµύριο) ή 

    ή  rad
γσ

1
K
όπου rad

γ

1K=
σ

 

Παράδειγµα  
Μετρήθηκε η απόσταση ε σφάλµα

0.05m και η γωνία διεύθυνσης µε

σφάλµα 10

ABS  µ

ABα
cc. Αν η απόσταση  είναABS ι

5000m  να εκφραστούν τα σφάλµατα της

απόστασης και της γωνίας σε µορφή 1
K

και

σε ppm. 
 

  

Λύση 

 Το αναλογικό σφάλµα της απόστασης είναι: 

0.05 1
5000 100000

=  

 Σε ppm το αντίστοιχο σφάλµα είναι: 

61 10 10ppm
100000

× =  

 Αυτό σηµαίνει πως στα 106m το σφάλµα είναι 10m. Το γωνιακό σφάλµα εκφρασµένο σε rad  

δίνει το λόγο της γραµµικής µετατόπισης ΒΒ΄ του σηµείου Β σε διεύθυνση κάθετη στην ΑΒ 

προς την απόσταση . Έτσι προκύπτει: ABS

rad
α cc

AB

10 10 1 BBσ
ρ 636620 63662 S

′
= = = =  

που σηµαίνει πως το σφάλµα των 10cc στα 5000m αντιστοιχεί σε µετατόπιση ΒΒ΄=0.08m ή 

ότι στα 63662m το γραµµικό σφάλµα θα είναι 1m. 

 Έτσι το αντίστοιχο σφάλµα σε ppm θα είναι: 

6 rad 6 6
α cc

10 1010 σ 10 10 15.7 16ppm
ρ 636620

× = × = × = ≈  

που σηµαίνει γραµµικό σφάλµα 16m στα 106m. 
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6.2.4 Μετάδοση σφαλµάτων 

 

 Αν για τον προσδιορισµό ενός µεγέθους y έχουν µετρηθεί τα µεγέθη x1 και x2  n φορές και 

είναι γνωστό ότι το µέγεθος y συνδέεται µε τα x1 και x2  γραµµικά µε τη σχέση π.χ. 
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2

2i

1y=αx βx+                                                                                                                          (6.14) 

δηµιουργείται η ανάγκη να υπολογιστεί η καλύτερη τιµή του y, το τυπικό σφάλµα ενός 

προσδιορισµού του y και το τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής. 

 Για κάθε ζευγάρι µετρήσεων  προκύπτει η τιµή του 1i 2ix , x i 1iy αx βx= + (6.15) και προφανώς: 

1y αx βx= + 2                                                                                                                       (6.16) 

 Αν στις σχέσεις (6.15) τεθεί 
ii yy y+υ= και 

1i1i 1 xx x +υ= ,
2i2i 2 xx x +υ=  τότε για τις n 

µετρήσεις προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

1 11

2 12

n 1n

y 1 x 2 x

y 1 x 2 x

y 1 x 2 x

y+υ α(x +υ ) β(x +υ )

y+υ α(x +υ ) β(x +υ )

y+υ α(x +υ ) β(x +υ )

= +

= +

= +
M M M

21

22

2n

21

22

2n

x

x

x

⎤⎦

                                                                                          (6.17) 

 Αλλά λόγω της σχέσης (6.16) οι σχέσεις (6.17) γίνονται: 

1 11

2 12

n 1n

y x x

y x

y x

υ αυ βυ

υ αυ βυ

υ αυ βυ

= +

= +

= +
M M M

                                                                                                               (6.18) 

 Υψώνοντας τις σχέσεις (6.18) στο τετράγωνο γίνονται: 

1 11 21 11 21

2 12 22 12 22

n 1n 2n 1n 2n

2 2 2 2 2
y x x x x

2 2 2 2 2
y x x x x

2 2 2 2 2
y x x x

υ α υ β υ 2αβυ υ

υ α υ +β υ 2αβυ υ

υ α υ β υ 2αβυ υ

= + +

= +

= + +

M M M M
 

 Αθροίζοντας τις n παραπάνω σχέσεις προκύπτει: 

1 1 2 2 1 2

2 2
y y x x x x x xυ υ α υ υ β υ υ 2αβ υ υ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ = + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣                                                           (6.19) 

και διαιρώντας µε n-1: 

1 1 2 2 1 2x x x x x xy y 2 2
υ υ υ υ υ υυ υ

α β 2αβ
n-1 n-1 n-1 n-1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣= + +
⎤⎦                                                           (6.20)

  



 Αλλά   1 1 2 2

1 2

x x x x y y2 2
x x

υ υ υ υ υ υ
σ , σ , σ

n-1 n-1 n-1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = 2
y=  

 Εφ’ όσον τα µεγέθη  µετρήθηκαν ανεξάρτητα θα είναι: 1 2x , x

1 2 1 2x x x xυ υ υ υ 0⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�                                                                                               (6.21) 

 Άρα προκύπτει πως η µεταβλητότητα ενός προσδιορισµού του µεγέθους y, αν τα µεγέθη 

 1 2x , x έχουν µετρηθεί ανεξάρτητα, θα είναι: 

1

2 2 2 2 2
y xσ α σ +β σ=

2x                                                                                                           (6.22) 

και το τυπικό σφάλµα σy θα είναι: 

1

2 2 2 2
y xσ α σ +β σ= ±

2x                                                                                                           (6.23) 

 Γενικά αν δίνεται µία σχέση της µορφής 1 1 2 2 ν νy α x α x ... α x= + + +                                  (6.24)  

            και τα τυπικά σφάλµατα των , θα ισχύει η σχέση: 1 2 νx , x ,..., x

1 2

2 2 2 2 2 2
y 1 x 2 x ν xνσ α σ +α σ ... α σ= ± + +                                                                                   (6.25) 

 Αν το µέγεθος y συνδέεται µε τα µετρηµένα µεγέθη  µε σχέση  

που δεν είναι γραµµική ως προς τα , η καλύτερη τιµή του y θα είναι η : 

1 2 νx , x ,..., x 1 2 νy = f(x , x ,..., x )

1 2 νx , x ,..., x

1 2 νy = f(x , x ,..., x )                                                                                                           (6.26) 

 Για απειροελάχιστες µεταβολές  των  η µεταβολή της τιµής του 

µεγέθους y θα είναι: 

1 2 νdx ,dx ,...,dx 1 2 νx , x ,..., x

1 2 ν
1 2 ν

y y ydy dx dx ... dx
x x x

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
                                              (6.27) 

 Έτσι αν για µια µέτρηση των  θεωρηθεί ότι : 1 2 νx , x ,..., x

1 1i 1i 21 2i νi νiy 1 x x xυ dy , υ dx ,υ dx ,...,υ dx= = = =  

τότε για τις n µετρήσεις των θα είναι: 1 2 νx , x ,..., x

1 11 21 ν1

2 12 22 ν2

n 1n 2n νn

y x x
1 2 ν

y x x
1 2 ν

y x x
1 2 ν

y y yυ υ υ ... υ
x x x
y y yυ υ υ ... υ
x x x

y y yυ υ υ ... υ
x x x

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

M M M M

x

x

x

                                                                      (6.28) 

 Αλλά οι σχέσεις (6.28) δεν διαφέρουν από τις (6.18). Έτσι εύκολα αποδεικνύεται ότι: 
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1 2

22 2
2 2

y x x ν
1 2 ν

y y yσ σ + σ ... σ
x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ± + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
x                                                           (6.29) 

 Η σχέση (6.29) αποτελεί την γενική έκφραση του νόµου µετάδοσης των σφαλµάτων4 για την 

περίπτωση που τα µεγέθη  έχουν 1 2 νx , x ,..., x µετρηθεί ανεξάρτητα.  

 Θα πρέπει να αναφερθεί πως ο νόµος µετάδοσης των σφαλµάτων εφαρµόζεται όποτε 

δίνονται τα τυπικά σφάλµατα µεγεθών  και ζητείται το σφάλµα της συνάρτησης 

 χωρίς να είναι απαραίτητο να δοθούν µετρήσεις ή καλύτερες τιµές, αρκεί να 

γνωρίζουµε την τάξη µεγέθους των , ώστε να υπολογισθούν οι τιµές των µερικών 

παραγώγων 

1 2 νx , x ,..., x

1 2 ν f(x , x ,..., x )

1 2 νx , x ,..., x

1 2 ν

y y y, ,...,
x x x

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 

 

6.2.5 Τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής 

 

Το τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής είναι µια εκτίµηση της αποχής της από την ακριβή 

τιµή και φυσικά εξαρτάται από την ποιότητα των µετρήσεων (από το τυπικό σφάλµα της µιας 

µέτρησης). 

 Εφ’ όσον οι παρατηρήσεις θεωρούνται ισοβαρείς, όλες θα έχουν την ίδια ακρίβεια. 

Η καλύτερη τιµή από n ισοβαρείς παρατηρήσεις  ενός µεγέθους, όπως 

αποδείχτηκε είναι η: 

1 2 νx , x ,..., x

1 2x x xx= ...
n n n

+ + + n                                                                                                           (6.30) 

Εφαρµόζοντας τον νόµο µετάδοσης σφαλµάτων προκύπτει ότι: 

1 2

2 2 2
x x x2 2 2

1 1 1σ = σ σ ... σ
n n n

+ + +
n

2
x

σ

                                                                                  (6.31) 

Εφ’ όσον όµως όλες οι παρατηρήσεις έχουν την ίδια ακρίβεια, αν θεωρηθεί σαν µέτρο 

ακριβείας το σ, θα είναι 
1 2 nx x xσ =σ =...= σ = , οπότε: 

2 2 2 2
x 2 2 2 2

1 1 1 nσ = σ σ ... σ σ
n n n n

+ + + = 2

                           

                                                                      (6.32) 

 

4 Στη γενική του µορφή ονοµάζεται και νόµος µετάδοσης µεταβλητοτήτων 
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Επειδή όµως [ ]υυ
σ=

n-1
± η σχέση (6.32) γίνεται:  

[ ]2

x

υυσσ =
n n(n-

± = ±
1)

                                                                                                      (6.33) 

Από τις σχέσεις (6.29) και (6.33) προκύπτει πως το τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής του 

µεγέθους y, όταν , θα είναι: 1 2 νy = f(x , x ,..., x )

1 2

22 2
2 2

y x x ν
1 2 ν

y y yσ σ + σ ... σ
x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ± + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
x                                                           (6.34) 

 

6.2.6. Παραδείγµατα 

 

6.2.6.1. Οι διαστάσεις ενός ορθογωνίου οικοπέδου βρέθηκαν: 

 α = 15.20m ±0.02m 

 β = 30.15m ±0.04m 

 Να υπολογισθούν η περίµετρος, το εµβαδόν και η διαφορά β-α µε τα τυπικά τους σφάλµατα. 

Λύση 

Η περίµετρος θα είναι: 

  Π = 2α +2β = 90.70m  

µε τυπικό σφάλµα  

  2 2 2 2
Π α βσ = 2 σ 2 σ 0.09m± + = ±  

Το εµβαδόν θα είναι: 

  Ε = α·β=458.3m2 

µε τυπικό σφάλµα: 

  
22

2 2 2 2 2 2 2
E α β α β

E Eσ = σ σ β σ α σ 0.9m
α β

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞± + = ± + = ±⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

Η διαφορά β-α = 14.95 m µε τυπικό σφάλµα : 

  2 2
(β-α) α βσ = σ σ 0.04m± + = ±  
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6.2.6.2. Οι συντεταγµένες ΧΑ, ΥΑ ενός σηµείου Α είναι γνωστές µε και 

. Η απόσταση S

ΑΧ
σ = 0.03m±

Α
σ = 0.04mΥ ± AB πρόκειται να µετρηθεί µε 

ABSσ = 0.03m±  και η γωνία διεύ-

θυνσης αΑΒ µε . Να υπολογιστούν τα τυπικά σφάλµατα , µε τα οποία 

µπορούν να υπολογιστούν οι συντεταγµένες Χ

AB

cc
ασ = 20±

BΧσ B
σΥ

Β, ΥΒ του σηµείου Β αν  SAB ≈ 1000m  και  

αΑΒ ≈ 30g. 

Λύση 

Είναι γνωστό πως  

   B A AB ΑΒ

B A AB ΑΒ

X X S sinα
Υ S cosα

= +
Υ = +

Εφαρµόζοντας το νόµο µετάδοσης σφαλµάτων στις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι: 

  
B Α ΑB ΑB

B Α ΑB ΑB

2 2
2 2Β Β Β

X X S α
A AB AB

2 2
2 2Β Β Β

S α
A AB AB

X X Xσ σ + σ σ
X S α

Υσ σ + σ σ
X S αΥ Υ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ± +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂Υ ∂ ∂Υ
= ± +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2

2
2

 

Αλλά 

  

Β Β

A A

Β Β
ΑB ΑB

AB AB

Β Β
AB ΑB AB ΑB

AB AB

X 1 1
X X
X Υsinα cosα
S S
X S cosα = -S sinα
α α

∂ ∂Υ
= =

∂ ∂
∂ ∂

= =
∂ ∂
∂ ∂Υ

=
∂ ∂

 

Οπότε 

  B Α ΑB ΑB

B Α ΑB ΑB

2 2 2 2
X X ΑB S AB ΑB α

2 2 2
ΑB S AB ΑB α

σ σ +(sin α ) σ (S cosα ) σ

σ σ +(cosα ) σ ( S sinα ) σΥ Υ

= ± +

= ± + −

2

2 2
 

  

           Οι σχέσεις αυτές θα δώσουν αποτελέσµατα σε µέτρα εφ’ όσον όλοι οι προσθετέοι των 

υπόριζων έχουν µονάδες µέτρου. Τα γινόµενα ,  έχουν 

µονάδες m

ΑB

2 2
AB ΑB α(S cosα ) σ

ΑB

2 2
AB ΑB α( S sinα ) σ−

2cc2. Τα  , όµως τα θέλουµε εκφρασµένα σε µέτρα. Για να συµβεί αυτό θα 

πρέπει το να εκφραστεί σε rad ή να διαιρεθούν οι αντίστοιχοι συντελεστές µπροστά από 

αυτό µε p

BΧσ B
σΥ

ABασ

cc (δηλαδή  AB ΑB
cc

S cosα
p

, AB ΑB
cc

S sinα
p

− ). 
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Έτσι τελικά προκύπτουν: 

    
B Α ΑB ΑB

B Α ΑB ΑB

2
2 2 2 2AB ΑB

X X ΑB S αcc

2
2 2 2 2AB ΑB

ΑB S αcc

S cosασ σ +(sin α ) σ σ 0.04m
p

S sinασ σ +(cosα ) σ σ 0.05m
pΥ Υ

⎛ ⎞
= ± + = ±⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞−
= ± + = ±⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

 

6.3. Ανισοβαρείς Παρατηρήσεις 

 

Αν οι µετρήσεις ενός µεγέθους έγιναν από διαφορετικό σύστηµα "όργανο - παρατηρητής- 

συνθήκες", οι µετρήσεις δεν µπορεί να θεωρηθεί ότι έχουν την ίδια ακρίβεια, πράγµα πού 

σηµαίνει πως δεν πρέπει να συµβάλλουν το ίδιο στην εύρεση του τελικού αποτελέσµατος. 

Στη περίπτωση αυτή οι µετρήσεις ονοµάζονται ανισοβαρείς. 

6.3.1 Έννοια βάρους-καλύτερη τιµή 

 

Το βάρος µιας µέτρησης µπορεί να θεωρηθεί ως ένας αριθµός που εκφράζει πόσο 

περισσότερο θα πρέπει να συµβάλλει µια µέτρηση στο τελικό αποτέλεσµα σε σχέση µε 

κάποια άλλη. 

Για την κατανόηση της έννοιας του βάρους και της καλύτερης τιµής ανισοβαρών 

παρατηρήσεων δίνεται ένα απλό παράδειγµα. 

Μια γωνία µετρήθηκε από το ίδιο σύστηµα "όργανο - παρατηρητής- συνθήκες" n φορές µε 

αποτελέσµατα . Όπως είναι γνωστό η καλύτερη τιµή θα είναι η: 1 2 νx , x ,..., x

1 2x x ...+xx̂=x=
n

+ n                                                                                                           (6.35) 

Αν τώρα τα αποτελέσµατα χωριστούν σε δύο οµάδες, µε nA και nB (nA+ nB=n), µε µετρήσεις 

στην κάθε µία και για κάθε οµάδα υπολογιστεί η καλύτερη τιµή θα είναι: 

A A+1 A+21 2 n n n n
A B

A B

x x ...+x x x ...+x
x = x =

n n
+ +

B                                                           (6.36) 

Η καλύτερη τιµή x  του µεγέθους µπορεί να εκφραστεί σαν: 

A A B B

A B

n x n xx=
n n

+
+

                                                                                                          (6.37) 
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 Οι σχέσεις (6.35) και (6.37) δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα x . 

 Στη σχέση (6.37) οι αριθµοί nA και nB µπορούν να αντικατασταθούν από αριθµούς ΡΑ και ΡΒ 

τέτοιους ώστε: 

A B

A B

P P σταθ.
n n

= =                                                                                                           (6.38) 

 Οι αριθµοί ΡΑ και ΡΒ ονοµάζονται βάρη και στη περίπτωση αυτή είναι αυθαίρετοι αριθµοί, 

ανάλογοι του αριθµού των παρατηρήσεων από τις οποίες έχουν προκύψει οι µέσοι όροι Ax  

και Bx . 

 Αν θεωρηθεί πως οι αρχικές ισοβαρείς παρατηρήσεις έχουν ένα τυπικό σφάλµα , τα 

τυπικά σφάλµατα των 

οσ

Ax  και Bx  θα είναι: 

A

ο
x

Α

σσ =
n

       και       
Β

ο
x

Β

σσ =
n

 

που σηµαίνει ότι: 

A

Β

x B

x A

σ n
=

σ n
                    (6.39)                      ή   A

Β

2
x Β
2
x Α

σ Ρ=
σ Ρ

                            (6.40) 

  

           Από τη σχέση (6.40) προκύπτει πως τα βάρη  ΡΑ και ΡΒ είναι αντιστρόφως ανάλογα των 

µεταβλητοτήτων των Ax  και Bx . 

 Αν, αντί για τους µέσους όρους δύο οµάδων παρατηρήσεων, που κάθε µία παρατήρηση έχει 

το ίδιο τυπικό σφάλµα, έχουµε δύο παρατηρήσεις µε διαφορετικά τυπικά σφάλµατα 

 και , αναγόµαστε στη προηγούµενη περίπτωση θεωρώντας πως η κάθε µία µέτρηση 

 είναι ο µέσος όρος n

1x  και x2

2

1Χ
σ

2Χσ

1x  , x 1 και n2 φανταστικών µετρήσεων που όλες έχουν το ίδιο τυπικό 

σφάλµα . οσ

 Τα τυπικά σφάλµατα και θεωρούνται σαν τυπικά σφάλµατα των µέσων όρων n
1Χ

σ
2Χσ 1 και 

n2 παρατηρήσεων αντίστοιχα, που όλες έχουν το ίδιο τυπικό σφάλµα . Έτσι θα είναι: οσ

1

ο
x

1

σσ =
n

       και    
2

ο
x

2

σσ =
n

                                                                                           (6.41) 

ή                                          
1

2
ο

1 2
x

σn =
σ

     και      
2

2
ο

2 2
x

σn =
σ

                                                     (6.42) 

Θεωρώντας για τις παρατηρήσεις  βάρη Ρ1x  , x2 1 και Ρ2 που να ικανοποιούν την σχέση: 
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2

1

2
Χ1 1
2

2 2 Χ

σP n
P n σ

= =                                                                                                                      (6.43) 

υπολογίζεται η καλύτερη τιµή x  του µεγέθους από τη σχέση: 

1 1 2 2

1 2

Ρ x Ρ xx=
Ρ Ρ

+
+

                                                                                                                    (6.44) 

Η καλύτερη τιµή στη περίπτωση ανισοβαρών παρατηρήσεων ονοµάζεται γενικευµένος 

µέσος όρος και δίνεται από τη σχέση: 

[ ]
[ ]
Ρx

x=
Ρ

                                                                                                                               (6.45) 

0 γενικευµένος µέσος όρος ικανοποιεί την αρχή της Μεθόδου Ελαχίστων Τετραγώνων πού 

στη περίπτωση ανισοβαρών παρατηρήσεων, σαν καλύτερη τιµή θεωρείται εκείνη για την 

οποία [ ]Ρυυ min.=  

 

6.3.2 Τυπικό σφάλµα του γενικευµένου µέσου όρου xσ  

 

Όπως αναφέρθηκε, τα βάρη µπορεί να οριστούν σαν αριθµοί πού εκφράζουν πόσο περισ-

σότερο θα πρέπει να συµβάλλει µια µέτρηση σε σχέση µε κάποια άλλη. Έτσι, αν σε κάποια 

µέτρηση πραγµατική ή φανταστική δοθεί βάρος 1 η µέτρηση αυτή ονοµάζεται µονάδα βά-

ρους και το τυπικό σφάλµα που της αντιστοιχεί, είναι το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους. 

Για τον υπολογισµό του γενικευµένου µέσου όρου δεν χρειάζεται γνώση του  αλλά µόνο 

µια εκτίµηση του λόγου των τυπικών σφαλµάτων των µετρήσεων, γιατί:  

οσ

2
ji i
2

j j

σP n
P n σ

= =
i

                                                                                                                       (6.46) 

 Αν θεωρηθεί  θα είναι . iP 1= ο iσ σ=

 Η αρχική τιµή του  που εξαρτάται µόνο από την επιλογή µονάδας βάρους ονοµάζεται a 

priori τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους και η τιµή του δεν επηρεάζει τον γενικευµένο 

µέσο όρο άρα ούτε το τυπικό του σφάλµα. 

οσ

Μετά την εύρεση του γενικευµένου µέσου όρου x , συγκρίνοντας τον µε τις µετρήσεις από 

τις οποίες προέκυψε, γίνεται µια νέα εκτίµηση του , πού συµβολίζεται µε  και 

ονοµάζεται a posteriori τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους. 

οσ οσ̂

Γνωρίζοντας το , γίνονται νέες εκτιµήσεις για τα τυπικά σφάλµατα των µετρήσεων.  οσ̂
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 Έτσι για κάθε µέτρηση θα έχουµε ότι: 

1

ο
x

1

σ̂σ̂ =
Ρ

                                                                                                                          (6.47) 

 Ο γενικευµένος µέσος όρος γράφεται σαν: 

[ ] [ ] [ ]
1 1 2 2 n nΡ x Ρ x Ρ xx= ...
Ρ Ρ Ρ

+ + +                                                                                                (6.48) 

 και εφαρµόζοντας τον νόµο µετάδοσης των σφαλµάτων προκύπτει ότι: 

[ ] [ ] [ ]1 2

2 2 2
2 2 21 2 n
x x x2 2 2

Ρ Ρ Ρˆ ˆ ˆσ = σ σ ... σ
Ρ Ρ Ρ

+ + +
n

2
xˆ                                                                         (6.49) 

ή                                 
[ ] [ ] [ ]

2 22 2 2
2 o o1 2 n
x 2 2 2

1 2

ˆ ˆσ σΡ Ρ Ρσ̂ = ...
Ρ ΡΡ Ρ Ρ

+ + +
2
o

n

σ̂
Ρ

                                          (6.50) 

ή                                    [ ]
[ ] [ ]

2
2 2 o
x o2

Ρ σ̂ˆ ˆσ = σ
ΡΡ

=                                                                        (6.51) 

άρα                                          
[ ]

o
x

σ̂σ̂
Ρ

=                                                                            (6.52) 

 

6.3.3    A posteriori τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους  oσ̂
 
Εφ’ όσον κάθε µέτρηση xi θεωρείται σαν µέσος ορός Ρi, φανταστικών µετρήσεων που κάθε 
µία έχει τυπικό σφάλµα , τα υπόλοιπα  δίνουν εκτιµήσεις των τυπικών σφαλ-

µάτων των µέσων όρων των Ρ
οσ ix̂ - x  = υi

i φανταστικών µετρήσεων, οπότε οι ποσότητες i iυ P  θα είναι 

εκτιµήσεις του  . oσ̂
Έτσι όπως και στην περίπτωση ισοβαρών παρατηρήσεων, η καλύτερη εκτίµηση του  θα 

προκύψει από τη σχέση: 

oσ̂

[ ]
o

Pυυ
σ̂ =

n-1
±                                                                                                (6.53) 

Αντικαθιστώντας την (6.53) στην (6.52) προκύπτει ότι: 

[ ]
[ ]X

Pυυ
σ̂ =

(n-1) P
±                                                                                                (6.54) 

Όπως φαίνεται από τη σχέση (6.54) το  εξαρτάται από το  ενώ το oσ̂ οσ Xσ̂ είναι ανεξάρτητο 

του . οσ
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6.3.3 Παραδείγµατα  

 

6.3.4.1 Ένα µήκος µετρήθηκε σε τρεις διαφορετικές ηµέρες µε τα παρακάτω αποτελέσµατα: 

 

 S (m) Αριθµός 
µετρήσεων 

1η µέρα 200.152 8 

2η µέρα 200.090 4 

3η µέρα 200.125 16 
 

Ζητείται η καλύτερη τιµή του µήκους και το τυπικό της σφάλµα. 
 

Λύση 

 Στο παράδειγµα αυτό δεν δίνονται στοιχεία για την ακρίβεια των αποτελεσµάτων εκτός από 

το γεγονός πως τα τρία αποτελέσµατα προήλθαν από διαφορετικούς αριθµούς µετρήσεων 

που σηµαίνει πως δεν µπορούν να θεωρηθούν ισοβαρή. Το βάρος του κάθε αποτελέσµατος 

στη περίπτωση αυτή θα είναι ανάλογο του αριθµού των µετρήσεων από τις οποίες έχει 

προέλθει. 

Έτσι θα ισχύει:  31 2 PP P K
8 4 16

= = =  

Για ευκολία υπολογισµών επιλέγεται σαν µονάδα βάρους το αποτέλεσµα της δεύτερης 

ηµέρας που σηµαίνει Ρ2 = 1, Ρ1 = 2, Ρ3 = 4. 

 

Η καλύτερη τιµή δίνεται από τη σχέση: 

2 200.152+1 200.090+4 200.125x= 200.128m
1+2+4

× × ×
=  

1

2

3

Αρα  υ 200.152 200.128 0.024m
υ 200.090 200.128 0.038m
υ 200.125 200.128 0.003m

΄ = − =
= − = −
= − = −
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Το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους θα είναι: 

[ ]
o

Pυυ
σ̂ = 0.036m

n-1
± = ±  

και το τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής θα είναι: 

X
0.0036σ̂ 0.014m

7
= ± = ±  

 

6.3.4.2 Μία γωνία β µετρήθηκε σε τρεις διαφορετικές ηµέρες µε τα παρακάτω  

αποτελέσµατα.  

Ζητείται να βρεθεί η καλύτερη τιµή της γωνίας και το τυπικό της σφάλµα, χρησιµοποιώντας 

τα αποτελέσµατα των τριών ηµερών.   

1η µέρα 2η µέρα 3η µέρα 

225 200 250 

200 200 240 

260 225 260 

220 225 180 

245 230 275 

260 200 220 

225 225 280 

190 220 225 

220 230 

245 235 

200 

210 

  

Λύση 

 Επειδή οι µετρήσεις έγιναν σε ξεχωριστές µέρες δεν µπορούν να θεωρηθούν ισοβαρής. 

Βρίσκουµε αρχικά τους µέσους όρους 1 2 3β ,β ,β  των παρατηρήσεων της κάθε µέρας και τα 
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τυπικά τους σφάλµατα. 

Θεωρούµε σαν καλύτερη τιµή της γωνίας τον γενικευµένο µέσο όρο των 1 2 3β ,β ,β  µε βάρη 

αντιστρόφως ανάλογα των  
1 2β β βσ ,σ ,σ

3

2 2 2  

Έτσι έχουµε: 

 

Για την πρώτη ηµέρα 

10
g

1 1ι ,
ι=1

1β β 73 8229
10

= =∑  

Το τυπικό σφάλµα της µίας παρατήρησης της ηµέρας αυτής θα είναι: 

   
1

10
2 g

β 1i ,
i=1

1σ υ 0 0024
9

= ± = ±∑  

Το τυπικό σφάλµα του µέσου όρου θα είναι: 

 1

1

β g
,β

σ
σ 0 0007

10
= = ±  

 

Για την δεύτερη ηµέρα 

12
g

2 2ι ,
ι=1

1β β 73 8217
12

= =∑  

Το τυπικό σφάλµα της µίας παρατήρησης της ηµέρας αυτής θα είναι: 

   
2

12
2 g

β 2i ,
i=1

1σ υ 0 0014
11

= ± = ±∑  

 Το τυπικό σφάλµα του µέσου όρου θα είναι: 

 2

2

β g
,β

σ
σ 0 0004

12
= = ±  

 

Για την τρίτη ηµέρα 

8
g

3 3ι ,
ι=1

1β β 73 8241
8

= =∑  

Το τυπικό σφάλµα της µίας παρατήρησης της ηµέρας αυτής θα είναι: 
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3

8
2 g

β 3i ,
i=1

1σ υ 0 0033
7

= ± = ±∑  

 Το τυπικό σφάλµα του µέσου όρου θα είναι: 

 3

3

β g
,β

σ
σ 0 0012

8
= = ±  

 Για ευκολία επιλέγεται σαν µονάδα βάρους το αποτέλεσµα της τρίτης ηµέρας οπότε το a 

priori τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους θα είναι το : 

  g
o ,σ 0 0012=

  

Έτσι προκύπτουν τα βάρη: 

 
1

2 2
ο

1 2 2
β

σ 0.0012 3
σ 0.0007

Ρ = = =  

 
2

2 2

0.0012 9
0.0004

Ρ = =  

 
2

3 2

0.0012 1
0.0012

Ρ = =  

 Η καλύτερη τιµή της γωνίας β θα είναι: 

 g1 1 2 2 3 3

1 2 3

Ρ β Ρ β Ρ ββ= 73. 8222
Ρ Ρ Ρ

+ +
=

+ +
 

 Το a posteriori τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους είναι: 

 
2 2 2

1 1 2 2 3 3 g
o ,

P υ P υ P υ
σ̂ = 0 0019

2

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦± = ±  

 και το τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής είναι: 

 
[ ]

gο
,X

σ̂ 0.0019σ̂ = 0 0005
13P

± = ± = ±  
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7.1. Ορθογώνια συστήµατα συντεταγµένων 
 

7.1.1   Εισαγωγή 

 

Στις καθηµερινές  γεωδαιτικές εργασίες το πρόβληµα προσδιορισµού της θέσης ενός 

σηµείου στο χώρο για µικρές περιοχές ανάγεται σε πρόβληµα που χρησιµοποιεί ως 

επιφάνεια αναφοράς το οριζόντιο επίπεδο (ή το προβολικό επίπεδο) και την 

κατακόρυφο. Επειδή στην Γεωδαισία η τελική επιδίωξη των εργασιών είναι συνήθως 

η απεικόνιση της επιφάνειας του εδάφους, όταν γίνεται λόγος για σηµεία εννοούµε 

πάντοτε τις προβολές των σηµείων και όταν λέµε απόσταση σηµείων εννοούµε τη 

απόσταση των προβολών των σηµείων.   

 

Για να καθορισθεί η θέση των προβολών των σηµείων στο επίπεδο ορίζεται ένα 

σύστηµα ορθογώνιων αξόνων.  Ετσι,  πολύ συχνά οι εργασίες προσδιορισµού της 

οριζοντιογραφικής θέσης ενός σηµείου γίνονται µε την χρήση ορθογώνιων επίπεδων 

συντεταγµένων διότι οι µαθηµατικοί υπολογισµοί είναι απλούστεροι. Στο κεφάλαιο 

αυτό θα ασχοληθούµε µε τον απλό προσδιορισµό των επίπεδων ορθογώνιων 

συντεταγµένων µεµονωµένων τοπογραφικών σηµείων. 

 

7.1. 2   Ορθογώνιες Επίπεδες Συντεταγµένες 

 

Η θέση ενός σηµείου Μ στο χώρο προσδιορίζεται µε τον υπολογισµό της θέσης της 

προβολής του Μ' πάνω σε ένα  επίπεδο (πχ οριζόντιο). Έτσι, η θέση του σηµείου Μ  

στο χώρο καθορίζεται από τις συντεταγµένες της προβολής Μ΄ του σηµείου στο 

επίπεδο και το υψόµετρο του.   

 

Η προβολή Μ' του τυχαίου σηµείου Μ περιγράφεται από το ζεύγος των επίπεδων 

ορθογώνιων συντεταγµένων (xΜ, yΜ), όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.1. Ένα επίπεδο 

γεωδαιτικό σύστηµα συντεταγµένων είναι ένα ορθογώνιο σύστηµα  (x, y).  Στα 

κρατικά συστήµατα συντεταγµένων γενικά ισχύει ότι ο θετικός άξονας y (ο οποίος 

λέγεται τεταγµένη ή ordinate)  συµπίπτει µε την διεύθυνση του γεωγραφικού βορρά 

και ο θετικός άξονας x (ο οποίος λέγεται τετµηµένη ή abscissa) κατευθύνεται στην 

ανατολή.   
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Οι δύο άξονες είναι κάθετοι µεταξύ τους και η θέση της αρχής των αξόνων Ο 

εξαρτάται από την χαρτογραφική προβολή που έχει επιλεγεί στο γεωδαιτικό σύστηµα 

αναφοράς µιας χώρας ή από την συγκεκριµένη τοπογραφική εφαρµογή (για 

παράδειγµα, σε µια εφαρµογή ίδρυσης δικτύου σηµείων για τις ανάγκες ανάπτυξης 

ενός τεχνικού έργου η αφετηρία του τοπικού καρτεσιανού συστήµατος θα µπορούσε 

να είναι αυθαίρετη). Το σύστηµα των συντεταγµένων που δηµιουργείται είναι 

δεξιόστροφο (δηλ. συµπίπτει µε την φορά των δεικτών του ρολογιού) και ισχύουν οι 

σχέσεις της επίπεδης αναλυτικής γεωµετρίας.  

 

M'

O

+ y

+ x

xM

yM

Επίπεδο

Μ

 
 

Σχήµα 7.1  Ορθογώνιες Επίπεδες Συντεταγµένες (xM, yM) της προβολής του σηµείου Μ 

 

 

7.1.3  Βασικοί Υπολογισµοί   

 

Για ένα σηµείο Μ του οριζόντιου επιπέδου ορίζονται οι συντεταγµένες του (xΜ, yΜ) 

καθώς και η γωνία διεύθυνσης (ή προσανατολισµού) της ΟΜ, όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 7.2. 
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+ y

- y
+ x

- x

O

α

Μ

xΜ

yΜ

 

Σχήμα 7.2   Γωνία διεύθυνσης α 

 

Η γωνία διεύθυνσης (ή προσανατολισμού) α είναι η γωνία που σχηματίζεται όταν ο 

θετικός ημιάξονας των y στραφεί κατά την θετική φορά (δεξιόστροφα) μέχρι να 

συμπέσει με την ΟΜ.  Η γωνία μπορεί να έχει τιμές μεταξύ 0 και 400 βαθμών ή 0 και 

360 μοιρών.  

Για δύο τυχαία σημεία Α και Β του επιπέδου (τα οποία είναι προβολές των σημείων 

του εδάφους) που έχουν συντεταγμένες (xΑ, yΑ) και (xΒ, yΒ) και  το μήκος της 

πλευράς τους είναι SAB, η γωνία διεύθυνσης  της πλευράς ΑΒ είναι αΑΒ, όπως 

φαίνεται στο Σχήμα 7.3. 

 

 

+ y

- y
+ x

- x

O

αΑΒ

Β

xΑ

yΑ

Α

xΒ

yΒ

SΑΒ

αΒΑ

 

Σχήμα 7.3  Γωνία διεύθυνσης αΑΒ 



Η γωνία διεύθυνσης αΑΒ, µιας πλευράς ΑΒ είναι η γωνία η οποία «γράφεται» όταν η 

παράλληλη στον θετικό ηµιάξονα y (που διέρχεται από το σηµείο Α και αποτελεί τον 

πρώτο δείκτη της αΑΒ) στραφεί κατά την θετική φορά µέχρι να συµπέσει µε την 

πλευρά ΑΒ.  

 

Η γωνία διεύθυνσης αΒΑ  της πλευράς ΒΑ µπορεί να βρεθεί από την γωνία διεύθυνσης 

αΑΒ της πλευράς ΑΒ (αλλαγή φοράς) αρκεί να προστεθούν 200g (ή 180º), και η τιµή 

της γωνίας να παραµένει µεταξύ 0 g και 400 g ή 0º και 360º. Ισχύει 

 

αΒΑ = αΑΒ + 200 g = αΑΒ + 180 º                 (7.1)

      

Αν από αριθµητικές πράξεις προκύψουν µεγαλύτερες τιµές από 400g ή 360º για την 

γωνία αΒΑ τότε αφαιρούνται τόσα ακέραια πολλαπλάσια των 400g (δηλαδή τόσες 

ακέραιες περιφέρειες) όσα χρειάζεται για να µείνει τελικά η τιµή της αΒΑ µεταξύ 0g 

και 400g . Για παράδειγµα, αν αΑΒ = 356.25 g  τότε η αΒΑ = 356.25 g  + 200 g = 556.25 g 

  
άρα αΒΑ = 156.25 g . 
 

Η γωνία διεύθυνσης α µπορεί να βρίσκεται σε ένα από τα τέσσερα τεταρτηµόρια του  

Σχήµατος 7.4 ανάλογα µε τη θέση του σηµείου Β ως προς το Α.  

+ y

- y

+ x- x

A

BαΑΒ

0g – 100g

100g – 200g

Τεταρτηµόριο IΤεταρτηµόριο IV

Τεταρτηµόριο IΙΙ Τεταρτηµόριο IΙ

200g – 300g

300g – 400g

O

0g

100g

200g

300g

A

B

αΑΒ
A

B αΑΒ

A

B αΑΒ

 
 

Σχήµα 7.4  Ο χωρισµός σε τεταρτηµόρια 
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Κάποια χρήσιµα στοιχεία προσδιορισµού των προσήµων των τριγωνοµετρικών 

αριθµών για την γωνία διεύθυνσης α  και για τα 4 τεταρτηµόρια δίνονται στον 

Πίνακα 7.1   

 

Τεταρτηµόριο Ι ΙΙ ΙΙΙ ΙV 

γωνία 0 g -100 g 100 g -200 g 200 g -300 g 300 g -400 g

∆x + + - - 

∆y + - - + 

sinα + + - - 

cosα + - - + 

tanα + - + - 

 

Πίνακας 7.1  Τριγωνοµετρικά στοιχεία προσδιορισµού των γωνιών διεύθυνσης 

 
 
 
7.2. Θεµελιώδη γεωδαιτικά προβλήµατα  
 
7.2.1   Εισαγωγή 
 

Ένα από τα βασικά προβλήµατα της Γεωδαισίας είναι ο προσδιορισµός της σχετικής 

θέσης σηµείων της επιφάνειας του εδάφους. Η σχετική θέση ενός σηµείου Α ως προς 

κάποιο σηµείο Β µπορεί να υπολογισθεί ως προς κάποιο κοινό, και για τα δύο σηµεία, 

σύστηµα συντεταγµένων. Επίσης µπορεί να προσδιορισθεί το µήκος µεταξύ των δύο 

σηµείων και η γωνία διεύθυνσης αυτής της πλευράς. Αυτοί οι υπολογισµοί αποτελούν 

τα τρία θεµελιώδη  προβλήµατα της Γεωδαισίας ενώ ο συνδυασµός τους  επιτρέπει 

την αντιµετώπιση ενός µεγάλου µέρους εφαρµογών στην Γεωδαισία. 

 
7.2.2  Πρώτο Θεµελιώδες Πρόβληµα 
 
Στο πρόβληµα αυτό γίνεται ο υπολογισµός των συντεταγµένων ενός σηµείου Β, όταν 

είναι γνωστά οι συντεταγµένες ενός άλλου σηµείου Α, η απόσταση S µεταξύ των 

σηµείων και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ της πλευράς ΑΒ. 
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+ y

- y
+ x

- x
O

αΑΒ

Β

xΑ

yΑ
Α

xΒ

yΒ

SΑΒ

αΒΑ

∆y

∆x

 
 

Σχήµα 7.5 Υπολογισµός συντεταγµένων του σηµείου Β 

 

Από το Σχήµα 7.5 φαίνεται ότι: 

∆xxxxx∆x
∆yyyyy∆y

ABAB

ABAB

+=⇒−=
+=⇒−=

                  (7.2) 

Επίσης ισχύει  

∆y = SAB cosαAB και ∆x = SAB sinαAB                 (7.3) 

 

Αντικαθιστώντας την σχέση (7.3) στην σχέση (7.2) έχουµε  

ABABAB

ABABAB

sinαSxx
cosαSyy

+=
+=

             (7.4) 

 

    

7.2.3  ∆εύτερο Θεµελιώδες Πρόβληµα 
 
Το πρόβληµα αυτό αναφέρεται στον υπολογισµό της απόστασης S µεταξύ δύο 

σηµείων Α και Β και της γωνίας διεύθυνσης αΑΒ της πλευράς ΑΒ όταν είναι γνωστές 

οι συντεταγµένες των σηµείων Α και Β.  

 

Οπως φαίνεται από το Σχήµα  7.5, είναι: 
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22

ABAB
AB

AB
AB

AB
AB

∆y∆x
cosα
∆y

sinα
∆xS

∆y
∆xarctanαή

yy
xx

∆y
∆xtanα

+===

=
−
−

==
            (7.5) 

 

Η γωνία αΑΒ , όπως υπολογίζεται από την πρώτη εξίσωση της  σχέσης (7.5), µπορεί 

να πάρει µία από τις τιµές τεσσάρων γωνιών µεταξύ 0g και 400g. Ετσι, αρκεί να 

λάβουµε την τιµή της γωνίας που αντιστοιχεί στην εφαπτοµένη: 

 

∆y
∆x

arctanαή

∆y
∆x

αtan

=

=

                         (7.6) 

 

Στην συνέχεια, ανάλογα µε τα πρόσηµα των ∆x και ∆y, εφαρµόζουµε τον κατάλληλο 

τύπο  όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.6 και στον Πίνακα 7.2. 

 

y

x

A

B

αAB

Τεταρτηµόριο Ι

A
B

αAB

Τεταρτηµόριο ΙΙ

αAB

Τεταρτηµόριο ΙΙΙ

A

B

Τεταρτηµόριο ΙV

AB

αAB

 
 

Σχήµα 7.6 Η γωνία διεύθυνσης µεταβάλλεται βάσει του τεταρτηµορίου των 

συντεταγµένων των σηµείων στο οποίο κείται 
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g
ΑΒ

g
ΑΒ

g
ΑΒ

g
ΑΒ

g
ΑΒ

g
ΑΒ

g
ΑΒ

ΑΒ

030ατότε0 ∆xαν
0 ∆y   Αν

010ατότε0 ∆xαν

020ατότε0 ∆yαν
0 ∆x   Αν

0ατότε0 ∆yαν
Επισηs

α400ατότε
∆y
∆xΑν

α200ατότε
∆y
∆xΑν

α200ατότε
∆y
∆xΑν

αατότε
∆y
∆xΑν

=<

=
=>

=<

=
=≥

−=
+
−

+=
−
−

−=
−
+

=
+
+

 

 

 

Πίνακας 7.2  ∆ιερεύνηση προσήµου για τον υπολογισµό της τιµής της γωνίας 

διεύθυνσης 

 

 

7.2.4  Τρίτο Θεµελιώδες Πρόβληµα 
 
Περισσότερα από ένα σηµεία 0, 1, 2, ...n, τα οποία είναι πάνω στο έδαφος και 

ζητείται ο προσδιορισµός της  θέση τους,  ορίζουν µια τεθλασµένη γραµµή. Στην 

Γεωδαισία η γραµµή αυτή ονοµάζεται πολυγωνική όδευση ή απλά όδευση γιατί έχει 

αρχή, τέλος και φορά. Στο Σχήµα 7.7 φαίνονται εκτός από τις γωνίες διεύθυνσης των 

πλευρών µεταξύ των σηµείων, οι γωνίες θλάσης βi µεταξύ των δύο διαδοχικών 

πλευρών.  Η γωνία θλάσης «γράφεται» όταν η προηγούµενη πλευρά στραφεί κατά 

την θετική φορά µέχρι να συµπέσει µε την επόµενη πλευρά.  
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Το τρίτο πρόβληµα αναφέρεται στον υπολογισµό της γωνίας διεύθυνσης αn,n+1 της 

πλευράς Sn,n+1 όταν δίνονται οι γωνίες θλάσης β1, β2,...,βn µιας όδευσης και η γωνία 

διεύθυνσης της πρώτης πλευράς α 01 . 

 

 
Σχήµα 7.7   Πολυγωνική όδευση 

 

Η ζητούµενη γωνία διεύθυνσης υπολογίζεται από την σχέση: 

 

degdeg
i

deg
01

deg
1n n,

gradgrad
i

grad
01

grad
1n n,

 063k081nΣβαα
η

 400k200nΣβαα

×−×++=

×−×++=

+

+

                         (7.7) 

 

όπου,  i = 1, 2, …, n  και  k = ακέραιος 0, 1, 2, ... 

 

Αν από τις αριθµητικές πράξεις προκύψουν µεγαλύτερες τιµές των 400 βαθµών για 

την γωνία α, τότε αφαιρούνται τόσες ακέραιες περιφέρειες (δηλ. 400g) όσες 

χρειάζεται για να µείνει τελικά η τιµή της γωνίας διεύθυνσης µεταξύ 0g και 400g. 
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Παραδείγµατα 

 

1) ∆ίνονται οι ορθογώνιες συντεταγµένες ενός σηµείου Α  (xA , yA) = (713.64m, 

496.72m). Εχουν µετρηθεί η απόσταση µεταξύ του Α και σηµείου Β ίση µε SAB = 

135.25m, και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ = 32.9645 grad.  Ζητείται να υπολογισθούν οι 

συντεταγµένες του σηµείου Β. 

 

Είναι: 

 

m780.59∆xxx
66.95mαsinS∆x

0.49497sinα

AB

12

12

=+=
+==

+=
    

m614.24∆yyy
117.52mαcosS∆y

0.86891αcos

AB

12

12

=+=
+==

+=
 

 

 

2) ∆ίνονται οι ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγµένες δύο σηµείων Α και Β,  

(xA, yA) = (713.64m, 496.72m) και (xΒ, yΒ) = (780.59m, 614.24m).  Ζητείται να 

υπολογισθούν η απόσταση µεταξύ των Α και Β και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ. 

 

Είναι: 

m135.25117.5266.95∆y∆xS

m.52171yy∆y
m66.95xx∆x

2222

AB

AB

=+=+=

+=−=
+=−=

 

 

 
grad32.9663α

0.5697
117.52
66.95

∆y
∆xαtan

12

12

=⇒

=
+
+

==
 

 

Να σηµειωθεί ότι µια εναλλακτική σχέση για την γωνία διεύθυνσης αΑΒ δίνεται από 

τους παρακάτω τύπους:  

 134



S
yyαcosή

S
xxsinα

AB
AB

AB
AB

−
=

−
=

 

 

3) ∆ίνονται οι παρακάτω γωνίες:  

α0 = 157.9422 grad 

β1 = 192.4735 grad 

β2 = 196.5106 grad 

  β3 = 207.5641 grad 

β4 = 212.6123 grad .   

 

Να υπολογισθεί η γωνία διεύθυνσης α 45.  

 

 
 

Είναι:   α 45 =  αο +Σβ + n 200grad – k 400grad  =   

157.9422 + 809.1605 + 4 ×200 – k × 400 =  

1767.1027 – 4× 400  = 167.1027 grad   (k = 4) 
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7.3    Μετατροπές  συντεταγµένων 
 
7.3.1   Εισαγωγή 
 

Οι ανάγκες µετατροπής ορθογώνιων συντεταγµένων ενός καρτεσιανού συστήµατος 

συντεταγµένων στις αντίστοιχες συντεταγµένες ενός δεύτερου καρτεσιανού συστή-

µατος εµφανίζονται συχνότατα στις γεωδαιτικές-τοπογραφικές εργασίες µεγάλης ή 

µικρής κλίµακας.   

 

Υπάρχουν πολύπλοκες µαθηµατικές σχέσεις που δίνουν µε ακρίβεια τις παραπάνω 

µετατροπές. Για τις ανάγκες αυτού του µαθήµατος θα δοθούν απλές σχέσεις που 

επιτρέπουν την µετατροπή ορθογώνιων συντεταγµένων από ένα σύστηµα (πχ τοπικό) 

σε ένα άλλο (πχ γενικό) σύστηµα συντεταγµένων. 

 

7. 3.2   Μετατροπή  µεταξύ Ορθογώνιων και Πολικών Συντεταγµένων 

 

Η θέση ενός τυχαίου σηµείου Α του επιπέδου µπορεί να ορισθεί µε ένα ζεύγος 

ορθογώνιων συντεταγµένων (x, y)  ή µε ένα ζεύγος πολικών συντεταγµένων (r, θ). 

 

Οπως φαίνεται στο Σχήµα 7.9, οι πολικές συντεταγµένες αναφέρονται σε σύστηµα 

που αποτελείται από τον πόλο Ο (ο οποίος συµπίπτει µε την αρχή ενός ορθογώνιου 

συστήµατος συντεταγµένων) και έχει αρχική διεύθυνση µέτρησης για τις πολικές 

γωνίες (συµπίπτει µε τον άξονα Οy). 

 

+ y

+ x

Α

Ο

y

x

r
θ

 
Σχήµα 7.9  Σχέση µεταξύ πολικών και ορθογώνιων συντεταγµένων 
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Οταν είναι γνωστές οι πολικές συντεταγµένες του σηµείου Α µπορούν να 

υπολογισθούν οι ορθογώνιες συντεταγµένες του ίδιου σηµείου και αντίστροφα µε 

χρήση των παρακάτω σχέσεων που προκύπτουν από την γεωµετρία του σχήµατος: 

 

θcosry
θsinrx

=
=

                           (7.10) 

 

επίσης  

2 2

xarctanθ
y

x yr ή
sinθ cosθ

xarctanθ
y

r x y

=

= =

=

= +

           (7.11) 

 

7.3.3  Μετατροπές Ορθογώνιων Συντεταγµένων 

 

Στις καθηµερινές τοπογραφικές εργασίες υπάρχει συχνά η ανάγκη να συσχετισθούν 

χάρτες ή τοπογραφικά διαγράµµατα που αναφέρονται σε διαφορετικά συστήµατα 

συντεταγµένων.  

 

Για τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων από ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµέ-

νων σε ένα άλλο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο µετασχηµατισµός οµοιότητας στο 

επίπεδο (similarity transformation). Η ιδιότητα που χαρακτηρίζει τον 

µετασχηµατισµό αυτό είναι η διατήρηση της µορφής των σχηµάτων.  Κατά τον 

µετασχηµατισµό αυτό ισχύουν µαθηµατικές σχέσεις µετατροπής  που αναφέρονται σε 

τρεις περιπτώσεις: 

- Παράλληλη µετατόπιση των αξόνων   

- Στροφή των αξόνων  

- Αλλαγή της κλίµακας (ενιαία για το επίπεδο εφαρµογής) 
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Οι σχέσεις που ακολουθούν συνδέουν τις επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες για 

µετάβαση από το σύστηµα συντεταγµένων Ι στο σύστηµα συντεταγµένων ΙΙ. 

 

7.3.4    Παράλληλη µετατόπιση των αξόνων  

 

Οταν οι συντεταγµένες της αρχής του συστήµατος Ι ως προς τις αντίστοιχες 

συντεταγµένες αρχής του συστήµατος ΙΙ είναι µετατοπισµένες κατά ( ), όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 7.10, τότε  ένα τυχαίο σηµείο Α µε συντεταγµένες (x, y)  στο 

σύστηµα Ι θα έχει συντεταγµένες στο σύστηµα ΙΙ που υπολογίζονται από τις σχέσεις : 

II
0

II
0 y,x

 

II
0

III

II
0

III

yyy

xxx

+=

+=
                                (7.12) 

 

Οι συντεταγµένες (x0, y0) είναι προσηµασµένες µε πρόσηµα που εξαρτώνται από την 

θέση της αρχής 0Ι ως προς την αρχή 0ΙΙ του συστήµατος ΙΙ.  

 

+ yII

+ xIIx0

y0

+ yI

+ xI

A

O
 

Σχήµα 7.10  Μετάθεση αρχής των συντεταγµένων 

 

 

7.3.5   Στροφή των αξόνων  

 

Εστω τα δύο ορθογώνια συστήµατα συντεταγµένων   Ι και ΙΙ  που έχουν κοινή αρχή 

Ο.  Οι άξονες του συστήµατος Ι πρέπει να στραφούν δεξιόστροφα κατά γωνία ω 
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(γωνία στροφής) για να ταυτιστούν µε τους άξονες του συστήµατος ΙΙ, όπως φαίνεται 

στο Σχήµα  7.11.  

 

 
Σχήµα 7.11  ∆εξιόστροφη στροφή των αξόνων δύο ορθογώνιων συστηµάτων 

συντεταγµένων µε κοινή αρχή 

 

Για το τυχαίο σηµείο Α µε γνωστές ορθογώνιες συντεταγµένες (xΙ, yΙ), οι αντίστοιχες 

συντεταγµένες του στο δεύτερο σύστηµα  ΙΙ προσδιορίζονται βάσει των σχέσεων  

(7.10) και (7.11), δηλαδή 

 

ω)(θcosry
ω)(θsinrx

II

II

−=

−=
                         (7.13) 

 

Η σχέση (7.14) γράφεται µετά από ανάπτυξη των τριγωνοµετρικών όρων 

 

ωsinθsinrωcosθ cosry
ωsinθcosr-ωcosθsinrx

II

II

+=

=
            (7.14) 

 

και µε χρήση των σχέσεων (7.10) και (7.11) η παραπάνω σχέση απλοποιείται ως 

εξής: 
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ωsinxωcosyy
ωsiny-ωcosxx

II

II

+=

=
              (7.15) 

 

Οι σχέσεις (7.16) µπορούν να γραφούν µε την µορφή πινάκων: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ωcosωsin
sinωcosω

Rόπου

y
x

R
y
x

I

I

II

II

             (7.16) 

 

Ο πίνακας R ονοµάζεται «πίνακας στροφής» και δεν έχει µονάδες. 

 

 

7.3.6   Αλλαγή κλίµακας  

 

Έστω δύο σηµεία Α και Β  που έχουν γνωστές συντεταγµένες στα δύο επίπεδα 

ορθογώνια συστήµατα συντεταγµένων Ι και ΙΙ (βλ. Σχήµα 7.12). Οπως φαίνεται στο 

Σχήµα 7.12, όταν η απόσταση SΙ
AB (όπως υπολογίζεται από τις επίπεδες 

συντεταγµένες των σηµείων Α και Β) στο σύστηµα Ι είναι ίδια µε την απόσταση  

SΙΙ
AB  µεταξύ των ίδιων δύο σηµείων στο σύστηµα ΙΙ, δηλαδή είναι SΙ

AB =  SΙΙ
AB  τότε 

τα δύο συστήµατα έχουν την ίδια κλίµακα.  

 

Όταν SΙ
AB ≠   SΙΙ

AB  , τότε τα δύο συστήµατα δεν έχουν την ίδια κλίµακα και πρέπει να 

χρησιµοποιηθεί ένας συντελεστής κλίµακας “m” (συνήθως ονοµάζεται κλίµακα 

παραµόρφωσης) που ορίζεται µε το λόγο ενός µήκους στο σύστηµα ΙΙ ως προς το 

αντίστοιχο µήκος στο σύστηµα Ι, δηλαδή: 

 

II
A

II
B

II
AB

II
A

II
B

II
AB

I
A

I
B

I
AB

I
A

I
B

I
AB

2I
AB

2I
AB

2II
AB

2II
AB

AB
I

II
AB

yy∆y,xx∆x

yy∆y,xx∆xόπου

∆y∆x

∆y∆x
S
Sm

−=−=

−=−=

+

+
==

            (7.17) 
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Εποµένως, οι συντεταγµένες στο σύστηµα ΙΙ υπολογίζονται από: 

  xII = m xI    και  yII = m yI     

 

+yI

+ xI

+ xII

+yII

SI
AB

SII
AB

A

B

A

B

 
 

Σχήµα 7. 12. Όταν SΙ
AB ≠   SΙΙ

AB  τότε χρησιµοποιείται η κλίµακα παραµόρφωσης  m 

 
 

7.3.7  Γενική περίπτωση  
 

Για ένα σηµείο του οποίου είναι γνωστή η θέση του (xI, yI) στο σύστηµα 

συντεταγµένων Ι, ζητείται να βρεθεί η αντίστοιχη θέση του στο σύστηµα II δηλαδή 

(xII, yII) . ∆ίνονται η θέση (x0, y0) της αρχής, η κλίµακα m και η γωνία στροφής  του 

συστήµατος I ως προς το σύστηµα II.   Η γενική σχέση που δίνει το µετασχηµατισµό 

είναι: 

ω)cosyωsin (xmyy

ω)sinyωcos(xmxx
IIII

0
II

IIII
0

II

++=

−+=
            (7.18) 

 

ή σε µορφή πινάκων 
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II
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y
x

y
x

ωcosωsin 
ωsinωcos

m
y
x

y
x

Rm
y
x

          (7.19) 

 

 

7.3.8    Προσδιορισµός παραµέτρων µετασχηµατισµού  

 

Σε πολλές τοπογραφικές εργασίες συχνά είναι γνωστές οι θέσεις σηµείων σε δύο 

συστήµατα συντεταγµένων. Οµως για να γίνει µετασχηµατισµός συντεταγµένων 

µεταξύ των δύο συστηµάτων, αρκεί να υπάρχουν κοινά σηµεία (τουλάχιστον δύο) µε 

γνωστές συντεταγµένες και στα δύο συστήµατα. Βάσει των κοινών αυτών σηµείων 

γίνεται ο προσδιορισµός των παραµέτρων µετασχηµατισµού.  Τα κοινά σηµεία θα 

πρέπει να είναι κατανεµηµένα στην περιοχή εφαρµογής για καλύτερο προσδιορισµό 

των παραµέτρων. Όταν υπάρχει µεγάλος αριθµός κοινών σηµείων, ο προσδιορισµός 

των παραµέτρων γίνεται συνήθως µε µαθηµατικές µεθόδους, όπως την χρήση της 

αρχής των ελαχίστων τετραγώνων. 

 

Μετά τον προσδιορισµό των παραµέτρων, δηλαδή την µετάθεση της αρχής των 

αξόνων, την στροφή των αξόνων και την κλίµακα, ακολουθεί ο προσδιορισµός των 

συντεταγµένων για όλα τα υπόλοιπα σηµεία στο νέο σύστηµα.   

 

Έστω δύο σηµεία Α και Β των οποίων οι θέσεις τους ( ), ( ), ( , 

( ) είναι γνωστές σε δύο συστήµατα ορθογώνιων συντεταγµένων I και II. Για 

τον προσδιορισµό των παραµέτρων µετασχηµατισµού µεταξύ των δύο συστηµάτων 

πρέπει να υπολογιστούν τα παρακάτω: 

I
A

I
A y,x I

B
I
B y,x II

A
II
A y,x )

II
B

II
B y,x

 

• Η απόσταση SAB και η γωνία διεύθυνσης αAB για κάθε σύστηµα, δηλαδή  

 

2II
AB

2II
AB

II
AB

2I
AB

2I
AB

II
AB

II
AB

II
ABII

ABI
AB

I
ABI

AB

∆y∆xS,∆y∆xS

∆y
∆xarctanα,

∆y
∆xarctanα

+=+=

==
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• Η κλίµακα m του συστήµατος II ως προς το σύστηµα Ι, δηλαδή  

I
AB

II
AB

S
Sm =  

 

• Η γωνία στροφής ω του συστήµατος II ως προς το σύστηµα Ι, δηλαδή 

 
II
AB

I
AB ααω −=  

 

• Το διάνυσµα της µετάθεσης ( ) βάσει ενός από τα δύο γνωστά σηµεία, 

έστω το σηµείο Α, δηλαδή 

II
0

II
0 y,x

 

myω)cos(mxω)sin(yy

myω)sin(mx)ωcos(xx
I
A

I
A

II
A

II
0

I
A

I
A

II
A

II
0

−−=

+−=
 

  

Οι σχέσεις µπορούν να εφαρµοσθούν είτε για το σηµείο Α ή για το σηµείο Β. Οταν 

εφαρµοσθούν οι σχέσεις και για τα δύο σηµεία Α και Β τότε λαµβάνεται ο µέσος 

όρος των παραµέτρων µετασχηµατισµού. 

 

 

7.4    Υπολογισµοί εµβαδών 
 

7.4.1   Εισαγωγή 

 

Στις πρακτικές τοπογραφικές εργασίες συχνά περιλαµβάνεται ο υπολογισµός του 

εµβαδού µιας έκτασης της επιφάνειας του εδάφους.  Εµβαδόν ενός τµήµατος είναι 

ουσιαστικά το εµβαδόν της προβολής της επιφάνειας πάνω στο οριζόντιο επίπεδο. 

 

Ο υπολογισµός του εµβαδού των σχηµάτων που αποτελούν τις εκτάσεις γίνεται µε 

την βοήθεια της επίπεδης γεωµετρίας και τριγωνοµετρίας.  Αυτά τα σχήµατα µπορεί 

να είναι γεωµετρικά  ή ακανόνιστα ενώ ο υπολογισµός γίνεται συνήθως αναλυτικά µε 

στοιχεία που µετρώνται απευθείας στο έδαφος ή/και λαµβάνονται από τοπογραφικά 

διαγράµµατα. 

 

 143



7.4.2   Υπολογισµός εµβαδού απλών γεωµετρικών σχηµάτων 

 

Μια επιφάνεια µπορεί να έχει γνωστό γεωµετρικό σχήµα ή µπορεί να χωριστεί σε 

γνωστά σχήµατα για να γίνει ο υπολογισµός του εµβαδού της. Οταν υπάρχουν όλα τα 

απαιτούµενα στοιχεία, τότε για τον υπολογισµό του εµβαδού της επιφάνειας µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν κατά περίπτωση οι γνωστές τριγωνοµετρικές σχέσεις. 

 

(α) Τρίγωνο 

υ
c

b

a

Γ

Α

Β

γ

α

β

 
Σχήµα 7.13   Τρίγωνο 
 

 

Αν  για το τρίγωνο του Σχήµατος 7.13 είναι: 

a, b, c   οι πλευρές  

Α, Β, Γ  οι κορυφές  

a, β, γ   οι γωνίες  

υ   το ύψος που αντιστοιχεί στην πλευρά b 

 

τότε το εµβαδόν του µπορεί να υπολογιστεί µε µια από τις παρακάτω σχέσεις: 

 

sinα
sinγsinβα

2
1E

γ)cotβ(cotυ
2
1sinγba

2
1E

υb
2
1E

2

2

=

+==

=

            (7.20) 
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Όταν είναι γνωστές οι τρείς πλευρές του τριγώνου είναι ευκολότερο να 

χρησιµοποιείται ο τύπος του Ηρωνα,  

 

c)b(a
2
1τ

c)(τb)(τa)(ττE

++=

−−−=
             (7.21) 

 

Άλλες χρήσιµες σχέσεις που ισχύουν για το τυχαίο τρίγωνο είναι οι παρακάτω. 

 

c
sinγ

b
sinβ

a
sinα

==    (γνωστός και σαν νόµος των ηµιτόνων) 

 

a2 = b2 + c2 – 2bc cosα       (γνωστός και σαν νόµος των συνηµιτόνων) 

b2 = c2 + a2 – 2ca cosβ 

c2 = a2 + b2 – 2ab cosγ 

 

(β) Τραπέζιο 

υ

b

a Γ

Α Β

δ γ
∆

 
Σχήµα 7.14   Τραπέζιο   

 
 
Αν  για το τραπέζιο του Σχήµατος 7.14 είναι: 

a, b   οι κύριες πλευρές  

Α, Β, Γ, ∆  οι κορυφές  

γ, δ   οι γωνίες που αντιστοιχούν στις κορυφές Γ, ∆ 

υ   το ύψος που αντιστοιχεί στην πλευρά a 

τότε το εµβαδόν του µπορεί να υπολογιστεί µε µια από τις παρακάτω σχέσεις: 
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]δ)cotγ(cotυυ[b
2
1E

υ
2

baE

2 ++=

+
=

            (7.22) 

 

(γ) Τυχαίο Τετράπλευρο 

 

Αν  για το τετράπλευρο του Σχήµατος 7.15 είναι: 

D1, D2,  οι διαγώνιες  

Α, Β, Γ, ∆  οι κορυφές  

γ, δ   οι γωνίες που αντιστοιχούν στις κορυφές Γ, ∆ 

υ1,  υ2   τα ύψη που αντιστοιχούν στις διαγώνιες D1, D2

 

υ2

D1

α

Γ

Α

Β

∆

υ1

D

 

 2

Σχήµα 7.15  Τυχαίο Τετράπλευρο 
 

τότε το εµβαδόν του µπορεί να υπολογιστεί µε µια από τις παρακάτω σχέσεις: 

 

2
sinαDDE

2
)υ(υDE

12

212

=

+
=

            (7.23) 

 

Τα απλά πολυγωνικά σχήµατα είναι δυνατό να διαιρεθούν µε ευθείες σε τρίγωνα.  

Εποµένως το συνολικό εµβαδόν του τετραπλεύρου  µπορεί να προκύψει ως άθροισµα 
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των εµβαδών των επιµέρους τριγώνων που σχηµατίζονται πχ των τριγώνων ΑΒΓ και 

ΑΓ∆  στο Σχήµα 7.15. 

 

(δ) Κύκλος 

 

Αν  για τον κύκλο και τον κυκλικό τοµέα του Σχήµατος 7.16 είναι : 

R  η ακτίνα  

d   η διάµετρος  

S   το µήκος του κυκλικού τόξου 

ω   η επίκεντρη γωνία  

 

R

d

ω R

S

 
Σχήµα 7.16  Ο κύκλος και ο κυκλικός τοµέας 

 

τότε το εµβαδόν του κύκλου είναι: 

 

2
2

2
dπR πE ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==        

και το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα είναι  

 

ή 

grad

grad2

2

400
ωR πE

360
ωR πE

=

=
o

o

                                          (7.24) 
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7.4.3   Υπολογισµός εµβαδού πολυγώνου µε ορθογώνιες συντεταγµένες 

 

Το εµβαδόν ενός πολυγωνικού σχήµατος µπορεί να υπολογισθεί σαν άθροισµα των 

επί µέρους εµβαδών εάν χωρισθεί σε γεωµετρικά σχήµατα (τρίγωνα, τραπέζια κλπ) ή 

αναλυτικά από τις ορθογώνιες συντεταγµένες των κορυφών του. 

Στο τυχαίο κλειστό πολύγωνο 1,2,3,..., n του Σχήµατος 7.17 είναι γνωστές οι 

συντεταγµένες όλων των κορυφών του καθώς και τα παρακάτω στοιχεία, µε i = 1, 2, 

3, …, n : 

O   η αρχή του καρτεσιανού συστήµατος xOy 

Si   το µήκος των ακτίνων Ο1, Ο2, ..., Οn 

αi   οι γωνίες διεύθυνσης  των ακτίνων Ο1, Ο2, ..., Οn 

Ei   τα εµβαδά των επιµέρους τριγώνων  

βi   οι γωνίες που αντιστοιχούν στη κορυφή κάθε τριγώνου 

y

x0

n

1

2

3

S1

S2

S3

β2

β1

α1
Ε1

Ε2
α2

 
Σχήµα 7.17  Τυχαίο κλειστό πολύγωνο 

 

Το συνολικό εµβαδόν του πολυγώνου είναι  Ε = Ε1 + Ε2 + Ε3 + ...+ Εn .  
Το εµβαδόν των επιµέρους τριγώνων δίνεται µε µια από τις σχέσεις της εξίσωσης 

(7.20), δηλαδή, 

 

21211

221122111

2112211

12211211

1211

yxxyE2
ήαcosSsinαS-sinαSαcosSE2
ή)αcossinα-αcos(sinαSSE2
ή)α(αsin SSsinβSSE2

sinβSS
2
1E

−=
=
=

−==
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Αντίστοιχα, για τα  άλλα τρίγωνα είναι: 

 

1n1nn

n1-nn1-n1-n

32322

yxxy2E
yxxy2E

yxxy2E

−=
−=

−=
 

 

Εποµένως, το τελικό εµβαδόν είναι: 

)y(yx...)y(yx)y(yx)E...E(E22E 11nn3122n1n21 −++−+−=+++= −  

 

Η γενική σχέση είναι: 

 

∑

∑

+−

+−

−=

−=

)x(xy2E
ή

)y(yx2E

1n1nn

1n1nn

           (7.25) 

 

 

Όπου n είναι το πλήθος των κορυφών του πολυγώνου, ενώ όταν n = 1 τότε η 

προηγούµενη κορυφή είναι η «n» και επόµενη η «2», και όταν n = n τότε η 

προηγούµενη κορυφή είναι η «n-1» και επόµενη η «1». 
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8. Γεωµετρία Σφαίρας 
 

                                                                           ∆. Σταθάς 
 

 



 

8.1    Εισαγωγή 
 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, όταν οι τοπογραφικές εργασίες εκτελούνται σε µικρές 

εκτάσεις, ως επιφάνεια αναφοράς, για την αναγωγή των µετρήσεων και την εκτέλεση 

υπολογισµών, χρησιµοποιείται η σφαιρική επιφάνεια µε την οποία προσεγγίζουµε το 

γεωειδές ( ή τη µέση στάθµη της θάλασσας- µ.σ.θ.). 

Κρίνεται λοιπόν σκόπιµο σ’ αυτό το κεφάλαιο να δοθούν κάποιοι βασικοί ορισµοί 

µεγεθών που αφορούν στη σφαιρική επιφάνεια καθώς επίσης στη  γεωµετρία της 

σφαίρας και στις αναλυτικές σχέσεις που συνδέουν τα παραπάνω µεγέθη µεταξύ τους. 

 
 
8.2   Η Γεωµετρία της σφαίρας – Ορισµοί –  Σφαιρικό τρίγωνο   
 

Η σφαιρική επιφάνεια είναι ο γεωµετρικός τόπος όλων εκείνων των σηµείων που 

ισαπέχουν από ένα σταθερό σηµείο. Η απόσταση αυτή είναι η ακτίνα της σφαίρας R 

και το σταθερό σηµείο είναι το κέντρο της Ο. 

µέγιστοι κύκλοι

µικροί κύκλοι

 
Σχήµα 8.1 Η σφαίρα µε τους κύκλους 

 

Η τοµή της σφαίρας µε  ένα επίπεδο  είναι κύκλος.  

Αν το επίπεδο αυτό διέρχεται από το κέντρο Ο τότε ο κύκλος που δηµιουργείται 

ονοµάζεται µέγιστος κύκλος (Σχ.8.1). 

∆υο σηµεία Α και Β πάνω στη σφαίρα (σφαιρική επιφάνεια) και το κέντρο Ο ορίζουν 

ένα επίπεδο, το οποίο διέρχεται από το κέντρο Ο. Το επίπεδο αυτό τέµνει τη σφαίρα 

και δηµιουργείται ένας µέγιστος κύκλος  του οποίου ένα τόξο είναι αυτό που ορίζεται 

από τα  δυο σηµεία Α και Β και έχει το µικρότερο µήκος.  
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Ο µέγιστος κύκλος είναι µοναδικός, ενώ υπάρχουν άπειροι άλλοι κύκλοι που 

διέρχονται από τα σηµεία Α και Β και είναι τοµές της σφαίρας µε τα αντίστοιχα 

επίπεδα. 

Όταν τρεις µέγιστοι κύκλοι τέµνονται µε τέτοιο τρόπο ώστε στη σφαιρική επιφάνεια 

να εµφανίζονται τρία τόξα που ορίζονται από τα σηµεία Α,Β,Γ τότε  τρίγωνο που 

δηµιουργείται ονοµάζεται σφαιρικό τρίγωνο (Σχ.8.2).  

O

A

B

Γ

α

α

γ
γβ

β

 

 

 

Σχήµα 8.2  Το σφαιρικό τρίγωνο µε τα στοιχεία του. 
 

Οι πλευρές του σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ είναι τα αντίστοιχα τόξα, ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ. 

Τα τόξα αυτά έχουν µέτρο ίσο µε το µέτρο των αντιστοίχων  επικέντρων γωνιών, οι 

οποίες βρίσκονται στους µέγιστους κύκλους  που ορίζονται από τα σηµεία και το 

κέντρο Ο. Συνήθως οι πλευρές των σφαιρικών τριγώνων, δηλ. τα τόξα, 

συµβολίζονται µε τα γράµµατα α,β,γ ή a,b,c όπως και στα επίπεδα τρίγωνα µε τη 

διαφορά όµως ότι αυτά εκφράζονται ως γωνιακά µεγέθη και εποµένως οι µονάδες 

τους είναι οι µοίρες (°) ή τα  ακτίνια (rad). 

Τα µήκη S των πλευρών ενός σφαιρικού τριγώνου είναι δυνατόν να υπολογισθούν, 

εφ’ όσον είναι γνωστή η ακτίνα της σφαίρας R, από τη σχέση που δίνει το µήκος 

τόξου ενός κύκλου το οποίο είναι και το µήκος τόξου µεγίστου κύκλου πάνω στη 

σφαίρα, π.χ. για το τόξο ΒΓ ισχύει (το α  σε rad): 

 

                                    RS ⋅=ΒΓ α                                                                            (8.1) 
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Οι γωνίες του σφαιρικού τριγώνου Α,Β,Γ  έχουν µέτρο ίσο µε το µέτρο των 

αντιστοίχων επιπέδων γωνιών που ορίζονται, σε κάθε κορυφή του τριγώνου, από τις 

εφαπτόµενες των τόξων στην κορυφή αυτή (Σχ.8.2). 

Το σφαιρικό τρίγωνο είναι προφανές ότι δεν είναι επίπεδο τρίγωνο και εποµένως το 

άθροισµα των γωνιών του δεν είναι ίσο µε 180º (ή π rad ) αλλά µεγαλύτερο. 

∆ηλαδή ισχύει: 

                                                                                               (8.2) E+=Γ+Β+Α o180

 

Η ποσότητα Ε ονοµάζεται σφαιρική υπεροχή.  

Η τιµή της (σε rad) δίνεται από τη σχέση: 

                           

                                 2R
TE =                                                                                     (8.3) 

όπου:  

Τ = το εµβαδόν του τριγώνου. 

R= η ακτίνα της σφαίρας. 

 
 
8.2.1 Μετρητικές   σχέσεις στο σφαιρικό τρίγωνο. 
 

Όπως στο επίπεδο τρίγωνο έτσι και στο σφαιρικό υπάρχουν σχέσεις οι οποίες 

συνδέουν τις γωνίες Α,Β,Γ και τις πλευρές του α,β,γ. Σε αυτές τις σχέσεις οι πλευρές 

δεν εισάγονται ως γραµµικά µεγέθη όπως αυτά θα υπολογίζονταν από την σχέση 

(8.1) αλλά ως γωνιακά. 

A

B

Γ
α

β
γ

 
 

Σχήµα  8.3 Σφαιρικό τρίγωνο 
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Υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία σχέσεων αλλά, από αυτές, θα δοθεί ένας µικρός αριθµός 

οι οποίες είναι  οι πλέον εύχρηστες. 

 

1.  Νόµος ηµιτόνου.   

                

                                     
Γ

=
Β

=
Α sin

sin
sin
sin

sin
sin γβα                                                           (8.4) 

 

2.   Νόµος συνηµιτόνου. 

 

                   Α⋅⋅+⋅= cossinsincoscoscos γβγβα                                              (8.5α) 

και 

                    αcossinsincoscoscos ⋅Γ⋅Β+Γ⋅Β−=Α                                          (8.5β) 

 
3.   Σχέσεις των  5 στοιχείων.  
 

           Α⋅⋅−⋅=Β⋅ coscossinsincoscossin γβγβα                                      (8.6α)      

                 αβ coscossinsincoscossin ⋅Γ⋅Β+Γ⋅Β=⋅Α                                      (8.6β)  

και 

                 Γ⋅Β−⋅=Β⋅ cotsincotsincoscos γαα                                                  (8.6γ) 

 
4. Αναλογίες του Napier.  

 

      

2
cos

2
cos

2
tan

2
sin

2
sin

2
tan

2
tan

Γ−Β

Γ+Β

⋅
+

=
Γ−Β

Γ+Β

⋅
−

=
γβγβα                                       (8.7α) 

 

      

2
cos

2
cos

2
cot

2
sin

2
sin

2
cot

2
tan γβ

γβ

γβ

γβ

+

−

⋅
Γ+Β

=
+

−

⋅
Γ−Β

=
Α                                       (8.7β) 
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Οι ίδιες σχέσεις ισχύουν για όλα τα στοιχεία του τριγώνου εφ’ όσον γίνει κυκλική 

µετάθεση των στοιχείων. 

 

5.   Ανισότητες που ισχύουν.  

 

   1.      Α < Β ⇔ α< β 

2.   Α+Β > π  ⇔  α+β > π 

3.  ⏐β-γ⏐< α < β+γ 

4.   α+π  > β+γ 

 

6.  Επίλυση σφαιρικού τριγώνου. 

 

Η επίλυση ενός σφαιρικού τριγώνου είναι εκείνη η διαδικασία κατά την οποία µε 

γνωστά τρία από τα βασικά στοιχεία είναι δυνατή η εύρεση των υπολοίπων. Η 

διαδικασία επίλυσης η οποία ακολουθείται κάθε φορά εξαρτάται από τα δεδοµένα µε 

την επιλογή των κατάλληλων σχέσεων. 

Γενικά πρέπει να ακολουθούνται οι παρακάτω κανόνες: 

1) Όπου είναι δυνατόν χρησιµοποιούνται σχέσεις υπολογισµού των στοιχείων 

χρησιµοποιώντας το συνηµίτονο ή την εφαπτοµένη επειδή δίνουν µοναδική λύση 

για το διάστηµα (0ο -180ο). 

2) Σε περιπτώσεις διπλών λύσεων (π.χ. µε το ηµίτονο) η επιλογή της κατάλληλης 

µπορεί να γίνει και µε τη βοήθεια των ανισοτήτων. 

  

 8.2.2   Ορθόπλευρα και  ορθογώνια σφαιρικά τρίγωνα 
 

Ορθόπλευρο λέγεται ένα σφαιρικό τρίγωνο όταν µια πλευρά του είναι τόξο µέτρου 

π/2 (90° ή 100 g). Ένα σφαιρικό τρίγωνο µπορεί να έχει ορθές τις  δύο ή και τις τρεις 

πλευρές του (δις- ή τρις ορθόπλευρο). 

 

Ορθογώνιο λέγεται ένα σφαιρικό τρίγωνο το οποίο έχει µια γωνία του ορθή. 

Και σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν δις- ή τρις- ορθογώνια σφαιρικά τρίγωνα 

ανάλογα µε το αν έχουν δύο ή τρεις γωνίες ορθές.  

Στα ορθογώνια ή ορθόπλευρα τρίγωνα ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις 4, 5α, 5β, 6α, 

6β, 7α, 7β αλλά απλοποιηµένες διότι οι αντίστοιχοι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των 
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γωνιών ή των πλευρών που έχουν µέτρο 90° λαµβάνουν την τιµή 1 ή 0 ανάλογα µε το 

αν πρόκειται για ηµίτονο ή συνηµίτονο. 

Για παράδειγµα αν το σφαιρικό τρίγωνο έχει  Α=90° τότε ισχύουν: 

         

          
cos cos cos cot cot
sin sin sin tan cot
cos cos sin tan cot

α β γ
β α γ

β γ

= ⋅ =

α

⋅
= ⋅ = ⋅
= ⋅ = ⋅

Β Γ
Β

Β Γ
Γ                                                                  (8.8) 

 

Με κυκλική µετάθεση προκύπτουν ανάλογες σχέσεις και για τα υπόλοιπα στοιχεία. 

 

8.2.3  Η Γη ως σφαίρα –Υπολογισµοί  στην επιφάνεια της γης 
 

Πολλές φορές (τοπογραφικές εργασίες σε περιορισµένη έκταση πχ των 100 τετραγ. 

χιλιοµέτρων) η γη µπορεί να θεωρηθεί  τοπικά ως µια σφαίρα. Το πιο ορθό θα ήταν 

αν λέγαµε ότι το γεωειδές προσεγγίζεται τοπικά από µια σφαίρα µε ακτίνα 

R=6371km. 

Η προσέγγιση αυτή γίνεται µε την  ταυτόχρονη παραδοχή της οµογενούς σφαίρας. 

Αυτό σηµαίνει ότι οι κατακόρυφες που περνούν από κάθε σηµείο του γήινου 

ανάγλυφου είναι κάθετες στην σφαιρική επιφάνεια και διέρχονται όλες από το 

κέντρο της (άρα είναι προεκτάσεις των αντιστοίχων ακτίνων της σφαίρας) (Σχ.8.4).  

A

A'

B

B'S

Rω

ΦΓΕ

κατακόρυφος

ω=γεωκεντρική γωνία

O

 
 

 

Σχήµα 8.4 Τοµή της σφαίρας όπου φαίνονται οι δυο κατακόρυφες που διέρχονται από 

τα Α και Β και προβάλλουν αυτά στη σφαίρα στις θέσεις Α’ και Β’.  
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Η γωνία ω που σχηµατίζουν δύο κατακόρυφες µε κορυφή το κέντρο της γης 

ονοµάζεται γεωκεντρική γωνία. Το µέτρο της υπολογίζεται από τη σχέση: 

                                  
R
S

=ω   (rad)                                                                           (8.9) 

όπου: S το µήκος του τόξου και   R η ακτίνα της γης.  

 

Όπως είναι γνωστό η γη περιστρέφεται γύρω από ένα άξονα που τη διασχίζει από τον 

Βόρειο ως το Νότιο πόλο. Ο µέγιστος κύκλος που είναι κάθετος σε αυτόν τον άξονα 

τέµνει τη γήινη σφαίρα κατά  το ισηµερινό επίπεδο και σχηµατίζει τον Ισηµερινό  

πάνω στη σφαιρική επιφάνεια (Σχ.8.5), όπου Α’: προβολή του Α στη σφαίρα. 

 
P

P'

I' I

µηδενικός µεσηµβρινός

ισηµερινός

παράλληλος

µεσηµβρινός

λ

φ

A

A'

h
γεωµετρικό υψόµετρο =AA'=h

 
 

Σχήµα  8.5 Η γήινη σφαίρα µε τους µεσηµβρινούς και τους παραλλήλους. 
 

 

Κάθε επίπεδο παράλληλο προς το ισηµερινό τέµνει τη γη κατά τους παράλληλους 

κύκλους.   

Οι µέγιστοι κύκλοι που εµπεριέχουν τον άξονα περιστροφής της γης ορίζουν πάνω 

στη γήινη σφαιρική επιφάνεια τους µεσηµβρινούς (Σχ.8.5). 

Οι τοµές αυτές της γήινης σφαίρας αναφέρονται και ως µεσηµβρινές τοµές. 

Ένα σηµείο πάνω στη γήινη σφαίρα ορίζεται µε τις γεωγραφικές του συντεταγµένες 

που είναι το γεωγραφικό πλάτος και το γεωγραφικό µήκος. 
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Ένα σηµείο του γήινου ανάγλυφου  προβάλλεται πάνω στη γήινη σφαίρα µέσω 

της κατακόρυφης (Σχ.8.4) και η προβολή του είναι εκείνη που προσδιορίζεται 

πλέον µε τις  γεωγραφικές συντεταγµένες (φ, λ). 

 

Στο Σχ.5 φαίνεται πώς η προβολή Α ενός σηµείου ορίζεται µε το γεωγραφικό πλάτος 

φ και το γεωγραφικό µήκος λ . Όπως φαίνεται σε αυτό το σχήµα τα µεγέθη αυτά 

αντιστοιχούν σε τόξα µεγίστων κύκλων.  

Το γεωγραφικό µήκος αντιστοιχεί σε τόξο στον κύκλο του Ισηµερινού µε αφετηρία 

τον µηδενικό µεσηµβρινό µε διάστηµα τιµών ( 0° έως 360°). Το γεωγραφικό πλάτος 

αντιστοιχεί σε τόξο το οποίο βρίσκεται  πάνω στον αντίστοιχο µεσηµβρινό µε 

αφετηρία µέτρησης τον Ισηµερινό και διάστηµα τιµών (-90°, +90°). Οι πιο 

συνηθισµένες µονάδες µέτρησης των µεγεθών αυτών είναι οι µοίρες (π.χ. 35°45'30˝ ). 

 

8.2.4   Μήκη  τόξων σε παράλληλο και σε µεσηµβρινό. 
 

Όπως αναφέρθηκε όλοι οι µεσηµβρινοί είναι µέγιστοι κύκλοι εποµένως η ακτίνα 

αυτών των κύκλων είναι ίση µε την ακτίνα της γήινης σφαίρας. Το ίδιο βέβαια 

συµβαίνει και µε τον µέγιστο κύκλο του Ισηµερινού. 

∆εν συµβαίνει όµως το ίδιο µε τους παραλλήλους.  

Κάθε παράλληλος, όπως αναφέρθηκε, δηµιουργείται από την τοµή της σφαίρας µε 

ένα επίπεδο παράλληλο προς τον Ισηµερινό και κάθετο στον άξονα περιστροφής. Το 

επίπεδο αυτό τέµνει τον άξονα σε σηµείο το οποίο είναι το κέντρο του κύκλου π.χ. Κ 

και ο παράλληλος έχει ακτίνα r όπως φαίνεται στο Σχ.8.6. 

O

R

r

P

P'

K

φ

 

 

                                 

Σχήµα 8.6 Μεσηµβρινή τοµή της γήινης σφαίρας όπου φαίνεται η τοµή της µε τον 
παράλληλο κύκλο. 
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Είναι προφανές ότι η σχέση που συνδέει την ακτίνα του παραλλήλου µε αυτήν της 

γήινης σφαίρας και το γεωγραφικό πλάτος, στο οποίο αντιστοιχεί ο παράλληλος, 

είναι: 

                                          ϕcos⋅= Rr                                                                   (8.10) 

 

∆υο σηµεία που βρίσκονται στον ίδιο παράλληλο έχουν το ίδιο πλάτος αλλά 

διαφορετικό µήκος.  

Έστω λοιπόν δυο σηµεία (Σχ.4.7) τα Α και Β τα οποία βρίσκονται στον ίδιο 

παράλληλο µε συντεταγµένες φΑ, λΑ και φΒ, λΒ .

Προφανώς φΑ = φΒ. Το µήκος του τόξου ΑΒ θα δίνεται από την σχέση: 

               

                  ( ) λϕλλλ ∆⋅⋅=∆⋅=−⋅= cosRrrS ABAB                                            (8.11) 

 

Προφανώς η σχέση 11 ισχύει όταν η ποσότητα ∆λ είναι σε  rad. 

Επειδή όµως το γεωγραφικό πλάτος και  µήκος µετριούνται συνήθως σε µοίρες είναι 

αναγκαία η µετατροπή του ∆λ σε ακτίνια. 

 

A

Γ

Β
rr

∆λ

∆φ
K

KA=KB=r=RcosφP

P'

II'

 
Σχήµα 8.7 Προσδιορισµός σηµείων στη γήινη σφαίρα. 

 

Εφαρµογή 1: ∆ίνονται δυο σηµεία Α, Β στον ίδιο παράλληλο µε 

λΑ = 23º  15'  24" και λΒ = 24º 12'  35"  φ = 38º  25'  30"  R=6371km. 

Να βρεθεί το µήκος του τόξου ΑΒ στον παράλληλο αυτό. 
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 Υπολογίζω το ∆λ αφού  µετατρέψω  σε δεκαδική µορφή.  

λ

λ

A

B

= + + =

= + + =

23
15
60

24
3600

23 2566667

24
12
60

35
3600

24 2097222

0

0

.

.
  

 

άρα  το ∆λ σε µοίρες και σε δεκαδική µορφή είναι: 

∆λ λ λ= − =B A 0 95305550.  

 

Γίνεται µετατροπή σε ακτίνια: 

∆λ
π

=
⋅

=
0 9530555

180
0 0166339564

.
. rad  

 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 11 το µήκος του τόξου του παραλλήλου είναι: 

( )S R km kAB = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =cos cos . . .ϕ λ∆ 6371 38 425 0 0166339546 83 0230 m   

 

Το γεωγραφικό πλάτος είναι και αυτό σε µοίρες αλλά σε δεκαδική µορφή. 

∆υο σηµεία που βρίσκονται πάνω στον ίδιο µεσηµβρινό έχουν το ίδιο γεωγραφικό 

µήκος. Έστω λοιπόν  δύο σηµεία Α και Γ (Σχ.4.7) πάνω στον ίδιο µεσηµβρινό. Ο 

µεσηµβρινός είναι ένας µέγιστος κύκλος της γήινης σφαίρας και εποµένως έχει 

ακτίνα R=6371km. Τα δύο σηµεία έχουν το ίδιο γεωγραφικό µήκος λΑ = λΓ αλλά 

διαφορετικά πλάτη φΑ και φΓ.  

 

Η επίκεντρη γωνία που αντιστοιχεί στο τόξο ΑΓ είναι προφανώς (Σχ.4.7) ίση µε: 

                           

                                  ∆ Γϕ ϕ ϕ= − A                                                                         (8.12) 

 

Εποµένως το µήκος του τόξου SΑΓ  στο µεσηµβρινό, όταν το ∆φ δίνεται σε ακτίνια, 

είναι: 

                                  S RΑΓ ∆= ⋅ ϕ                                                                          (8.13) 

 

Εφαρµογή 2: ∆ίνονται δύο σηµεία Α και Γ µε φΑ = 38º 25' 30" και φΓ= 41º 30' 45"  

τα οποία βρίσκονται στον ίδιο µεσηµβρινό. Να βρεθεί το µήκος του τόξου ΑΓ. 
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Μετατρέπουµε σε δεκαδική µορφή τα γεωγραφικά πλάτη όπως και στην 

προηγούµενη εφαρµογή: 

 

ϕ

ϕ

A = + + =

= + + =

°

°

38
25
60

30
3600

38 425

41
30
60

45
3600

41 5125

.

.Γ

 

Υπολογίζουµε το ∆φ σε ακτίνια: 

∆ Γ Αϕ ϕ ϕ
π

= − = ⋅ =°3 0875
180

0 05388704. .  

Από τη σχέση 13 υπολογίζεται το µήκος του τόξου: 

 

S R km kmΑΓ ∆= ⋅ = ⋅ =ϕ 6371 0 05388704 343314. .  

 
8.2.5 Μήκος τόξου που ορίζουν δυο τυχαία σηµεία - Αζιµούθιο. 
 

∆ύο σηµεία πάνω στη γήινη σφαίρα ορίζονται, όπως αναφέρθηκε, µε τις 

συντεταγµένες τους φ και λ.  

Στο Σχ.4.8 φαίνονται δύο τέτοια σηµεία τα Α  (φΑ ,λΑ) και Β (φΒ ,λΒ). 

 

P

P'

II'

A

BS
pA

∆λ

φ
φ

90
-φ

90-φ

A
B

B

A

A

BA
AB

 
 

Σχήµα 8.8  Τόξο που ορίζουν δύο τυχαία σηµεία στη γήινη σφαίρα. 
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Από τα δύο σηµεία διέρχεται ένας µέγιστος κύκλος ο οποίος τέµνει τη σφαιρική 

επιφάνεια κατά το τόξο SΑΒ.  

Ας δούµε µε ποιο τρόπο είναι δυνατόν να υπολογισθεί το µήκος του τόξου αυτού.  

Στη σφαιρική επιφάνεια δηµιουργείται ένα σφαιρικό τρίγωνο το οποίο έχει κορυφές 

τα σηµεία Α , Β και τον πόλο Ρ. 

 

Η γωνία που δηµιουργείται από τον µεσηµβρινό του Α και το τόξο ΑΒ είναι ίση µε τη 

γωνία που ορίζουν οι δύο εφαπτόµενες (στο µεσηµβρινό και το τόξο αντιστοίχως) οι 

οποίες διέρχονται από το σηµείο Α. Το ίδιο συµβαίνει και στο σηµείο Β.  

Η προσανατολισµένη γωνία η οποία έχει κορυφή το σηµείο Α (ή το Β), αρχική 

πλευρά την διεύθυνση (εφαπτοµένη) του µεσηµβρινού ΑΡ (ή ΒΡ αντιστοίχως) και 

τελική πλευρά την διεύθυνση (εφαπτοµένη) του τόξου ΑΒ (ή ΒΑ) ονοµάζεται 

Αζιµούθιο της ΑΒ (ή της ΒΑ αντιστοίχως) και συµβολίζεται ΑΑΒ (ή ΑΒΑ)∗. 

 

Το σφαιρικό τρίγωνο ΡΑΒ µε βάση τα παραπάνω έχει: 

 

1. Γωνίες:                   Ρ=∆λ,    Α=ΑΑΒ,      Β=360º-ΑΒΑ
2. Πλευρές τα τόξα:   ΑΡ= β = 90º-φΑ,   ΒΡ= α =90º-φΒ  και  ΑΒ= p = άγνωστο. 

 

Το µήκος του τόξου ΑΒ (SAB), µε δεδοµένη την ακτίνα R της γης,  µπορεί να 

υπολογισθεί εφ’ όσον πρώτα βρεθεί το µέτρο του τόξου ΑΒ= p εφαρµόζοντας τη 

σχέση (5α). 

 

          Ρ⋅⋅+⋅= cossinsincoscoscos βαβαp                                                      (8.14) 

 

δηλαδή µετά από αντικατάσταση: 

 

      ( ) ( ) ( ) ( ) λϕϕϕϕ ∆⋅−⋅−+−⋅−= Α
°

Β
°

Α
°

Β
° cos90sin90sin90cos90coscos p    (8.15) 

ή 

 

     λϕϕϕϕ ∆⋅⋅+⋅= ΑΒΑΒ coscoscossinsincos p                                               (8.16) 

                                                 
∗ Σηµείωση: η σχέση που συνδέει τα ΑΑΒ και ΑΒΑ, λαµβάνοντας υπόψη και τη διόρθωση λόγω 
σύγκλισης των µεσηµβρινών είναι: ΑΒΑ=ΑΑΒ+1800+∆Α 
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Από την 16 υπολογίζεται η γωνιακή τιµή p του τόξου ΑΒ εποµένως και η επίκεντρη 

γωνία στην οποία αντιστοιχεί δηλαδή η επίκεντρη γωνία που ανήκει στον µέγιστο 

κύκλο ο οποίος περνά από τα σηµεία Α και Β. 

Κατόπιν αυτού το µήκος του τόξου προκύπτει αν εφαρµοσθεί η σχέση (8.1). 

 

                                       pRS ⋅=ΑΒ                                                                       (8.17) 

όπου:  το p δίνεται σε ακτίνια 

 

Εάν εφαρµοσθεί η ίδια σχέση  (η  5α ), θεωρώντας πλέον γνωστό το τόξο ΑΒ, για το 

τόξο ΡΒ (=α) τότε έχουµε: 

 

                       App cossinsincoscoscos ⋅⋅+⋅= ββα          ή ισοδύναµα 

 

                 ( ) ( ) ( ) ΑΒΑΑΒ Α⋅−⋅+−⋅=− cos90sinsin90coscos90cos ϕϕϕ pp      ή 

 

                       ΑΒΑΑΒ Α⋅⋅+⋅= coscossinsincossin ϕϕϕ pp                              (8.18) 

 

Από την 18 µπορεί να υπολογισθεί η τιµή του Αζιµουθίου ΑΑΒ. 

Βλέπουµε λοιπόν ότι, όπως στο επίπεδο,  έτσι και στη σφαίρα αν δίνονται δυο 

σηµεία µε τις συντεταγµένες τους είναι δυνατόν να βρεθεί το µήκος και το 

αζιµούθιο  (2ο  θεµελιώδες πρόβληµα). 

 

Με ανάλογο τρόπο λύνεται και το αντίστροφο πρόβληµα δηλαδή: 

∆ίνονται οι συντεταγµένες ενός σηµείου, του Α  (φΑ , λΑ) , το µήκος SAB και το 

αζιµούθιο ΑΑΒ και ζητούνται οι συντεταγµένες του σηµείου Β. 

Αυτό είναι το ίδιο πρόβληµα όπως και στο επίπεδο δηλαδή το 1ο θεµελιώδες. 

Τα βήµατα που ακολουθούνται για τη λύση είναι: 

1. Από τη σχέση 17 υπολογίζεται το µέτρο του τόξου ΑΒ (p) που αντιστοιχεί στο 

µήκος SΑΒ. 

2. Από τη σχέση 18 υπολογίζεται το γεωγραφικό πλάτος φΒ. 

3. Από τη σχέση 16 υπολογίζεται το ∆λ οπότε: 

                                                    λλλ ∆+= ΑΒ                                                       (8.19) 
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Προσοχή 

Σε όλες τις παραπάνω ενέργειες χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή στις γωνιακές µονάδες. 

Όταν γίνεται µετατροπή του µήκους του τόξου σε γωνιακό µέγεθος (ή και 

αντιστρόφως), δηλαδή όταν χρησιµοποιείται η σχέση 8.17, τότε η γωνία θα πρέπει να 

εκφράζεται σε ακτίνια. Σε όλες τις άλλες σχέσεις οι γωνίες µπορεί να εκφράζονται 

και σε άλλες µονάδες όπως µοίρες (για τα φ και λ) ή και σε βαθµούς (π.χ. για το 

Αζιµούθιο). 

 

Εφαρµογή  :  (η λύση που δίνεται επιτυγχάνεται µε Η/Υ τσέπης) 

∆ίνονται οι συντεταγµένες δύο σηµείων Α και Β. Να βρεθεί το µήκος του τόξου SΑΒ 

και το Αζιµούθιο ΑΑΒ  (Σχ.8.8). 

φΑ= 38º 25' 30" , λΑ=23º 15' 18" ,  φΒ=41º 30' 45" ,  λΒ= 24º 12' 36"  ,  R=6371km 

Λύση: 

Πρώτα  µετατρέπω τις µοίρες σε δεκαδική µορφή όπως και στις προηγούµενες 

εφαρµογές  έτσι έχω: 

φΑ=38.425 , λΑ=23.255 , φΒ=41.5125 , λΒ=24.2100 

 

Υπολογίζω το ∆λ: 

955.0=−=∆ ΑΒ ϕϕλ  

Από τη σχέση 16 υπολογίζω το τόξο ΑΒ(=p) ως γωνιακό µέγεθος δίνοντας τα 

δεδοµένα µε τη δεκαδική τους µορφή. 

9984669575.0cos =p  άρα    173001124.3)9984669575.0arccos( °==p

 

Υπόδειξη- παρατήρηση 

Η συνάρτηση arccosx  σηµαίνει το «το τόξο (γωνία) η οποία  έχει συνηµίτονο τον αριθµό x». 

Στα Ελληνικά η συνάρτηση αυτή γράφεται τοξσυνx.  

Ανάλογες συναρτήσεις ισχύουν και για τους άλλους τριγωνοµετρικούς αριθµούς  δηλαδή 

αrcsinx  (τοξηµx),  arctanx  (τοξεφx) ,arccotx  (τοξσφx) κλπ. 

Στον Η/Υ τσέπης οι συναρτήσεις αυτές εµφανίζονται τις περισσότερες φορές µε τη µορφή της 

αντίστροφης συνάρτησης δηλ  sin-1 , cos-1, tan-1. 
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Κατόπιν υπολογίζω το µήκος του τόξου SΑΒ χρησιµοποιώντας τη σχέση 8.17  αφού 

πρώτα µετατρέψω το p σε ακτίνια. 

radp 0553793168.0
180

173001124.3 =⋅=
π  

mkmkmS 627.352821821627.3520553793168.06371 ==⋅=ΑΒ  

 

Από τη σχέση 18 µπορώ να υπολογίσω το Αζιµούθιο ΑΑΒ. 

 

9742478867.0
cossin

sincossincos =
⋅

⋅−
=

A

AB
AB p

pA
ϕ

ϕϕ  

03108265.13)9742478867.0(arccos °
ΑΒ ==Α  

Το αζιµούθιο µπορώ να το µετατρέψω σε εξηκονταδική µορφή (δηλ. µº  π'  δ" ) µε 

την ακόλουθη διαδικασία: 

µ=13º 

π  =  (13.03108265 – 13)*60 = 1.864959 άρα  π = 1' 

δ = (1.864959-1)*60 = 51.89754     άρα  δ =  51".9 (στρογγύλευση) 

Άρα   ΑΑΒ = 13º  1'  51".9  

 

Αντίστροφο πρόβληµα . 

 

∆ίνονται οι συντεταγµένες ενός σηµείου Α, το µήκος SΑΒ και το Αζιµούθιο ΑΑΒ. Να 

βρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Β. 

φΑ= 38º 25' 30"  , λΑ=23º 15' 18" ,  SΑΒ=352821.627m,  ΑΑΒ= 13º 1' 51".9. 

Λύση: 

Όπως και στην προηγούµενη εφαρµογή γίνεται µετατροπή των γωνιακών µεγεθών σε 

δεκαδική µορφή. 

Από τη σχέση 17 υπολογίζω την τιµή του ρ. 

rad
m

m
R

Sp 0553793168.0
6371000

627.352821
=== ΑΒ           ή 

173001122.31800553793168.0 °=⋅=
π

p  

 

Από τη σχέση 18 µπορώ τώρα να υπολογίσω το πλάτος φΒ. 
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6627834292.0sin =Βϕ                    άρα 

5403415125.41)6627834292.0(arcsin ′′′=== °°
Βϕ  

 

Από τη σχέση 16 υπολογίζω το ∆λ. 

9998610939.0
coscos

sinsincoscos =
⋅

⋅−
=∆

ΒΑ

ΒΑ

ϕϕ
ϕϕ

λ
p      άρα 

81750954999879.0)9998610939.0(arccos ′′′===∆ °°λ  

 

Από τη σχέση 19 υπολογίζω το λΒ. 

...999.532124...209999.24 ′′′==∆+= °
ΑΒ λλλ  

 

Οι µικρές διαφορές που παρατηρούνται στα αποτελέσµατα σε σχέση µε αυτά της 

προηγούµενης εφαρµογής οφείλονται σε πράξεις, στρογγυλεύσεις κλπ.  
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