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1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
 
1.1   ΟΡΙΣΜΟΙ  
 
1.1.1   Γεωδαισία / Τοπογραφία 

Με τον όρο Γεωδαισία χαρακτηρίζεται η επιστήµη που έχει ως κύριο αντικείµενο 
τον προσδιορισµό του σχήµατος και µεγέθους της φυσικής γήινης επιφάνειας, το 
πεδίο βαρύτητας της γης και τις µεταβολές τους στο χρόνο. Συχνά, 
χρησιµοποιείται ο όρος τοπογραφία για να δηλώσει την αποτύπωση τµηµάτων της 
φυσικής γήινης επιφάνειας (φυσικής ή τεχνητής) µε προσδιορισµένες απαιτήσεις 
ακρίβειας και την απόδοση τους σε χάρτες ή τοπογραφικά διαγράµµατα. 
Απαιτείται εποµένως, µια συνδυασµένη γνώση των οργάνων µέτρησης, των 
διαδικασιών και µεθοδολογιών µέτρησης και των µαθηµατικών και στατιστικών 
µεθόδων για τον υπολογισµό των απαιτούµενων µεγεθών. 

Η γεωδαισία είναι µια από τις αρχαιότερες επιστήµες  και εξακολουθεί µέχρι 
σήµερα να είναι απαραίτητη αφού η εφαρµογή της είναι εµφανής σε πολλές 
ανθρώπινες δραστηριότητες, π.χ. στην χαρτογράφηση της επιφάνειας της γης 
αλλά και άλλων πλανητών, στην παραγωγή χαρτών για χρήση στην ξηρά, στην 
θάλασσα και  στον αέρα, στον προσδιορισµό των ορίων ιδιοκτησίας για ιδιωτικές 
και δηµόσιες χρήσεις, στην δηµιουργία χωρικών και γεωµετρικών πληροφοριών 
που συνεισφέρουν στην διαχείριση του περιβάλλοντός µας, κ.λ.π. Επίσης, έχει 
σηµαντικό ρόλο σε πολλές ειδικότητες των µηχανικών, όπως για παράδειγµα, στον 
σχεδιασµό, στην υλοποίηση και στην συντήρηση τεχνικών έργων (όπως δρόµοι, 
κτίρια, γέφυρες, φράγµατα, αποχετευτικά έργα, ορυχεία), στην βιοµηχανία (όπως 
έλεγχος ορθής κατασκευής κατά την βιοµηχανική παραγωγή, ορθής λειτουργίας 
βιοµηχανικών εγκαταστάσεων κ.λ.π.) και σε πολλές άλλες συναφείς επιστήµες 
όπως γεωγραφία, γεωλογία, γεωφυσική, µετεωρολογία,  αρχαιολογία, κλπ.     

Η Γεωδαισία στο πρακτικό της µέρος έχει να κάνει µε µετρήσεις 
γωνιών/διευθύνσεων, µηκών και υψοµετρικών διαφορών αλλά και άλλων 
δυναµικών µεγεθών (ένταση του πεδίου βαρύτητας, συνθήκες περιβάλλοντος 
κ.λ.π.) που µε τις κατάλληλες µεθόδους επεξεργασίας µπορούν να αποδώσουν µε 
προσδιορισµένη ακρίβεια, το ανάγλυφο της περιοχής (ή του αντικειµένου) που 
θέλουµε να αποτυπωθεί. Στα επόµενα κεφάλαια θα αναλυθούν οι τεχνικές 
µέτρησης κάθε µεγέθους καθώς και τα όργανα που χρησιµοποιούνται σε κάθε 
περίπτωση. 
 
1.1.2 Ιστορική εξέλιξη της γεωδαισίας 

Η λέξη Γεωδαισία είναι ελληνική. Προέρχεται από τις λέξεις Γη και ∆αίω και 
σηµαίνει «µοιράζω τη γη». Μαζί µε την Αστρονοµία και τη Γεωγραφία είναι 
γνωστές από την αρχαιότητα. 

Την εποχή της ακµής των λαών της Μεσοποταµίας και της Αιγύπτου, κατά την 
τρίτη π.Χ. χιλιετία, διαπιστώνεται από αρχαιολογικά ευρήµατα ότι οι λαοί αυτοί 
είχαν γνώσεις αστρονοµίας και γεωµετρίας και είχαν αναπτύξει τεχνικές 
µετρήσεων, υπολογισµού εµβαδών απλών σχηµάτων και απεικόνισης τµηµάτων 
του εδάφους. Ο πάπυρος Rhind αποτελεί ένα από τα αρχαιότερα γραπτά µνηµεία 
που περιγράφει εφαρµογές της γεωµετρίας για τη λύση απλών γεωδαιτικών 
προβληµάτων, ενώ είναι γνωστό ότι οι Αιγύπτιοι είχαν κτηµατολόγιο και είχαν 
αναπτύξει τεχνικές που τους επέτρεπαν την επανατοποθέτηση των 
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(κατεστραµµένων) ορίων των ιδιοκτησιών µετά από τις πληµµύρες του Νείλου. Τις 
γνώσεις αυτές τις κατείχε το ιερατείο το οποίο και τις εφάρµοζε. 

Οι ρίζες της γεωδαισίας ανάγονται στην αρχαία Ελλάδα. Αρχαίοι έλληνες 
φιλόσοφοι ασχολήθηκαν µε το σχήµα της γης, τις κινήσεις της, τη σχέση της µε 
άλλους πλανήτες  και την απεικόνιση της γήινης επιφάνειας σε χάρτες. Εξέλιξαν 
τη γεωµετρία, την οποία πήραν από τους Αιγυπτίους και τους λαούς της 
Μεσοποταµίας (Σουµέριους, Ασσύριους, Βαβυλώνιους) προκειµένου να 
αναπτύξουν µεθόδους υπολογισµών και να κατασκευάσουν όργανα για να 
µετρήσουν διάφορα µεγέθη. 

Σπουδαίοι γεωµέτρες της αρχαίας Ελλάδας (6ος έως και 4ος π.Χ. αιώνας) υπήρξαν ο 
Θαλής (έθεσε τις βάσεις της Γεωµετρίας) και ο Αναξίµανδρος από τη Μίλητο 
(χάραξε χάρτη του µέχρι τότε γνωστού κόσµου µε τη γη σαν κύλινδρο), ο 
Πυθαγόρας από τη Σάµο (ανέπτυξε τα µαθηµατικά), ο Πλάτωνας από την Αθήνα 
(Κοσµογονία), ο Αριστοτέλης από τα Στάγειρα (δίνει πρώτος τον ορισµό της 
γεωδαισίας την οποία διαχωρίζει από τη γεωµετρία, αλλά θεωρεί τη γη σαν 
σφαίρα, ακίνητη στο κέντρο του σύµπαντος γύρω από την οποία περιστρέφονται ο 
ήλιος και οι πλανήτες). Την ίδια εποχή ο Ευπαλίνος από τη Σάµο κατασκευάζει στο 
νησί σήραγγα µήκους περίπου 1250m για τη µεταφορά νερού (Ευπαλίνειο 
όρυγµα). Το έργο αυτό θεωρείται επίτευγµα για την εποχή. 

Κατά τους Αλεξανδρινούς χρόνους ο Ευκλείδης καταγράφει σε 13 βιβλία όλη τη 
µέχρι τότε γνώση της γεωµετρίας. Ο Αρίσταρχος από τη Σάµο διατυπώνει τη 
θεωρία του ηλιοκεντρικού συστήµατος, και υποστηρίζει τις δύο κινήσεις της γης 
(περί τον άξονά της και γύρω από τον ήλιο). Ο Αρχιµήδης από τις Συρακούσες, 
ένας από τους σπουδαιότερους αρχαίους έλληνες µηχανικούς, εκτιµά το µήκος 
τόξου 1 µοίρας της γήινης σφαίρας. Ο Ερατοσθένης από την Κυρήνη (υπήρξε 
βιβλιοθηκάριος της περίφηµης αλεξανδρινής βιβλιοθήκης) θεωρείται ο πατέρας 
της γεωδαισίας. Αποδεικνύει το σφαιρικό σχήµα της γης και είναι ο πρώτος που 
προσδιορίζει την ακτίνα και την περίµετρο της γης, την οποία παραδεχόταν 
σφαιρική, µε αστρονοµικές και γεωδαιτικές µετρήσεις και υπολογισµούς. 
Συντάσσει επίσης χάρτη του κόσµου µε κάναβο. Ο Ήρωνας από την Αλεξάνδρεια 
γράφει το πρώτο γεωδαιτικό σύγγραµµα («Περί µετρικών Α, Β και Γ» και «Περί 
διόπτρας») στο οποίο αναφέρονται µέθοδοι µέτρησης γωνιών και αποστάσεων και 
τεχνικές χαράξεων τεχνικών έργων. Ο Ίππαρχος από τη Νίκαια της Βιθυνίας, που 
θεωρείται πατέρας της Αστρονοµίας, εισάγει τη χρήση αστρονοµικών 
συντεταγµένων για τον προσδιορισµό θέσης. Κατά την αρχαιότητα εφευρέθηκαν 
και εξελίχθηκαν τα πρώτα γεωδαιτικά όργανα: ο γνώµονας, η διόπτρα και ο 
αστρολάβος. 

Οι Ρωµαίοι αξιοποιούν τις γνώσεις των Ελλήνων αλλά δεν τις αναπτύσσουν 
παραπέρα. Εισάγουν το κτηµατολόγιο (Capidastrum) για τον υπολογισµό φόρων 
της γαιοκτησίας και χρησιµοποιούν ειδικευµένους µηχανικούς – γεωµέτρες που 
ονοµάζονται Αγροµέτρες (Agrimensores) που λειτουργούν ως συµβολαιογράφοι, 
εφοριακοί και δικαστές σε συνοριακές διαφορές.  

Κατά τα Μεσαιωνικά χρόνια στον κόσµο κυριαρχεί ο σκοταδισµός και η 
οπισθοδρόµηση, ενώ επικρατούν θεοκρατικές αντιλήψεις. Μόνον οι Άραβες, που 
µεταφράζουν στη γλώσσα τους τα έργα του Ευκλείδη, του Ηρωνα και του 
Πτολεµαίου, αναπτύσσουν τη γεωµετρία και τα µαθηµατικά (η λέξη άλγεβρα είναι 
αραβική), ασχολούνται µε τη µαθηµατική γεωδαισία και εξελίσσουν τα όργανα 
µέτρησης. Οι Άραβες µεταδίδουν, µέσω των κατακτήσεων τους στην Ευρώπη, 
γνώσεις γεωδαισίας, αστρονοµίας και χαρτογραφίας.  
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Με την Αναγέννηση µια νέα εποχή αρχίζει για τη γεωδαισία όπως και για τις 
υπόλοιπες φυσικές επιστήµες. Ήδη από την αρχή της πρώτης µ.Χ. χιλιετίας, έργα 
των αρχαίων ελλήνων φιλοσόφων που διασώθηκαν, αρχίζουν να µεταφράζονται 
στα λατινικά, ενώ η ανακάλυψη της τυπογραφίας συµβάλλει σηµαντικά στη 
διάδοσή τους. Τον 16ο αιώνα ο Κοπέρνικος επαναδιατυπώνει και τεκµηριώνει µε 
παρατηρήσεις τη θεωρία του Αρίσταρχου, ο Kepler εκφράζει τους τρεις νόµους για 
τις τροχιές των πλανητών ενώ ο Γαλιλαίος κατασκευάζει το αστρονοµικό 
τηλεσκόπιο, χρονόµετρα και εκκρεµή. Την ίδια εποχή ο Fernel µε 
αστρογεωδαιτικές παρατηρήσεις µετρά το µήκος τόξου του µεσηµβρινού από το 
Παρίσι µέχρι την Αµιένη. Χρησιµοποιώντας τις µετρήσεις αυτές ο Lalande 
υπολογίζει το µέγεθος της γήινης σφαίρας.  

Τον 17ο  αιώνα ο Ολλανδός Snelius επινοεί τη µέθοδο του τριγωνισµού, 
αξιοποιώντας τους λογάριθµους και τους λογαριθµικούς πίνακες (Napier), και τη 
συµπλήρωση της Τριγωνοµετρίας. Σηµαντικό ρόλο στην εφαρµογή του 
τριγωνισµού παίζει η κατασκευή του θεοδόλιχου, σαν εξέλιξη της διόπτρας του 
Ηρωνα, που βελτιώνεται αργότερα µε την προσθήκη τηλεσκοπίου το οποίο 
αργότερα µε την προσθήκη σταυρονήµατος γίνεται σκοπευτικό. Με την εφαρµογή 
του τριγωνισµού είναι πλέον δυνατόν να προσδιορισθούν µε ακρίβεια οι 
διαστάσεις της σφαιρικής γης, και να υπολογισθούν µήκη τόξων µεταξύ σηµείων 
που απέχουν µερικές δεκάδες χιλιόµετρα. Τον ίδιο αιώνα ο Νεύτωνας διατυπώνει 
το νόµο της παγκόσµιας έλξης µε αποτέλεσµα τη µετάβαση από το µοντέλο της 
σφαιρικής γης στο µοντέλο του γήινου ελλειψοειδούς που είναι πεπλατυσµένο 
στους πόλους.  

Το 1792 η γαλλική κυβέρνηση αποφασίζει να εισάγει το µέτρο σαν ενιαία µονάδα 
µέτρησης γραµµικού µεγέθους. Η γαλλική Ακαδηµία ορίζει ότι το ένα µέτρο 

ισούται µε το 7101 −⋅  του τεταρτηµορίου του κεντρικού Γαλλικού µεσηµβρινού. Το 
µήκος του µεσηµβρινού µετρήθηκε µέσω τριγωνισµού από τους Delambre,  
Mechain, Borda και Laplace. Τον επόµενο αιώνα ο Gauss εισάγει το κριτήριο των 
ελαχίστων τετραγώνων για τη συνόρθωση παρατηρήσεων τριγωνισµού, ενώ την 
ίδια εποχή ο Legendre, ανεξάρτητα από τον Gauss αναπτύσσει το ίδιο κριτήριο και 
το χρησιµοποιεί για τη συνόρθωση µηκών τόξων. Ο Helmert λαµβάνει υπόψη του 
τις αποκλίσεις της κατακορύφου για τον υπολογισµό των ακριβών διαστάσεων του 
γήινου ελλειψοειδούς. ∆ιαστάσεις γήινου ελλειψοειδούς υπολογίζουν την ίδια 
εποχή και οι Everest και Clark. 

Την ίδια εποχή εισάγεται από τον Gauss η έννοια της ισοδυναµικής επιφάνειας 
του γήινου πεδίου βαρύτητας που προσεγγίζει καλύτερα τη µέση στάθµη της 
θάλασσας, ενώ αργότερα ο Listing ονοµάζει την επιφάνεια αυτή γεωειδές. Τέλος 
στα τέλη του 19ου αιώνα ο Helmert  συγγράφει τη «Μαθηµατική και Φυσική 
θεωρία της Γεωδαισίας» στην οποία συµπεριλαµβάνει όλη τη µέχρι τώρα γνώση.  

Ο 18ος και 19ος αιώνας χαρακτηρίζεται από σηµαντικές εξελίξεις και βελτιώσεις 
στον τοµέα των οργάνων. Με την τεχνολογική επανάσταση που συντελείται, 
κυρίως µετά το τέλος του Β Παγκόσµιου πόλεµου, η γεωδαισία αναπτύσσεται 
ραγδαία  σε όλους τους τοµείς. Η εκτόξευση τεχνητών δορυφόρων, πρώτα από 
τους Σοβιετικούς (Sputnik I & II) και αργότερα από τους Αµερικανούς (Explorer I) 
εγκαινιάζει µια νέα εποχή, την εποχή της διαστηµικής και δορυφορικής 
γεωδαισίας. Η χρήση δορυφόρων για τον προσδιορισµό θέσης σε συνδυασµό µε 
µη δορυφορικά συστήµατα δίνει τη δυνατότητα ίδρυσης παγκόσµιων συστηµάτων 
αναφοράς υψηλής ακρίβειας. Σήµερα το δορυφορικό σύστηµα GPS 
χρησιµοποιείται ευρύτατα για την ίδρυση ή επαναµέτρηση των εθνικών 
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τριγωνοµετρικών δικτύων, για τη µελέτη του γήινου πεδίου βαρύτητας, την 
παρακολούθηση της κίνησης των τεκτονικών πλακών, τον ακριβή προσδιορισµό 
των παραµέτρων περιστροφής της γης.  

 Στα επόµενα κεφάλαια θα αναλυθούν οι τεχνικές µέτρησης των βασικών µεγεθών, 
τα όργανα που χρησιµοποιούνται σε κάθε περίπτωση και έµφαση θα δοθεί στην 
ανάλυση και τον ποιοτικό έλεγχο των παρατηρήσεων. 
 
1.1.3   Μονάδες µετρήσεων  

Οι γεωδαιτικές διαδικασίες µέτρησης αναφέρονται τόσο σε γραµµικά όσο και σε 
γωνιακά µεγέθη. Οι βασικές µονάδες στο ∆ιεθνές Σύστηµα Μονάδων (SI) δίνονται 
στον Πίνακα 1.1 για τα γραµµικά µεγέθη, στον Πίνακα 1.2 για τις επιφάνειες,  στον 
Πίνακα 1.3 για τον όγκο και στον Πίνακα 1.4 για τα γωνιακά µεγέθη. 

1.1.3α Μονάδες µήκους και επιφάνειας 
Μονάδα Μήκους : µέτρο (m) 

1 δεκάµετρο  = 101 m= 1 dam 1 δεκατόµετρο  = 10-1 = 1 dm 
1 εκατόµετρο  = 102 m= 1 hm 1 εκατοστό  = 10-2 = 1 cm 
1 χιλιόµετρο  = 103 m= 1 km 1 χιλιοστό  = 10-3 = 1 mm 
1 µεγάµετρο  = 106 m= 1 Μm 1 µικρόµετρο  = 10-6 = 1 µm 
1 γιγάµετρο  = 109 m = 1 Gm 1 νανόµετρο  = 10-9 = 1 nm 
1 τεράµετρο  = 1012 m = 1 Τm 1 πικόµετρο  = 10-12 = 1 pm 

Πίνακας 1.1  Μονάδες γραµµικών µεγεθών 

Άλλες µονάδες µήκους, εκτός του συστήµατος SI, που χρησιµοποιούνται συχνά 
είναι: 

1 ίντσα (inch) = 0.025 m 
1 πόδι (foot)   =  12  ίντσες = 0.3048 m 
1 γιάρδα (yard) = 3 πόδια = 0.9144 m 
1 µίλι (mile)  = 1609.3440 m 
1  ναυτικό µίλι (nautical mile) = 1851.9953 m 

Επιφάνεια : τετραγωνικό µέτρο (m2) 
1 στρέµµα = 103 m2  1 τετρ. δέκατο του µέτρου  = 10-2 m2 = 1 

dm2 
1 εκτάριο  = 104 m2 = 1 ha 1 τετρ. εκατοστό  = 10-4 m2 = 1 cm2 
1 τετραγωνικό χιλιόµετρο  = 106 m2 = 1 
km2 

1 τετρ. χιλιοστό  = 10-6 m2 = 1 mm2 

Πίνακας 1.2  Μονάδες επιφάνειας 

 
Όγκος : κυβικό µέτρο (m3) 

1 m3   = 106 cm3 = 109 mm3 1 λίτρο (litre)  = 10-3 m3  
1 cm3  = 10-6 m3  1  m3   = 103 λίτρα 
1 mm3  = 10-9 m3  

Πίνακας 1.3  Μονάδες όγκου 

 

1.1.3β Μονάδες γωνιών 

Τα γωνιακά µεγέθη µετρώνται σε µοίρες (εξηκονταδική ή δεκαδική µορφή) και σε 
ακτίνια. 

To ακτίνιο (radian ή rad)  ισούται µε την επίκεντρη γωνία που βλέπει σε τόξο 
µήκους ίσου µε την ακτίνα του κύκλου.  Ισχύει ότι:  
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1 περιφέρεια κύκλου  = 2π rad = 4 ορθές γωνίες 

Η εξηκονταδική και δεκαδική µορφή των µονάδων γωνίας δίνεται στον Πίνακα 
1.4: 
 

Εξηκονταδική µορφή (° ή deg) Εκατονταδική µορφή (grad) 
1 περιφέρεια κύκλου  = 360° (µοίρες ή 
degrees) 

1 περιφέρεια κύκλου  = 400g (βαθµοί ή 
gradients ή gon) 

1 °  = 60´ (λεπτά τόξου) 1 g  = 100 cgon (centigon ή c) 
1´  = 60´´ (δευτερόλεπτα τόξου) 1 cgon  = 100 ccgon (milligon) 

Πίνακας 1.4  Μονάδες γωνιών 

 
Η σχέση που συνδέει τα γωνιακά µεγέθη είναι: 

1 περιφέρεια κύκλου  = 2π rad = 360° = 400g 
ή 

g200

γ

180

θ

rad

α
==

o
         (1.1) 

όπου η γωνία θ είναι σε δεκαδική µορφή. 

Έτσι, προκύπτουν τα παρακάτω: 

rad
10200

π
1

rad
10200

π
1

rad
200

π
1

rad
60180

π
1

rad
60180

π
1 

rad
180

π
1 

4
cc

2
c

g

2

×
=

×
=

=

×
=′′

×
=′

=o

 

Για την µετατροπή µιας γωνίας, σε µοίρες, από εξηκονταδική (µ° π' δ'') σε 
δεκαδική µορφή  ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία: 

Έστω η γωνία θ =38° 15' 18'', τότε  

µ° =38°  

π' = o25.0
06

51
=

′
′

 

δ'' = o005.0
0360

81
=

′
′

 

άρα, θ = 38°.255 

 



 6

Για την µετατροπή µιας γωνίας, σε µοίρες, από δεκαδική σε εξηκονταδική µορφή  
ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία: 

Έστω η γωνία θ =38°.255, τότε  

µ° =38°  

π' = (38°.255 - 38°) × 60' = 15.3' 

δ'' = (15.3' – 15') × 60'' = 18'' 

άρα, θ = 38° 15' 18'' 

Όταν η γωνία µετράται σε µονάδες βαθµών (grad)  η συνηθέστερη  µορφή της 
είναι π.χ. 215g.3550 που είναι ισοδύναµη µε την µορφή  215g 35c 50cc . 

Στους  γεωδαιτικούς υπολογισµούς, οι λόγοι 
π

200
ή

π

180 go

  χρησιµοποιούνται 

πολύ συχνά, και έτσι το σύµβολο «ρ» χρησιµοποιείται για να δηλώσει τους 

παραπάνω λόγους, δηλ. g
g

ρ
π

200
ήρ

π

180
== o

o

.  

Εποµένως, για την µετατροπή γωνιακών µεγεθών από ακτίνια σε µοίρες αρκεί να 
πολλαπλασιάσουµε µε ρ° ή  µε 1/ ρ° για την αντίστροφη µετατροπή. Βάσει της 
σχέσης (1.1)  προκύπτει ότι: 

.661997263.295779557rad1 g== o , καθώς και οι παρακάτω αριθµοί: 

ρ° = 57°.2957795…  ρ' = 3437'.7467… ρ'' = 206264''.8… 

ρg = 63g.661977  ρc = 6366c.1977 ρcc = 636619 cc. 77 
 

1.1.4  Σηµαντικά ψηφία και στρογγυλοποίηση 

Οι µηχανικοί µεταδίδουν ένα µεγάλο µέρος της πληροφορίας  που θέλουν να 
δώσουν χρησιµοποιώντας αριθµούς. Είναι σηµαντικό, εποµένως, να γνωρίζουµε 
ότι το πλήθος των ψηφίων που δίνουµε για τις διάφορες υπολογισµένες τιµές 
ανταποκρίνεται στην ακρίβεια µε την οποία τα µεγέθη έχουν µετρηθεί στο 
ύπαιθρο ή έχουν υπολογιστεί εκ των υστέρων. Για παράδειγµα, υπάρχει 
διαφοροποίηση στις τιµές 2.00m και 2.000m, δεδοµένου ότι η δεύτερη τιµή 
υποδηλώνει εκτίµηση στο επίπεδο του χιλιοστού (mm)  σε αντίθεση µε την πρώτη 
τιµή που δηλώνει ακρίβεια στο επίπεδο των 10 χιλιοστών (cm).  

Το πλήθος των ψηφίων ενός αριθµού, τα οποία έχουν σηµασία για την ακρίβεια 
της τιµής του µεγέθους λέγονται σηµαντικά ψηφία. Το πλήθος των σηµαντικών 
ψηφίων δεν πρέπει να συγχέεται µε τον αριθµό των δεκαδικών ψηφίων. Ο βασικός 
κανόνας είναι ότι ο αριθµός των µηδενικών ψηφίων αµέσως µετά την 
υποδιαστολή, για αριθµούς µικρότερους της µονάδας, και µέχρι το πρώτο µη 
µηδενικό ψηφίο δεν λαµβάνονται υπόψη. Για παράδειγµα: 

2 σηµαντικά ψηφία:  50, 62, 4.2, 0.33, 0.0042, 0.0040 

3 σηµαντικά ψηφία:  736, 73.6, 70.6, 0.706, 0.0706, 0.00700 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι η ακρίβεια των αρχικών µετρήσεων δεν πρέπει να 
µεταβάλλεται κατά την διάρκεια των υπολογισµών που ακολουθούν για την 
εκτίµηση άλλων µεγεθών. Εποµένως, ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων που 
δίνεται στην τελική λύση πρέπει να συµβαδίζει µε την ακρίβεια των σηµαντικών 
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ψηφίων των αρχικών δεδοµένων, παρόλο που στις ενδιάµεσες πράξεις συνήθως 
διατηρούνται περισσότερα σηµαντικά ψηφία.  

Επίσης, στην περίπτωση αριθµητικών πράξεων µε αριθµούς που δεν έχουν το ίδιο 
πλήθος σηµαντικών ψηφίων, ισχύει  ότι στην πρόσθεση (ή αφαίρεση) το άθροισµα 
(ή η διαφορά) θα έχουν τόσα δεκαδικά όσα έχει ο αριθµός µε τα λιγότερα 
δεκαδικά που συµµετέχει σε αυτές τις αριθµητικές πράξεις. Για παράδειγµα, έστω 
ότι έγιναν µετρήσεις µήκους µε το ίδιο όργανο και προέκυψαν οι τιµές: 122.224m, 
52.47m, 2457.8m, 0.92m. Το άθροισµα των αριθµών µε χρήση υπολογιστή τσέπης 
θα δώσει την τιµή 2633.414, ενώ η τιµή που διατηρεί την ακρίβεια των 
µετρούµενων µεγεθών είναι 2633.4. 

Το ίδιο ισχύει στον πολλαπλασιασµό ή στην διαίρεση αριθµών. Έστω 214.8345 × 
2.03 = 436.114035, αλλά επειδή ο αριθµός µε τα λιγότερα σηµαντικά ψηφία είναι 
ο 2.03 (µε τρία σηµαντικά ψηφία) η τιµή του αποτελέσµατος που διατηρεί αυτή 
την ακρίβεια είναι 436. 

Συχνά, για να διατηρηθεί η ακρίβεια των αριθµών µε τα σηµαντικά ψηφία, 
απαιτείται να γίνει στρογγυλοποίηση στην τελική λύση των ενδιάµεσων 
αριθµητικών υπολογισµών. Κατά τη διαδικασία αυτή διαγράφονται κάποια από τα 
τελευταία ψηφία του αριθµού, έτσι ώστε να περιέχει µόνο τα σηµαντικά ψηφία. 
Υπάρχουν διάφοροι κανόνες στρογγυλοποίησης, αλλά οι συνηθέστεροι είναι: 

• εάν απαιτούνται k σηµαντικά ψηφία, τότε απορρίπτονται όλα τα ψηφία που 
βρίσκονται δεξιά του k+1 ψηφίου 

• εξετάζεται το k+1 ψηφίο: 

- εάν είναι από 0 ως 4 τότε απορρίπτεται, π.χ.  ο αριθµός 15.64421 που 
στρογγυλοποιείται σε τέσσερα σηµαντικά ψηφία γίνεται 15.64 

- εάν είναι από 6 ως 9 τότε απορρίπτεται και αυξάνεται το k+1 ψηφίο κατά 1, 
π.χ.  ο αριθµός 7.176 που στρογγυλοποιείται σε τρία σηµαντικά ψηφία γίνεται 
7.18 

- εάν είναι 5 και το k ψηφίο είναι ζυγός αριθµός, τότε απορρίπτεται, π.χ. ο 
αριθµός 15.645 που στρογγυλοποιείται σε τέσσερα σηµαντικά ψηφία γίνεται 
15.64 

- εάν είναι 5 και το k ψηφίο είναι µονός αριθµός, τότε απορρίπτεται και 
αυξάνεται το k ψηφίο κατά 1, π.χ. ο αριθµός 15.6435 που στρογγυλοποιείται 
σε πέντε σηµαντικά ψηφία γίνεται 15.644. 

Κατά τη συνηθέστερη πρακτική, όταν το τελευταίο ψηφίο που πρέπει να φύγει 
είναι µικρότερο ή µεγαλύτερο του 5, ο αριθµός στρογγυλεύεται αντίστοιχα προς τα 
κάτω ή προς τα πάνω, δηλαδή προς τη πλησιέστερη µονάδα. Όταν το ψηφίο που 
πρέπει να φύγει είναι 5, τότε ο αριθµός στρογγυλεύεται προς τα κάτω ή προς  τα 
πάνω, έτσι ώστε το τελευταίο ψηφίο του αριθµού να γίνει άρτιο.  

 

1.2   ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ  

1.2.1 Βασικοί ορισµοί 

Ο τοπογράφος µηχανικός ασχολείται µε µια ποικιλία δραστηριοτήτων που 
αναφέρονται στη µελέτη των γεωµετρικών χαρακτηριστικών του χώρου σε µικρή ή 
µεγάλη κλίµακα.  Όλες αυτές οι δραστηριότητες αναπτύσσονται γύρω από 
µετρήσεις και αφορούν στη συλλογή, επεξεργασία και ανάλυσή τους. Εποµένως, 
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είναι απαραίτητο να  διευκρινιστεί τι είναι «µέτρηση» και ποια είναι τα 
χαρακτηριστικά της. 

Η µέτρηση περιλαµβάνει την παρατήρηση, διότι αν κάτι δεν παρατηρηθεί τότε δεν 
υπάρχει µέτρηση. Εποµένως, οι όροι «µέτρηση» και «παρατήρηση» 
χρησιµοποιούνται συχνά ως συνώνυµες έννοιες.   Επίσης, πρέπει να τονισθεί ότι η 
µέτρηση είναι το τελικό προϊόν (τιµή) µιας σειράς διεργασιών. Η µέτρηση είναι 
µια διαδικασία που υπόκειται σε µεταβολή.  Καµία µέτρηση δεν µπορεί να 
επαναληφθεί επακριβώς λόγω των ατελειών στα όργανα που χρησιµοποιούνται, 
στην έλλειψη ικανότητας  ή εµπειρίας του παρατηρητή να  πραγµατοποιήσει τη 
µέτρηση ή να διαβάσει τη σωστή ένδειξη ή στις συνθήκες  του περιβάλλοντα 
χώρου κατά τη διάρκεια των παρατηρήσεων κλπ.   

Αυτό το σύστηµα «όργανο - παρατηρητής-συνθήκες» συµβάλλει στην ακρίβεια 
των παρατηρήσεων και εποµένως, οι πολύ µικρές µεταβολές που συµβαίνουν στις 
διαδικασίες µέτρησης παράγουν αντίστοιχες µεταβολές στις τιµές των µετρήσεων. 
Όταν οι µετρήσεις ενός µεγέθους µε το ίδιο σύστηµα «όργανο – παρατηρητής - 
συνθήκες» τείνουν στο άπειρο, τότε το σύνολο των ενδεχόµενων τιµών του 
µεγέθους αυτού αποτελεί το πληθυσµό. Πρακτικά όµως, οι παρατηρήσεις είναι 
περιορισµένου πλήθους και έτσι τα αποτελέσµατα µιας σειράς παρατηρήσεων 
θεωρούνται ότι αποτελούν δείγµα (δηλαδή υποσύνολο του πληθυσµού).  

Εφόσον όλες οι µετρήσεις υπόκεινται σε µεταβολή, σηµαίνει ότι κανένα µέγεθος 
που µετράται δεν είναι πλήρως προσδιορίσιµο.  Συνήθως, αναζητούµε µια σταθερή 
τιµή για το µέγεθος που µετράµε και την οποία θεωρούµε ότι είναι η «αληθής 
τιµή», αλλά στην πραγµατικότητα αυτό που παίρνουµε είναι µια εκτίµηση της 
αληθούς τιµής.  Μαθηµατικά εποµένως, το µέγεθος που µετράται (δηλαδή η 
µέτρηση) θεωρείται ότι είναι µια µεταβλητή.   

Λόγω της µεταβολής που παρατηρείται κατά την διάρκεια των µετρήσεων,  είναι 
αναµενόµενο να υπάρχει διαφορά µεταξύ του αποτελέσµατος της µέτρησης ενός 
µεγέθους και της αληθούς τιµής του. Αυτή η διαφορά ονοµάζεται «αληθές 
σφάλµα» της µέτρησης. 

Τα σφάλµατα των µετρήσεων παραδοσιακά ταξινοµούνται σε τρεις κατηγορίες: 

• Χονδροειδή  

• Συστηµατικά 

• Τυχαία 

Τα χονδροειδή σφάλµατα έχουν γενικά µεγάλη τιµή συγκριτικά µε τις υπόλοιπες 
τιµές του ίδιου µεγέθους στο δείγµα και οφείλονται σε τυχηµατικούς λόγους όπως 
στην απροσεξία του παρατηρητή, (π.χ. λανθασµένη καταγραφή της ένδειξης µιας 
µέτρησης λόγω εναλλαγής ψηφίων, στόχευση µε κάποιο τοπογραφικό όργανο σε 
λάθος σηµείο). Προσεκτικές διαδικασίες µέτρησης στο πεδίο µπορούν να 
βοηθήσουν στην αποφυγή ή ανίχνευση των χονδροειδών σφαλµάτων. Τέτοιες 
διαδικασίες περιλαµβάνουν τον προσεκτικό έλεγχο όλων των σηµάνσεων 
(στόχων), την επανάληψη των µετρήσεων, ή τον έλεγχο µε απλές γεωµετρικές ή 
αλγεβρικές  σχέσεις (π.χ. άθροισµα τριών γωνιών ενός τριγώνου ίσο µε 200 
βαθµούς). Παρόλο που τα χονδροειδή σφάλµατα έχουν γενικά µεγάλη τιµή και 
είναι εύκολο να εντοπιστούν σε µια σειρά µετρήσεων, εντούτοις υπάρχουν και 
κάποια τα οποία δεν οφείλονται στα παραπάνω αλλά µπορούν να εντοπισθούν 
όταν εφαρµοστούν κατάλληλες στατιστικές µέθοδοι ανίχνευσής στους. 
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Τα συστηµατικά σφάλµατα ονοµάζονται έτσι γιατί εµφανίζουν τάση επανάληψης 
εάν οι µετρήσεις για το ίδιο µέγεθος γίνονται κάθε φορά στις ίδιες συνθήκες.  
Ακολουθούν συνήθως κάποιο φυσικό νόµο και µπορούν να εκφραστούν και 
εποµένως να υπολογιστούν µε µαθηµατικές σχέσεις. Το χαρακτηριστικό τους είναι 
ότι συνήθως εµφανίζουν σταθερότητα σε µέγεθος και πρόσηµο για µια σειρά 
µετρήσεων ή περιοδικότητα και έχουν  µικρό µέγεθος.  Παραδείγµατα τέτοιων 
σφαλµάτων είναι αυτά που προκύπτουν από την κακή οριζοντίωση ενός 
τοπογραφικού οργάνου (π.χ. του θεοδόλιχου) ή την επίδραση της ατµόσφαιρας 
στις µετρήσεις που χρησιµοποιούν ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία (π.χ. GPS). 
Επίσης, συστηµατικά σφάλµατα είναι δυνατό να προκληθούν λόγω της 
απλοποίησης των γεωµετρικών και µαθηµατικών σχέσεων που περιγράφουν τις 
µετρήσεις (π.χ. χρήση επίπεδης γεωµετρίας αντί της σφαιρικής για τους 
υπολογισµούς τριγώνου που αποτελείται από τρεις γεωδαιτικές κορυφές που 
απέχουν µεταξύ τους δεκάδες χιλιόµετρα µε αποτέλεσµα να προκύπτει η σφαιρική 
υπεροχή). 

Τα τυχαία σφάλµατα εµφανίζονται µε µη συστηµατικό χαρακτήρα και οι τιµές 
τους παρουσιάζουν µια διασπορά µεταξύ δύο ακραίων τιµών που όµως η 
κατανοµή τους ακολουθεί συνήθως την κανονική κατανοµή.  Όµως παρόλο που 
κάθε τυχαίο σφάλµα ξεχωριστά έχει απρόβλεπτη συµπεριφορά, η συλλογική 
συµπεριφορά µεγάλου αριθµού τέτοιων σφαλµάτων µπορεί να περιγραφεί µε τη 
χρήση πιθανοτήτων εµφάνισης των δυνατών τιµών τους (ενότητα 1.2.2).  

Βάσει των παραπάνω, εάν «τ» συµβολίζει την αληθή τιµή ενός µεγέθους (π.χ. 
γωνία, απόσταση κλπ) και «x» είναι το αποτέλεσµα της µέτρησης του ίδιου 
µεγέθους, τότε το αληθές σφάλµα στην µέτρηση x ορίζεται ως:  ε =  x – τ. 

Ανάλογα µε το πόσο κοντά στην αληθή τιµή ενός µεγέθους είναι το εξαγόµενο µιας 
µέτρησης, τόσο η  µέτρηση θεωρείται περισσότερο ή λιγότερο ορθή.  Εποµένως, 
εάν οι µετρήσεις ενός µεγέθους που πραγµατοποιούνται µε το ίδιο σύστηµα έδιναν 
το ίδιο αποτέλεσµα, θα προέκυπτε η ακριβής τιµή «α» του µεγέθους.  Η διαφορά 
«υ = x – α» ορίζει το τυχαίο σφάλµα.  Με τα τυχαία σφάλµατα  ασχολείται κυρίως 
η επιστήµη της Θεωρίας Σφαλµάτων. 

Για να υπολογισθεί η αληθής τιµή «τ» ενός µεγέθους, θα πρέπει να γίνει άπειρο 
πλήθος µετρήσεων (σύµφωνα µε την µαθηµατική θεωρία του Gauss). Όµως, 
επειδή δεν µπορούµε ποτέ να γνωρίζουµε ποια είναι η τιµή «τ», δεν θα 
µπορέσουµε να προσδιορίσουµε την ακριβή τιµή του «α». Εντούτοις, µπορεί µε 
κάποιο τρόπο να προσδιοριστεί η καλύτερη εκτίµηση της τιµής «τ» . Έτσι, αν « x̂ » 
συµβολίζει την εκτίµηση του «τ», τότε η διαφορά µεταξύ του « x̂ » και της 
µετρηµένης τιµής «x» ορίζεται ως υπόλοιπο ή πιθανό σφάλµα  «υ», δηλαδή : υ =  
x̂  - x . 

Τα υπόλοιπα ή πιθανά σφάλµατα θεωρείται ότι συµπεριφέρονται όπως τα τυχαία 
και όταν οι µετρήσεις είναι πολλές ακολουθούν την κανονική κατανοµή (ενότητα 
1.2.2). Το χαρακτηριστικό τους είναι ότι τα σφάλµατα αυτά έχουν αλγεβρικό 
άθροισµα µηδέν (δηλαδή, σε µια σειρά παρατηρήσεων υπάρχει για κάθε θετικό 
σφάλµα το αντίστοιχο αρνητικό). Επίσης, τα σφάλµατα αυτά κυµαίνονται µεταξύ 
δύο οριακών τιµών, το διάστηµα των οποίων ονοµάζεται διασπορά. 

Μια εκτίµηση  « x̂ » της τιµής ενός µεγέθους  δεν έχει καµία αξία αν δεν 
συνοδεύεται από κάποιο µέτρο της ακρίβειας της. Η ακρίβεια αναφέρεται στο 
πόσο πλησιάζουν µεταξύ τους επαναλαµβανόµενες µετρήσεις του ίδιου µεγέθους. 
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Η ακρίβεια εποµένως είναι τόσο µεγαλύτερη όσο µικρότερα  είναι κυρίως τα  
τυχαία σφάλµατα.  

Ένα µέτρο της ακρίβειας είναι η τυπική απόκλιση «σ» (ενότητα 1.2.3). Όσο 
καλύτερη είναι η ακρίβεια τόσο πιο µικρή είναι η τυπική απόκλιση.  

5

10

15

5

15

105

10

15

5

15

10

5

10

15

5

15

10

(α) (β)

(γ)
 

Σχήµα 1.1  Σχηµατική απεικόνιση ακρίβειας και ορθότητας  
 

Επίσης, χρησιµοποιείται η έννοια της ορθότητας που σχετίζεται µε το πόσο κοντά 
είναι οι επαναλαµβανόµενες µετρήσεις στην αληθινή τιµή. Η ορθότητα εξαρτάται 
κυρίως από το µέγεθος των συστηµατικών σφαλµάτων.  Ο συνδυασµός ορθότητας 
και ακρίβειας αναφέρεται συχνά ως αξιοπιστία. 

Το σχήµα 1.1(α) απεικονίζει µια σειρά παρατηρήσεων που έχουν µεγάλη διασπορά 
και εποµένως οι µετρήσεις αυτές έχουν µικρή ακρίβεια (δηλαδή µικρή αξιοπιστία 
και άρα µεγάλη τυπική απόκλιση).  Αντίθετα, στο σχήµα 1.1(β) οι παρατηρήσεις 
έχουν µικρή διασπορά και εποµένως µεγάλη ακρίβεια (δηλαδή µικρή τυπική 
απόκλιση). Στο σχήµα 1.1(γ) οι παρατηρήσεις είναι ακριβείς αλλά έχουν ένα 
συστηµατικό σφάλµα της τάξης των 10-15 µετρητικών µονάδων (έστω σε µέτρα).  
Εποµένως οι παρατηρήσεις είναι ακριβείς χωρίς όµως να είναι ορθές. 
 

1.2.2  Η κατανοµή των σφαλµάτων 

Η κατανοµή των σφαλµάτων µιας µεγάλης σειράς µετρήσεων σε σχέση µε την 
πιθανότερη τιµή των µετρήσεων αυτών  (που την δεχόµαστε ως αληθινή τιµή) 
µπορεί να απεικονισθεί γραφικά µε τη µορφή καµπυλών. Από πειραµατικές και 
θεωρητικές µελέτες έχει προκύψει ότι όλες οι καµπύλες που παριστάνουν την 
κατανοµή των τυχαίων σφαλµάτων, ακολουθούν ένα ενιαίο νόµο µε ορισµένη 
µαθηµατική συνάρτηση της µορφής: 

2)
σ

µx
(

2

1

e
2πσ

1
  (x) f  y

−
−

==                      (1.2) 
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Η σχέση (1.2) ονοµάζεται συνάρτηση πυκνότητας και η καµπύλη που παριστάνει η 
συνάρτηση αυτή ονοµάζεται καµπύλη κανονικής  κατανοµής Gauss. Στη σχέση 
(1.2), µ είναι η µέση τιµή (ή καλύτερη εκτίµηση µιας µεταβλητής x) και σ είναι η 
τυπική απόκλιση της.  Η συνάρτηση πυκνότητας  της κανονικής κατανοµής είναι 
συµµετρική  σε σχέση µε τη µέση τιµή µ,  και έχει τη µέγιστη τιµή της για την τιµή 
x=µ, οπότε f(µ) = 1/(σ √2π) (σχήµα 1.2). Η τιµή f(µ) είναι τόσο µεγαλύτερη όσο  
µικρότερη είναι η µεταβλητότητα σ2, ενώ αντίστοιχα αυξάνει η «συγκέντρωση» 
γύρω από τον άξονα x = µ.   
 

 
Σχήµα 1.2  Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της κανονικής κατανοµής 

 

Στο σχήµα 1.3 φαίνεται η διαφορετική µορφή συναρτήσεων πυκνότητας µε την 
ίδια τιµή µ, αλλά διαφορετική µεταβλητότητα. ∆ιακρίνεται ότι στη περίπτωση της 
καµπύλης µ=0, σ2 = 5.0, τα κατ΄ απόλυτη τιµή µεγάλα σφάλµατα είναι λίγα (έχουν 
µικρή συχνότητα) ενώ τα κατ΄ απόλυτη τιµή µικρά σφάλµατα είναι πολλά (έχουν 
µεγάλη συχνότητα). Το αντίθετο συµβαίνει  στη περίπτωση της καµπύλης µε µ=0, 
σ2 = 0.2. Στη περίπτωση της καµπύλης µε µ=-2, σ2 = 0.5, υπάρχουν συστηµατικά 
σφάλµατα. Άρα, µεγάλη τιµή του σ σηµαίνει µεγάλη συχνότητα εµφάνισης µικρών 
σφαλµάτων. 
 

 
Σχήµα 1.3  ∆ιαφορετικές µορφές της συνάρτησης πυκνότητας της κανονικής κατανοµής 

Για να δηλωθεί ότι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή x ακολουθεί την κανονική 
κατανοµή µε µ και σ2, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός x ~ Ν (µ, σ2 ). Για κάθε x, η 
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αντίστοιχη τιµή f(x)  µπορεί να υπολογιστεί µε αριθµητική ολοκλήρωση της σχέσης 
1.2. Στην πράξη, υπολογίζονται πίνακες τιµών της f(x)  για την λεγόµενη τυπική 
κανονική κατανοµή που αντιστοιχεί σε τιµές µ = 0 και σ2 = 1. Για να 
«τυποποιηθεί» η κανονική κατανοµή x ~ Ν (µ, σ2 ) χρησιµοποιείται ο 

µετασχηµατισµός  
σ

µx
z

−
= , οπότε z ~ Ν (0, 1 ). 

Η πιθανότητα εµφάνισης να προκύψει τιµή του x  σε ένα διάστηµα a< x ≤ b δίνεται 
από τη σχέση: 

)
σ

µa
(F)

σ

µb
(F)bxP(a zz

−
−

−
=≤<                                       (1.3) 

 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο υπολογισµός της πιθανότητας εµφάνισης 
ενός σφάλµατος που περιέχεται στα διαστήµατα που ορίζουν τα µέτρα των 
σφαλµάτων: 

  

0.9974)3(F)(3F)σ 3 µ  x3σ-(µP

0.9544)2(F)(2F)σ 2 µ  x2σ -P(µ

0.6826)1(F)(1F)σ  µ  xσ  -P(µ

zz

zz

zz

=−−=+≤<

=−−=+≤<

=−−=+≤<

 

Έτσι, η πιθανότητα να προκύψει τιµή x σε απόσταση το πολύ σ από τη µέση τιµή µ 
είναι 68.26%.  Για απόσταση 2σ η πιθανότητα γίνεται 95.44% και για 3σ γίνεται 
99.74%.  Η πιθανότητα για απόσταση µεγαλύτερη από 3σ είναι 1-0.9974 = 
0.0026, δηλαδή 26%.  Τα  παραπάνω αποτελέσµατα παρουσιάζονται παραστατικά 
στο Σχήµα 1.4. 

 
Σχήµα 1.4  Σχηµατική παράσταση πιθανοτήτων για σ, 2σ, 3σ 

 
 
1.2.3  Μέτρα ακρίβειας  

Το µέγεθος όλων των σφαλµάτων χαρακτηρίζει την ακρίβεια µιας µέτρησης και 
είναι τόσο µεγαλύτερη όσο µικρότερα είναι τα σφάλµατα.  Η ακρίβεια διακρίνεται 
σε εσωτερική και εξωτερική.  Η εσωτερική ακρίβεια εξαρτάται από το µέγεθος των 
τυχαίων σφαλµάτων και αναφέρεται στο πόσο πλησιάζουν µεταξύ τους 
επαναλαµβανόµενες µετρήσεις του ίδιου µεγέθους. Η  εξωτερική ακρίβεια 
εξαρτάται κυρίως από το µέγεθος των συστηµατικών σφαλµάτων και αναφέρεται 
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στο πόσο πλησιάζουν στην αληθινή τιµή επαναλαµβανόµενες µετρήσεις του ίδιου 
µεγέθους. 

Στην πράξη, η καλύτερη τιµή πλησιάζει την ακριβή τιµή ενός µεγέθους όσο το 
πλήθος των µετρήσεων πλησιάζει το άπειρο και δίνεται από τον αριθµητικό µέσο 
(ή µέσο όρο) δηλαδή: 

         x
n

x
limx̂ i

n
=

∑
=

∞→
                                       (1.4) 

Η  ακρίβεια της καλύτερης τιµής ενός µεγέθους ή των εξαγόµενων µιας σειράς 
µετρήσεων περιγράφονται από κάποια  µέτρα ακρίβειας  που δηλώνουν την 
αβεβαιότητα (δίνεται ως ±). Όλα αυτά τα µέτρα ακρίβειας έχουν καθορισθεί 
αυθαίρετα από τα αληθή σφάλµατα «ε» µιας σειράς παρατηρήσεων ενός 
µεγέθους. 

Τα  πιο συνηθισµένα είναι το µέσο τετραγωνικό ή τυπικό σφάλµα της µιας 
µέτρησης και το σχετικό ή αναλογικό σφάλµα. 

 (α) Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (γνωστό ως RMS, Root Mean Square error) 
εκφράζει την ακρίβεια κάθε µιας µέτρησης από µια σειρά «n» µετρήσεων, ενώ η 
ακρίβεια είναι µεγαλύτερη όσο µικρότερο είναι το σφάλµα αυτό. ∆ίνεται από τη 
σχέση: 

   ( )
2n

1i
i

2 xx
1-n

1
σ ∑ −=

=
                    (1.5) 

Η διαφορά )x(x i −  συνήθως συµβολίζεται µε υ (δηλ. τυχαίο xi – αριθµητικό µέσο 

του µεγέθους).   

Το µέσο τετραγωνικό ή τυπικό σφάλµα της πιθανότερης τιµής « x̂ » δίνεται από τη 
σχέση 

  
[ ]

1)n n(

υυ

n

σ
σ x̂ −

±==                                                    (1.6) 

Ο συµβολισµός [ ] 2
n

2
3

2
2

2
1 υ.....υυυυυ ++++=    σηµαίνει άθροισµα των 

τετραγώνων των επιµέρους σφαλµάτων και έχει προέλθει από τον Gauss. 

 (β) Το σχετικό ή αναλογικό σφάλµα εκφράζει το λόγο του µέσου τετραγωνικού 
σφάλµατος των µετρήσεων  ενός µεγέθους (συνήθως µήκους) προς την τιµή του 
µεγέθους. 

Τα σφάλµατα των γραµµικών µεγεθών “σD” εκφράζονται συχνά σαν αναλογικά 
σφάλµατα είτε µε την µορφή του λόγου είτε σε p.p.m. (parts per million): 

 

 

 

6Dppm
D

D

D

10
D

σ
σ

 ή
σ

D
Κόπου

Κ

1

D

σ

=

=

=
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όπου σD (σε m) = σφάλµα στο µήκος D (σε m) 

Τα γωνιακά σφάλµατα  δεν εκφράζονται αναλογικά επειδή είναι ανεξάρτητα από 
τα µεγέθη των γωνιών. Μπορεί όµως να  εκφραστεί το γωνιακό σφάλµα µιας 
διεύθυνσης,  έστω της 1-2, σε rad, το οποίο δηλώνει το αναλογικό γραµµικό 
σφάλµα  σε διεύθυνση κάθετη προς την διεύθυνση 1-2, όπως φαίνεται στο σχήµα 
1.5.  
 

 
Σχήµα 1.5 Γωνιακό σφάλµα διεύθυνσης 

 

Έτσι, τα γωνιακά σφάλµατα  “ rad
γσ ” εκφράζονται είτε σε  ppm (parts per million)  

δηλαδή   6rad 10σ
γ

× ,    είτε µε τον λόγο
rad

γ
σ

1
Κόπου

Κ

1
= . 

Για να γίνει κατανοητό το αναλογικό σφάλµα και πως εκφράζονται τα σφάλµατα 
της απόστασης και της γωνίας σε µορφή 1/Κ και σε ppm, έστω ότι µετρήθηκε η 
απόσταση Sij ίση µε 8000m µε σφάλµα 0.05m και η γωνία διεύθυνσης αij µε 
σφάλµα 5cc.   

Τότε, το αναλογικό  σφάλµα της απόστασης είναι  
160000

1

8000

05.0
=   και το 

αντίστοιχο σφάλµα σε ppm είναι ppm25.610
160000

1 6 =× , που σηµαίνει ότι 

στα 106 m το σφάλµα είναι 6.25 m (ή 6.25mm στο 1km). 

Το γωνιακό σφάλµα εκφρασµένο σε rad δίνει το λόγο της γραµµικής µετατόπισης 
2-2′ του σηµείου 2 σε διεύθυνση κάθετη στην 1-2 προς την απόσταση D12 . 
Προκύπτει ότι 

12
cc

rad
α

D

2-2

636620

5

ρ

5
σ

′
===    

που σηµαίνει  πως το σφάλµα των 5cc στα 8000m αντιστοιχεί σε µετατόπιση  
2-2′ = 0.06m.  
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Το αντίστοιχο σφάλµα σε ppm είναι 

ppm87.8510
636620

5
10σ 66rad

α ≈=×=× , που σηµαίνει γραµµικό σφάλµα 

8m στα 106m. 

Το γραµµικό και γωνιακό σφάλµα δίνουν ουσιαστικά την ακρίβεια προσδιορισµού 
της θέσης ενός σηµείου από σηµείο γνωστής θέσης όταν έχουν µετρηθεί η 
οριζόντια διεύθυνση και η απόσταση µεταξύ των δύο σηµείων. Το γωνιακό 
σφάλµα δίνει την µετατόπιση  στην κάθετη προς την πλευρά διεύθυνση και το 
γραµµικό σφάλµα δίνει την οριζόντια µετατόπιση που αναφέρεται στην διεύθυνση 
της πλευράς. Από το σχήµα 1.5 φαίνεται ότι το γωνιακό σφάλµα είναι 

12

α
α

D

σ
σ tan = . Επειδή θεωρείται ότι η µετατόπιση είναι πολύ µικρή συγκριτικά 

µε την µετρηµένη πλευρά, τότε: 

10000
π

200

D

σ
σ

ή
D

σ
)

D

σ
(arctanσ 

12

αcc
α

12

α

12

αrad
α

×=

≅=

 

Εποµένως, η κάθετη µετατόπιση θα είναι:  

612
cc
α

mm
α

12
rad
αα

10×2

π
×D×σ=σ

ήD×σ=σ 

 

 

1.2.4  Ισοβαρείς παρατηρήσεις  

Για ένα µέγεθος «x» έστω ότι υπάρχουν τιµές  l1, l2, l3, …, ln  που αντιπροσωπεύουν 
τα εξαγόµενα µετρήσεων του µεγέθους οι οποίες πραγµατοποιήθηκαν κάτω από 
τις ίδιες συνθήκες και µε τον ίδιο παρατηρητή και το ίδιο όργανο.  Να σηµειωθεί 
ότι τα εξαγόµενα των µετρήσεων µπορεί να αντιπροσωπεύουν τους µέσους όρους 
αντίστοιχων σειρών µετρήσεων. Οι τιµές l1, l2, l3, …, ln  θεωρούνται ότι έχουν την 
ίδια ακρίβεια και οι παρατηρήσεις ονοµάζονται ισοβαρείς.   

Η καλύτερη (πιθανότερη) τιµή του µεγέθους από µια σειρά «n» ισοβαρών 
παρατηρήσεων είναι η µέση τιµή των παρατηρήσεων και δίνεται από τη σχέση: 

                                       x
n

l...lll
x̂ n321 =

++++
=                                              (1.7) 

Το τυπικό σφάλµα των µετρήσεων (ή τυπική απόκλιση) υπολογίζεται από τη 
σχέση: 

                                     
[ ]

ilx̂υόπου
1n

υυ
σ −=

−
±=                                           (1.8) 

Το τυπικό σφάλµα της καλύτερης (ή µέσης τιµής)  υπολογίζεται από τη σχέση:  

                                       
[ ]

1)n n(

υυ

n

σ
σ x̂ −

±=±=                                                       (1.9) 
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Η τιµή του τυπικού σφάλµατος (ή µέσου τετραγωνικού σφάλµατος)  
χρησιµοποιείται ως ένα µέτρο που χαρακτηρίζει την ακρίβεια µιας σειράς 
µετρήσεων και εποµένως σαν ένα στοιχείο που επιτρέπει την σύγκριση ανάµεσα 
στις ακρίβειες δύο διαφορετικών σειρών µετρήσεων.  Μπορεί να χρησιµοποιείται 
δηλαδή ως κριτήριο για την ποιοτική σύγκριση ανάµεσα στα αποτελέσµατα δύο 
ανεξάρτητων σειρών µετρήσεων του ίδιου µεγέθους. 

Έστω για παράδειγµα, δύο σειρές µετρήσεων του ίδιου µεγέθους που 
περιλαµβάνουν από 10 παρατηρήσεις η κάθε µία, µε τις ακόλουθες τιµές των 
υπολοίπων:  

Σειρά 1: -7, +6, +3, -5, -6, +2, +6, -6, +9, -2 

Σειρά 2: +6, -3, +9, +10, -20, 0, +1, -1, 0, -2 

Αν συγκρίνουµε τις δύο αυτές σειρές µετρήσεων βασιζόµενοι µόνο στις τιµές των 
µέσων αριθµητικών σφαλµάτων, θα έπρεπε να συµπεράνουµε ότι είναι της ίδιας 
ακρίβειας. Όµως, η διασπορά της 1ης σειράς (από –7 ως +9) είναι µικρότερη από 
την διασπορά της 2ης σειράς  (από –20 ως +10) µετρήσεων. Συµπεραίνουµε, 
εποµένως, από τον υπολογισµό των µέσων τετραγωνικών σφαλµάτων ότι η 1η 
σειρά έχει µεγαλύτερη ακρίβεια (σ = ±5.9) από την 2η σειρά µετρήσεων (σ = ±8.4). 
 

1.2.5  Ανισοβαρείς παρατηρήσεις  

Για ένα µέγεθος «x» έστω ότι υπάρχουν τιµές l1, l2, l3, …, ln  που αντιπροσωπεύουν 
τα εξαγόµενα αντίστοιχων σειρών µετρήσεων του µεγέθους.  Οι µετρήσεις αυτές 
έχουν πραγµατοποιηθεί µε διαφορετικές συνθήκες, διαφορετικό παρατηρητή ή 
όργανο. Να σηµειωθεί ότι τα εξαγόµενα των µετρήσεων µπορεί να 
αντιπροσωπεύουν τους µέσους όρους αντίστοιχων σειρών µετρήσεων. Οι τιµές l1, 
l2, l3, …, ln  θεωρούνται ότι δεν έχουν την ίδια ακρίβεια και οι παρατηρήσεις 
ονοµάζονται ανισοβαρείς.   

Τα αίτια που προκαλούν παρατηρήσεις άνισης ακρίβειας είναι ο παρατηρητής, το 
όργανο, οι συνθήκες µέτρησης και το πλήθος των παρατηρήσεων.  Για να 
υπολογιστεί η καλύτερη τιµή µιας σειράς τέτοιων παρατηρήσεων ενός µεγέθους, 
θα  πρέπει να  αντιστοιχίσουµε µεγαλύτερα σφάλµατα σε µετρήσεις µικρότερης 
ακρίβειας  και αντίστροφα, µικρότερα σφάλµατα σε µετρήσεις µεγαλύτερης 
ακρίβειας.  

Ο βαθµός εµπιστοσύνης κάθε µίας σειράς µετρήσεων εκφράζεται µε την έννοια 
του βάρους.  Το βάρος p  µια σειράς µέτρησης είναι ανάλογο του πλήθους των 
µετρήσεων που αποτελεί τη σειρά αυτή και ορίζεται ως το αντίστροφο του 
τετραγώνου του τυπικού σφάλµατος της καλύτερης (ή µέσης) τιµής x̂σ , 

πολλαπλασιαζόµενο επί την µεταβλητότητα της µονάδας βάρους 2
0σ ,  

                                                  
2
x̂

2
0

i

i
σ

σ
p =                                                           (1.10) 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει για τα βάρη p1, p2, ..., pn ότι, 

                                2
0

2
nx̂n

2
3x̂3

2
2x̂2

2
x̂1 σσp...σpσpσp

1
=⋅==⋅=⋅=⋅               (1.11) 
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Μονάδα βάρους είναι η παρατήρηση (πραγµατική ή φανταστική) που έχει βάρος  

p = 1. Η µεταβλητότητα της µονάδας βάρους συµβολίζεται µε 2
0σ .   

Όσο µεγαλύτερο είναι το βάρος µιας παρατήρησης ή µιας σειράς παρατηρήσεων 
ενός µεγέθους, τόσο µεγαλύτερη ακρίβεια έχει η τιµή αυτή.  

Όταν γνωρίζουµε τα τυπικά σφάλµατα των l1, l2, l3, …, ln τότε το τυπικό σφάλµα 
της καλύτερης τιµής είναι : 

                                               
i

0
1x̂

Σp

σ
σ ±=                                                               (1.12) 

∆ηλαδή, η σχέση  (1.12) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε το µέσο τετραγωνικό 
σφάλµα µιας µέτρησης, όταν είναι γνωστό το βάρος της και το µέσο τετραγωνικό 
σφάλµα της µονάδας βάρους. 

Από τα παραπάνω, καταλαβαίνουµε ότι για να ορίσουµε τα βάρη ανισοβαρών 
µετρήσεων, πρέπει να γνωρίζουµε ή από πόσες αρχικές ισοβαρείς παρατηρήσεις 
προέρχεται κάθε µέτρηση (όταν το τυπικό ή µέσο τετραγωνικό σφάλµα είναι το 
ίδιο για όλες τις σειρές) ή τα αντίστοιχα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα αυτών.  

Έστω ότι για ένα ζητούµενο µέγεθος «l» έχουµε τις µετρήσεις l1, l2, …, ln µε 

αντίστοιχα βάρη p1, p2, …, pn. Η καλύτερη τιµή « x » των µετρήσεων δίνεται από τη 
σχέση 

n21

nn2211

p...pp

lp...lplp
x

+++

+++
=                                              (1.13) 

Η τιµή « x »   ονοµάζεται γενικός αριθµητικός µέσος ή γενικευµένος µέσος όρος 
των ανισοβαρών µετρήσεων l1, l2, …, ln. Το άθροισµα των βαρών [p] = p1+ p2+ …+ 
pn είναι το βάρος του γενικού αριθµητικού µέσου.  

Κατ’ αναλογία  µε τη σχέση (1.9), το τυπικό (ή µέσο) σφάλµα του γενικευµένου 
µέσου όρου είναι: 

                                               
[ ] 1)(n][p

υυ][p

p

σ̂
σ̂ 0

x −
±=±=                                          (1.14) 

Το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους « 0σ̂ »  υπολογίζεται από τη σχέση  

                                         i0 xxυόπου
1n

υυ][p
σ̂ −=

−
±=                                   (1.15) 

Από τις σχέσεις (1.10), (1.11) και (1.13) φαίνεται ότι η τιµή του γενικευµένου µέσου 
όρου είναι ανεξάρτητη από το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους, αλλά 
χρειάζεται µόνο µια εκτίµηση του λόγου των τυπικών σφαλµάτων των µετρήσεων, 
δηλαδή ισχύει η σχέση 

                                                     2
1x̂

2
2x̂

2

1

σ

σ

p

p
=                                                                   (1.16) 

κάτι που µας επιτρέπει πρακτικά να ορίζουµε αυθαίρετα το σφάλµα αυτό. Συχνά 
λαµβάνουµε 0σ  = 1, οπότε σύµφωνα µε τη σχέση (1.10) έχουµε: 
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                                                    2
i

i
σ

1
p =                                                                 (1.17) 

Εποµένως, µπορούµε να θεωρήσουµε ως βάρη τα αντίστροφα των τετραγώνων 
των τυπικών σφαλµάτων  για τον υπολογισµό του γενικευµένου µέσου όρου 
ανισοβαρών παρατηρήσεων, των οποίων γνωρίζουµε τα τυπικά  σφάλµατα. 
 
1.2.6  Νόµος µετάδοσης των σφαλµάτων  

Έστω µια ποσότητα y, η οποία προσδιορίζεται από την ποσότητα x µε χρήση της 
συνάρτησης   y = f (x).   

Το διαφορικό της  παραπάνω συνάρτησης είναι:  

dy = f ' (x) dx                                                               (1.18) 

H παράγωγος f’(x) της συνάρτησης  f(x) αντιπροσωπεύει την εφαπτοµένη της 
γωνίας που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της καµπύλης στο σηµείο που έχει 
τετµηµένη x, µε τον άξονα των x.  Η ποσότητα dy είναι η µεταβολή της τεταγµένης 
της εφαπτοµένης της καµπύλης, όταν η τετµηµένη µεταβάλλεται από την τιµή x ως 
την τιµή x + dx, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.6. Για το ίδιο διάστηµα dx, η µεταβολή 
της τεταγµένης της καµπύλης εκφράζεται από το τµήµα ΓB′.   

A
Γ

B’

B

dx

dy

x+ dxx
x

y

0
 

Σχήµα 1.6  Σχηµατική παράσταση της εξίσωσης (1.16) 

 

Εποµένως, όταν η ποσότητα x προσδιορίζεται από µετρήσεις µε ένα σφάλµα dx, 
τότε αυτό εισάγει ένα σφάλµα στον υπολογισµό της ποσότητας y, το οποίο 
προσδιορίζεται πρακτικά από τη σχέση (1.20). 

Προκύπτει από τα παραπάνω µία µέθοδος, µε την οποία µπορούµε να βρίσκουµε 
το σφάλµα µιας µεταβλητής y, η οποία προκύπτει έµµεσα από µετρήσεις που 
γίνονται για την µεταβλητή x.  Στην γενική της µορφή,  έστω ότι µια ποσότητα F 
που υπολογίζεται από τη  συνάρτηση:  

F = f (x, y, z)                                                    (1.19) 
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τα  x, y, z προσδιορίζονται µε άµεσες µετρήσεις. Αν ονοµάσουµε ∆x, ∆y, ∆z τα 
σφάλµατα που γίνονται στον προσδιορισµό των x, y, z, τότε η αληθινή τιµή της 
ποσότητας F θα είναι: 

F - ∆ F = f (x +∆x, y +∆y, z +∆z)                                     (1.20) 

Η διόρθωση της ποσότητας F θα είναι: 

∆ F = f (x, y, z) - f (x +∆x, y +∆y, z +∆z)                                  (1.21)                                    

Θεωρώντας ότι τα σφάλµατα ∆x, ∆y, ∆z είναι πολύ µικρά, µπορούµε να 
αγνοήσουµε τα τετράγωνα τους, τα γινόµενα ανά δύο και τους όρους µεγαλύτερης 
της 2ης τάξης.  Έτσι, το σφάλµα ∆F της ποσότητας F είναι γραµµική συνάρτηση 
των σφαλµάτων των µετρήσεων και κάθε ένα από αυτά ενεργεί ανεξάρτητα από 
τα άλλα (η παραδοχή αυτή είναι γνωστή ως αρχή της ανεξαρτησίας των 
σφαλµάτων). 

Θεωρώντας τα παραπάνω, το ανάπτυγµα κατά Taylor της σχέσης (1.21) δίνει: 

                                       z∆
z

F
y∆

y

F
x∆

x

F
F∆

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=                                         (1.22) 

Η παραπάνω σχέση σηµαίνει ότι για να προσδιορίσουµε το σφάλµα  ∆F αρκεί να 
πάρουµε το ολικό διαφορικό της και να αντικαταστήσουµε τις µεταβολές των 
µεταβλητών µε τα αντίστοιχα σφάλµατα. 

Αποδεικνύεται ότι το τυπικό σφάλµα της y = F (x, y, z) είναι: 

2
z

2
2
y

2
2
x

2
2
F σ 

z

F
+σ 

y

F
+σ 

x

F
=σ 









∂
∂










∂
∂










∂
∂

                            (1.23) 

Η σχέση (1.23) δίνει την αναλυτική έκφραση του σφάλµατος µιας ποσότητας, η 
οποία προσδιορίζεται µε έµµεσες µετρήσεις και εκφράζει τον νόµο που 
µεταδίδονται τα σφάλµατα (γνωστός ως νόµος µετάδοσης των σφαλµάτων). 

Μια από τις σηµαντικές πρακτικές εφαρµογές του νόµου στην τοπογραφία είναι ο 
υπολογισµός του µέσου σφάλµατος του αθροίσµατος. Έστω ότι η ποσότητα  F 
προσδιορίζεται από τις ποσότητες  x, y, z που µετρήθηκαν άµεσα µε αντίστοιχα 
τετραγωνικά σφάλµατα σx, σy, σz, δια µέσου της συνάρτησης 

F = αx + βy + γ z     (1.24) 

όπου τα  α, β, γ είναι σταθεροί γνωστοί αριθµοί. 

Για να βρεθεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα σF της ποσότητας F στην (1.24), 
εφαρµόζουµε τη σχέση  (1.23): 

2
z

22
y

22
x

2
F σγσβσασ ++±=     (1.25) 

Στην περίπτωση που είναι α = β = γ = 1 και  σx = σy = σz = σ,  τότε είναι: 

3σσF ±=       (1.26) 

Εάν, για παράδειγµα, θέλουµε να προσδιορίσουµε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
µιας απόστασης 100m που έχει µετρηθεί µε µετροταινία ονοµαστικού µήκους 
10m, γνωρίζοντας ότι το µέσο τετραγωνικό σφάλµα σε καθένα από τα 10 τµήµατα 
είναι 1.5cm, θα εφαρµόσουµε τη σχέση (1.25), δηλαδή: 
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5cm101.5σ ±≈±=  

Εποµένως, το απόλυτο σφάλµα είναι 5cm και το σχετικό σφάλµα είναι  
0.05/100 = 1/2000 της απόστασης. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  

• Μία απόσταση µετρήθηκε 10 φορές , µε τις τιµές να δίνονται στον παρακάτω 
πίνακα.  

Μέτρηση(m) 750.11 750.12 750.09 750.10 750.11 750.12 750.12 750.13 750.12 750.11 

Θεωρώντας ότι όλες οι µετρήσεις έχουν γίνει µε το ίδιο όργανο-παρατηρητή- 
συνθήκες και είναι απαλλαγµένες από χονδροειδή σφάλµατα και έχουν διορθωθεί 
για συστηµατικά σφάλµατα, να υπολογισθούν: α) η καλύτερη τιµή της απόστασης 
και β) το τυπικό σφάλµα της.  
 

Τιµή (m) )x(x − (cm) )x(x − 2  (cm2) 

750.11 -0.3 0.09 
750.12 +0.7 0.49 
750.09 -2.3 5.29 
750.10 -1.3 1.69 
750.11 -0.3 0.09 
750.12 +0.7 0.49 
750.12 +0.7 0.49 
750.13 +1.7 2.89 
750.12 +0.7 0.49 
750.11 -0.3 0.09 

Σ = 7501.13 Σ = 0 Σ = 12.1 

 

Καλύτερη τιµή  m750.113x̂ =  

Τυπικό (ή µέσο τετραγωνικό) σφάλµα  cm15.1
9

1.12

1n

)x̂(x
σ

2
±=±=

−
∑ −

±=  

Σφάλµα της καλύτερης τιµής  cm36.0
10

1.15

n

σ
σ x̂ ±=±=±=  

• Οι παρακάτω τιµές µετρήθηκαν για την ίδια γωνία. Θεωρούµε ότι οι µετρήσεις 
έχουν γίνει µε διαφορετικό παρατηρητή, όργανο και συνθήκες: 

73˚ 40’ 12” βάρος 2 

73˚ 40’ 15” βάρος 3 

73˚ 40’ 09” βάρος 1 

73˚ 40’ 14” βάρος 4 

73˚ 40’ 10” βάρος 1 

73˚ 40’ 18” βάρος 1 

73˚ 40’ 16” βάρος 2 

73˚ 40’ 13’’ βάρος 3 
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Να υπολογισθούν (α) η καλύτερη τιµή της γωνίας (β) το τυπικό της σφάλµα της 
µονάδας βάρους (γ) το τυπικό σφάλµα της µίας παρατήρησης µε βάρος 3 (δ) το 
τυπικό σφάλµα του γενικευµένου µέσου όρου. 

 
Τιµή x (”) Βάρος p  p x )x(x − (”) p )x(x − 2 

73˚ 40’ 12” 12 2 24 -1.7’’ 5.78 
73˚ 40’ 15” 15 3 45 +1.3’’ 5.07 
73˚ 40’ 09” 9 1 9 -4.7’’ 22.09 
73˚ 40’ 14” 14 4 56 +0.3’’ 0.36 
73˚ 40’ 10” 10 1 10 -3.7’’ 13.69 
73˚ 40’ 18” 18 1 18 +4.3’’ 18.49 
73˚ 40’ 16” 16 2 32 +2.3’’ 10.58 
73˚ 40’ 13” 13 3 39 -0.7’’ 1.47 

 Σp = 17 233  77.53 

 

Εποµένως η καλύτερη τιµή (γενικευµένος µέσος όρος) της γωνίας είναι:  

''7.1340'73
17

233
40'73

pΣ

xpΣ
40'73x

i

ii ooo =+=+= . 

Το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους είναι:  

''33.3
18

53.77

1n

)x(xp
σ̂

2
i

0 ±=
−

±=
−

∑ −
±=  

Το τυπικό σφάλµα της µίας παρατήρησης µε βάρος 3 υπολογίζεται ως εξής:  

 Γνωρίζουµε ότι  22
nn

2
22

2
11

0
σσp....σpσp ==== ⋅⋅⋅  

 Εάν p3 = 3,  τότε   2
0

2
3 33.3σ3σ ==  

 Εποµένως ''92.1
3

33.3
σ3 ±=±=  

Το τυπικό σφάλµα του γενικευµένου µέσου όρου είναι: 

[ ]
''81.0

711)(8

53.77

pΣ1)(n

)xx(pΣ
σ̂

i

2
ii

x ±
−

±=
−

−
±=  

Επίσης, µπορεί να υπολογισθεί και ως εξής: 

  
''81.0

17

33.3

p

σ
σ

σσpΕπειδή

n

0
n

2
0

2
nn

±=±==

=

 

 

• Στο ορθογώνιο τρίγωνο του σχήµατος µετρήθηκαν η γωνία γ και η πλευρά b µε 
τα  αντίστοιχα σφάλµατά τους: 

γ = 28.155grad, σγ = ± 15cc 

b = 55.30m, σb = ± 2cm 
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Ζητείται να υπολογιστεί η υποτείνουσα a και το σφάλµα της σa . 

 

Γ

Β
Α

b

c

a

γ

 

 

Λύση: 

Η υποτείνουσα a είναι ίση µε: m 61.19
γcos

b
a ==   

Το σφάλµα της υποτείνουσας είναι:  

cm2

636620ρόπου)
ρ

σ
(γtan)

b

σ
(a

π

200
ρόπου

ρ

σ
)

γcos

sinγb
(σ)

cosγ

1
(σ

cc2
cc

y22b

grad

2

2
y2

2
2
b

2
a

±≈

=+±=

=+±=

  

 

• Οι συντεταγµένες δύο τριγωνοµετρικών σηµείων Α και Β δίνονται παρακάτω 
µε τα αντίστοιχα τυπικά τους σφάλµατα:  

(xA, yA =   456.961m ± 20mm, 573.237m ± 30mm) 

(xB, yB  =  724.616m ± 40mm, 702.443m ± 50mm) 

Να υπολογιστεί το µήκος της απόστασης ΑΒ και το σφάλµα της.   

Επίσης, πραγµατοποιήθηκαν ανεξάρτητες µετρήσεις χρησιµοποιώντας 
µετροταινία και ηλεκτρονικό όργανο µέτρησης αποστάσεων (EDM) για τον 
υπολογισµό του µήκους  ΑΒ µε τιµές 297.426m ±70mm και 297.155m ±15mm, 
αντίστοιχα.  Να υπολογισθεί η καλύτερη τιµή της απόστασης ΑΒ χρησιµοποιώντας 
όλες τις µετρήσεις καθώς και το τυπικό σφάλµα της καλύτερης τιµής της 
απόστασης. Θεωρούµε ότι όλες οι µετρήσεις είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους.   

Λύση: 

Η απόσταση ΑΒ υπολογίζεται βάσει των γνωστών συντεταγµένων ως εξής 
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m 297.209129.206267.655)y(y)x(xS 222
AB

2
ABAB =+=−+−=  

Τα τυπικά σφάλµατα σx, σy  υπολογίζονται από τις παρακάτω σχέσεις 

mm .3855050σσσ

mm44.7 2040σσσ

222
yB

2
yAy

222
xB

2
xAx

±=+=+±=

±=+=+±=
 

Το τυπικό σφάλµα της απόστασης που υπολογίσθηκε βάσει της σχέσης 

22
AB

ABAB
2

AB
2

ABAB

yxSτότε

yyyx,xxέστωκαι)y(y)x(xS

+=

=−=−−+−=
 

δίνεται από την σχέση: 

mm47.58±=σ

mm2264=642+1622=58.3
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εποµένως
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Η καλύτερη τιµή της απόστασης ΑΒ θα υπολογισθεί από τις τρεις τιµές που έχουν 
προκύψει µε τις τρεις διαφορετικές  µεθόδους µέτρησης δηλαδή, 

(α) µε µετροταινία     297.426m ± 70mm 

(β) µε EDM    297.155m ± 15mm 

(γ) µε υπολογισµό από συν/νες 297.209m ± 47.6mm 

Προφανώς οι παραπάνω παρατηρήσεις θεωρούνται ανισοβαρείς και πρέπει να 
υπολογίσουµε το βάρος της κάθε µίας βάσει του τυπικού σφάλµατος της κάθε 
παρατήρησης.  Το βάρος προκύπτει ως το αντίστροφο του τετραγώνου του 
τυπικού σφάλµατος της κάθε παρατήρησης, δηλαδή 
 

Μέτρηση l (m) p  (mm-2) 
1 297.426 1/4900 
2 297.155 1/225 
3 297.209 1/2264 

 

Εποµένως, η καλύτερη τιµή (γενικευµένος µέσος όρος)  είναι 
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Το τυπικό σφάλµα του γενικευµένου µέσου όρου 

είναι:
[ ]

mm14
pΣ1)(n

)xx(pΣ
σ̂

i

2
ii

x ±=
−

−
±=  

 

1.3  ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΑΝΑΦΟΡΑΣ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ -  

       ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ  

1.3.1  Γενικά 

Η συχνότερη διαδικασία στις καθηµερινές γεωδαιτικές εργασίες αποτελεί ο 
προσδιορισµός της σχετικής θέσης σηµείων, δηλαδή των συντεταγµένων τους σε 
δύο ή τρεις διαστάσεις, µε διάφορες ακρίβειες, µε σκοπό την παραγωγή 
τοπογραφικών διαγραµµάτων και χαρτών τµηµάτων της επιφάνειας της γης. Το 
σχήµα 1. 7 δείχνει ότι αν η περιοχή ενδιαφέροντος είναι µικρής έκτασης και 
εκτείνεται µεταξύ των σηµείων Α και Β πάνω στην φυσική γήινη επιφάνεια, τότε η 
ορθή προβολή τους σε ένα οριζόντιο επίπεδο συνεπάγεται σχεδόν µηδενική 
παραµόρφωση. Όταν όµως η περιοχή ενδιαφέροντος εκτείνεται  από το Γ στο ∆, η 
επίδραση της καµπυλότητας της γης θα επιφέρει µεγάλη παραµόρφωση εάν δεν 
ληφθεί υπόψη στους υπολογισµούς και αντιµετωπισθεί ως να είναι οριζόντιο 
επίπεδο. Εποµένως, ανάλογα µε το είδος των γεωδαιτικών εργασιών και την 
επιδιωκόµενη ακρίβεια, απαιτείται ο καθορισµός επιφανειών αναφοράς και 
κατάλληλων συστηµάτων συντεταγµένων για τους υπολογισµούς. 
 

 
Σχήµα 1.7   Χρήση οριζοντίου επιπέδου ως επιφάνεια αναφοράς 

 

1.3.2 Βασικές επιφάνειες αναφοράς 

Οι βασικές επιφάνειες αναφοράς που χρησιµοποιούνται στην επιστήµη της 
γεωδαισίας για την περιγραφή της φυσικής και µαθηµατικής θεώρησης της γης 
είναι το γεωειδές, το ελλειψοειδές εκ περιστροφής (ΕΕΠ) και η σφαίρα. Η 
επιφάνεια της πραγµατικής γης, η φυσική γήινη επιφάνεια (ΦΓΕ), δεν είναι 
δυνατόν να αποδοθεί µε µαθηµατικές σχέσεις λόγω της πολυπλοκότητας της και 
έτσι έχουν κατασκευαστεί τα παραπάνω µοντέλα των επιφανειών που 
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προσεγγίζουν όσο καλύτερα γίνεται την φυσική γήινη επιφάνεια.  Πάνω σε αυτές 
τις επιφάνειες γίνεται η προβολή των σηµείων της φυσικής γήινης επιφάνειας  
ώστε να υπάρχει η δυνατότητα των µαθηµατικών υπολογισµών βάσει των 
γεωδαιτικών µετρήσεων που γίνονται στην επιφάνεια της πραγµατικής γης. 
Σχηµατικά φαίνεται (σχήµα 1.8) η ανάπτυξη των µοντέλων για το σχήµα και το 
πεδίο βαρύτητας της γης, µε την καλύτερη ακρίβεια να διαθέτει το µοντέλο του 
γεωειδούς (όπου g

r
το διάνυσµα της βαρύτητας). 

 
Σχήµα 1.8  Ανάπτυξη των µοντέλων για το σχήµα και το πεδίο βαρύτητας της γης 

 

1.3.2α  Γεωειδές 

Η γη έχει σχήµα σφαιροειδές, η σύστασή της στο εσωτερικό αλλά και τµήµα της 
επιφάνειάς της αποτελείται από ρευστά υλικά και επιπλέον η επιφάνειά της δεν 
είναι οµογενής.  Η κίνησή της είναι σύνθετη και η µάζα της δέχεται την επίδραση 
της έλξης όλων των ουρανίων σωµάτων καθώς και την επίδραση φαινοµένων όπως 
των ηφαιστείων, την κίνηση των ηπείρων και των ωκεανών κλπ. Μια προσέγγιση 
στο µη κανονικό σφαιροειδές σχήµα της γης ορίζει το «γεωειδές». Ακριβέστερα, το 
γεωειδές είναι εκείνη η επιφάνεια, στην οποία η ένταση του πεδίου βαρύτητας έχει 
σταθερή και προκαθορισµένη τιµή (περίπου όση στη µέση στάθµη της θάλασσας - 
ΜΣΘ).  

Η Μέση Στάθµη της Θάλασσας (ΜΣΘ) είναι µία ιδεατή επιφάνεια που προκύπτει 
από τις στάθµες της θάλασσας αποµονώνοντας τις επιδράσεις των παλιρροιών, 
των κυµατισµών και των θαλασσίων ρευµάτων. Η ΜΣΘ είναι µια ισοδυναµική 
επιφάνεια ως προς το δυναµικό της βαρύτητας. Θεωρητικά αυτό σηµαίνει πως σε 
κάθε σηµείο της ΜΣΘ το διάνυσµα της βαρύτητας (g) είναι κάθετο στην 
επιφάνεια. Πρακτικά, σηµαίνει πως δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί ροή λόγω 
διαφοράς δυναµικού. Η ΜΣΘ χρησιµοποιείται ως επιφάνεια αναφοράς 
(υψοµετρική αφετηρία) στους χάρτες καθώς διαχωρίζει, ουσιαστικά, την 
επιφάνεια της στεριάς από αυτήν της θάλασσας. 

Παρόλο που το γεωειδές θεωρητικά είναι µία ισοδυναµική επιφάνεια ως προς το 
δυναµικό της βαρύτητας και η επιφάνειά του είναι οµαλότερη της φυσικής γήινης 
επιφάνειας, παραµένει  ακατάλληλη ως επιφάνεια αναφοράς  για τοπογραφικές 
εργασίες (π.χ. για τον προσδιορισµό της οριζοντιογραφικής θέσης σηµείων).  
Εντούτοις, το γεωειδές αποτελεί την βασική επιφάνεια αναφοράς των υψοµέτρων 
(ορθοµετρικών, Η). Η διεύθυνση του διανύσµατος της βαρύτητας (διεύθυνση της 
κατακορύφου) είναι κάθετη στην επιφάνεια του γεωειδούς σε κάθε του σηµείο,  
και τα γεωδαιτικά όργανα που οριζοντιώνονται  µε χρήση αεροστάθµης υλοποιούν 
την κατακόρυφο και τα υψόµετρα µετρούνται από την ΜΣΘ της περιοχής.  
Εποµένως τα υψόµετρα που µετράµε σε µια περιοχή και αναφέρονται στο τοπικό 
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γεωειδές µιας χώρας δεν µπορούν να συσχετισθούν µε τα υψόµετρα που 
αναφέρονται σε άλλο γεωειδές που χρησιµοποιείται για παράδειγµα σε άλλη 
χώρα. Η παγκόσµια επιφάνεια της ΜΣΘ µπορεί να διαφέρει από το γεωειδές µέχρι 
και 3m σε περιοχές, και έτσι δεν είναι για όλες τις γεωδαιτικές εργασίες πάντοτε 
εφικτό να χρησιµοποιείται το ίδιο γεωειδές σε παγκόσµια κλίµακα. Το παγκόσµιο 
µοντέλο γεωειδούς που χρησιµοποιείται σήµερα µε την καλύτερη ακρίβεια λόγω 
µεγάλης χωρικής δειγµατοληψίας (της τάξης των 9km) είναι το Earth 
Gravitational Model 2008 – EGM08.  Αρχικές µελέτες της χρήσης του  EGM08 
στον ελληνικό χώρο έχουν δείξει συµφωνία τιµών της τάξης των ±10cm (1σ) 
µεταξύ των ορθοµετρικών υψοµέτρων όπως προκύπτουν από το EGM08 και των 
ορθοµετρικών υψοµέτρων βάσει µετρήσεων GPS για µεγάλο αριθµό κορυφών 
δικτύου. 
 

1.3.2β  Ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

Το ελλειψοειδές εκ περιστροφής είναι η πλησιέστερη µαθηµατική επιφάνεια που 
προσδιορίζει το σχήµα της πραγµατικής γης. ∆ηµιουργείται από την περιστροφή 
µιας έλλειψης γύρω από τον µικρό άξονά της (b) και ορίζεται από τον µεγάλο 
ηµιάξονα (a) και την επιπλάτυνση (f). Η σύγχρονη τάση στην επιστήµη της 
γεωδαισίας είναι να χρησιµοποιείται ένα γεωκεντρικό ελλειψοειδές εκ 
περιστροφής όπου το κέντρο του ταυτίζεται µε το κέντρο µάζας της γης , ο άξονας 
συµµετρίας του ταυτίζεται µε τον µέσο άξονα περιστροφής της και προσεγγίζει σε 
διαστάσεις καλύτερα το γεωειδές σε παγκόσµια κλίµακα. Υπάρχουν όµως πολλές 
χώρες που χρησιµοποιούν «τοπικά προσαρµοσµένο» ελλειψοειδές, το οποίο 
ταιριάζει καλύτερα στο γεωειδές της συγκεκριµένης περιοχής, είναι παράλληλα 
µετατοπισµένο ως προς το γεωκεντρικό ελλειψοειδές και συχνά έχει τις ίδιες 
διαστάσεις µε αυτό.  

 
Σχήµα 1.9  Σχετικές θέσεις της φυσικής γήινης επιφάνειας, του γεωειδούς και του ελλειψοειδούς 

εκ περιστροφής 
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Το σχήµα 1.9 παρουσιάζει τη σχετική θέση της γήινης φυσικής επιφάνειας, του 
γεωειδούς και του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής. Αν στο σηµείο Ρ του σχήµατος η 
γωνία θ (απόκλιση της κατακορύφου) ήταν ίση µε µηδέν, τότε οι επιφάνειες του 
ελλειψοειδούς και του γεωειδούς θα ήταν παράλληλες µεταξύ τους. Επιπλέον αν η 
τιµή του υψοµέτρου της αποχής του γεωειδούς Ν ήταν ίση µε το µηδέν, τότε οι δύο 
επιφάνειες θα ταυτίζονταν, αν και ποτέ δεν θα υπήρχε πλήρης ταύτιση αφού το 
ελλειψοειδές είναι οµαλή επιφάνεια σε αντίθεση µε το γεωειδές.  

Αν η επιφάνεια αναφοράς είναι το ελλειψοειδές εκ περιστροφής, το υψόµετρο 
ονοµάζεται γεωµετρικό ( h ) και η απόσταση µετριέται κατά µήκος της κάθετης 
από το σηµείο προς το ελλειψοειδές (σχ. 1.9). Αν η επιφάνεια αναφοράς είναι το 
γεωειδές, το υψόµετρο ονοµάζεται ορθοµετρικό (Η) και η απόσταση µετριέται 
κατά µήκος της κατακόρυφης (που ταυτίζεται µε τη διεύθυνση του διανύσµατος 
της βαρύτητας που περνά από το σηµείο και είναι κάθετη στο γεωειδές) (σχ. 1.9). 
Ορθοµετρικά υψόµετρα ή σωστότερα ορθοµετρικές υψοµετρικές διαφορές 
µετρώνται ή προσδιορίζονται µε τα συνήθη τοπογραφικά όργανα. 

Οι δύο γραµµές, η κατακόρυφη και η κάθετη από το σηµείο στο ελλειψοειδές 
αναφοράς, δεν ταυτίζονται  αφού οι δύο επιφάνειες δεν είναι µεταξύ τους 
παράλληλες. Οι δύο γραµµές σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία θ που ονοµάζεται 
απόκλιση της κατακορύφου. Η απόκλιση της κατακορύφου είναι διανυσµατικό 
µέγεθος µε συνιστώσες ξ (στη διεύθυνση βορρά – νότου) και η  (στη διεύθυνση 

ανατολής – δύσης).   

Το γεωµετρικό και το ορθοµετρικό υψόµετρο ενός σηµείου συνδέονται µεταξύ 
τους µε την εξής βασική σχέση : 

N+= Hh                                                                   (1.27) 

όπου N  : το υψόµετρο του γεωειδούς ως προς το ελλειψοειδές αναφοράς.  

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω, η τελική επιδίωξη είναι να επιτευχθεί ο 
υπολογισµός ενός ελλειψοειδούς εκ περιστροφής τέτοιου, ώστε οι αποκλίσεις του 
γεωειδούς από αυτό να γίνονται ελάχιστες για την συγκεκριµένη περιοχή. Πολλές 
χώρες χρησιµοποιούν τοπικά ελλειψοειδή αναφοράς έτσι ώστε αυτά να 
προσαρµόζονται καλύτερα στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της περιοχής. Κάθε 
τοπικά καλύτερα προσαρµοζόµενο ελλειψοειδές αποτελεί µέρος του αντίστοιχου 
γεωδαιτικού συστήµατος αναφοράς (Datum). Ένα τοπικό γεωδαιτικό σύστηµα 
αναφοράς ορίζεται από τα παρακάτω στοιχεία: 

• Το ελλειψοειδές εκ περιστροφής µε όλα τα µαθηµατικά στοιχεία που 
το περιγράφουν 

• Ένα γνωστό σηµείο το οποίο καλείται αφετηρία του συστήµατος 
αναφοράς (ή θεµελιώδες σηµείο) 

• Τις συνιστώσες της απόκλισης της κατακορύφου και το υψόµετρο 
του γεωειδούς (ξ, η, Ν) στο θεµελιώδες σηµείο του συστήµατος 
αναφοράς 

• Τη συνθήκη ότι ο µικρός άξονας του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής 
είναι παράλληλος µε τον άξονα περιστροφής της γης 

• Ένα κατάλληλο προβολικό σύστηµα 

και υλοποιείται από: 
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• Τις συντεταγµένες των τριγωνοµετρικών σηµείων του κρατικού 
δικτύου µε τα αντίστοιχα ορθοµετρικά υψόµετρα. 

 

1.3.2γ  Σφαίρα 

Η επιφάνεια µιας σφαίρας µε κέντρο που συµπίπτει µε το κέντρο µάζας της γης 
και ακτίνα ίση µε την µέση ακτίνα καµπυλότητας του ελλειψοειδούς εκ 
περιστροφής, αποτελεί την απλούστερη µαθηµατική επιφάνεια που προσεγγίζει µε 
µικρότερη ακρίβεια το σχήµα της πραγµατικής γης. Συχνά, για µικρές εκτάσεις και 
τρέχουσες τοπογραφικές εργασίες, η σφαίρα, που είναι εγγύτατη στο σηµείο της 
περιοχής, µπορεί να αντικαταστήσει το ελλειψοειδές εκ περιστροφής.  
 

1.3.3  Συστήµατα συντεταγµένων 

Για τον προσδιορισµό της θέσης σηµείων στο χώρο µέσω των γεωδαιτικών 
µετρήσεων απαιτείται η χρήση συστηµάτων αναφοράς. Αυτά εκφράζουν ένα 
πλαίσιο παραµέτρων και συστηµάτων συντεταγµένων που αναφέρονται στο χώρο 
και ως προς τον οποίο καθορίζονται οι θέσεις σηµείων. Εποµένως, ο καθορισµός 
του συστήµατος συντεταγµένων είναι βασικός για την διαδικασία προσδιορισµού 
της θέσης σηµείων.  Τα βασικά συστήµατα συντεταγµένων που χρησιµοποιούνται 
στην Γεωδαισία είναι οι ελλειψοειδείς συντεταγµένες (φ, λ, h), οι καρτεσιανές 
τρισδιάστατες συντεταγµένες (Χ, Υ, Ζ) και οι επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες 
(χ, y) που συνοδεύονται συνήθως µε το ορθοµετρικό υψόµετρο (Η) του σηµείου.  

1.3.3α  Ελλειψοειδείς συντεταγµένες 

Οι ελλειψοειδείς (ή γεωδαιτικές) συντεταγµένες σχετίζονται µε ένα ελλειψοειδές 
αναφοράς διαστάσεων a, b ή f και εκφράζονται µε το γεωδαιτικό πλάτος φ, το 
γεωδαιτικό µήκος λ και το γεωµετρικό υψόµετρο h (βλ Σχήµα 1.10). Γεωδαιτικό 
πλάτος φ είναι η γωνία που σχηµατίζει η κάθετος στην επιφάνεια του 
ελλειψοειδούς από το σηµείο Ρ µε το επίπεδο του ισηµερινού και µετριέται από 0° 
έως ±90°. Γεωδαιτικό µήκος λ είναι η γωνία που σχηµατίζει στον ισηµερινό το 
επίπεδο του µηδενικού µεσηµβρινού (στο Greenwich) µε το επίπεδο του 
µεσηµβρινού του σηµείου και µετριέται από 0° έως 360° προς ανατολάς. Το 
υψόµετρο h µετριέται πάνω στην κάθετη από το Ρ (φυσική γήινη επιφάνεια) στο 
Ρ' (ελλειψοειδές). 
 

 
Σχήµα 1.10  Προσδιορισµός θέσης µε γεωδαιτικές συντεταγµένες 
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1.3.3β  Τρισδιάστατες καρτεσιανές συντεταγµένες 
Οι τρισδιάστατες καρτεσιανές συντεταγµένες (X, Y, Z) στην Γεωδαισία 
χρησιµοποιούνται στο γήινο (ή παγκόσµιο) σύστηµα αναφοράς και ορίζονται µε 
αρχή το κέντρο µάζας της γης, Ζ το µέσο άξονα περιστροφής της γης, Χ την 
κάθετη στον άξονα Ζ από το κέντρο τη γης προς τον µηδενικό µεσηµβρινό (του 
Greenwich) και άξονα Υ κάθετο στο επίπεδο ΧΖ προς ανατολάς.  
Οι ελλειψοειδείς (ή γεωδαιτικές) συντεταγµένες σχετίζονται µε τις τρισδιάστατες 
καρτεσιανές συντεταγµένες µε τις παρακάτω σχέσεις: 
 

sinφ  h])e-(1N[( Z 

sinλ  cosφ  h)N(  Y

cosλ  cosφ  h)N(X

2 +=

+=

+=

        (1.28) 

 
Όπου Ν είναι η ακτίνα καµπυλότητας της µεσηµβρινής έλλειψης στο Ρ' (κάθετη 
προβολή του Ρ στο ελλειψοειδές αναφοράς) και ίση µε 

φsine-1

a
N

22
=        (1.29) 

και e είναι η εκκεντρότητα ίση µε : 

2

22

a

ba
e

−
=                                                      (1.30) 

 
Επίσης, χρήσιµη σε υπολογισµούς είναι η ακτίνα καµπυλότητας ρ του ΕΕΠ κατά 
την τοµή του µεσηµβρινού (ή µεσηµβρινής τοµής), η οποία δίνεται από τη σχέση: 

( ) 3/222

2

φsine - 1

)e - (1 a
=ρ                                                 (1.31)    

 
Από κάθε σηµείο του ελλειψοειδούς περνά ένα µεσηµβρινό επίπεδο, που περιέχει 
την κάθετη στο σηµείο και τον άξονα περιστροφής Ζ. Η τοµή του µε το 
ελλειψοειδές είναι έλλειψη µε ακτίνα καµπυλότητας στο σηµείο αυτό ίση µε ρ.  
 

 

 
Σχήµα 1.11   Συσχέτιση καρτεσιανών και γεωδαιτικών συντεταγµένων 
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Όπως φαίνεται, υπάρχει εξάρτηση των καρτεσιανών συντεταγµένων από τις 
γεωδαιτικές (φ, λ, h) αλλά και από τις παραµέτρους του ελλειψοειδούς αναφοράς 
(a, b, e). Στο Σχήµα 1.11 φαίνεται η παραπάνω συσχέτιση (όπου x3 = Z, x2 = Y, x1 = 
X).  
Για τον αντίστροφο υπολογισµό, δηλαδή γνωρίζοντας τις καρτεσιανές 
συντεταγµένες Χ, Υ, Ζ του τυχαίου σηµείου Ρ, οι αντίστοιχες γεωδαιτικές 
συντεταγµένες φ, λ, h, υπολογίζονται ακολουθώντας τα παρακάτω βήµατα: 

• γεωδαιτικό µήκος λ:  
X

Y
arctanλ =  

• γεωµετρικό υψόµετρο h: )e(1N
φsin

Z
h 2−−=   

• γεωδαιτικό πλάτος φ: επιλύοντας µε διαδοχικές προσεγγίσεις τη σχέση 
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(Αν  φ = 0°, π.χ. στην περίπτωση που το σηµείο βρίσκεται στην περιοχή του 

ισηµερινού, τότε a-Y+X=h 22 και αν  φ = 90°  τότε b-Z=h . 

 

1.3.3γ  Επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες στη προβολή 

Στην καθηµερινή πρακτική των απλών τοπογραφικών εργασιών χρησιµοποιούνται 
αντί των γεωδαιτικών συντεταγµένων οι επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες. Οι 
επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες (χ, y) αναφέρονται στο προβολικό σύστηµα 
και είναι το ζεύγος των τιµών που προκύπτει για ένα σηµείο της φυσικής γήινης 
επιφάνειας αφού γίνει η προβολή του αρχικά σε κάποια καµπυλόγραµµη 
επιφάνεια που προσεγγίζει την πραγµατική γη (σφαίρα ή ελλειψοειδές εκ 
περιστροφής ανάλογα µε την απαιτούµενη ακρίβεια) µε συντεταγµένες (φ, λ, h) 
και µετά γίνει η προβολή του σε κάποια αναπτυκτή επιφάνεια (π.χ. κύλινδρο, 
κώνο) που συνήθως είναι «εφαπτόµενη» στο ελλειψοειδές αναφοράς µέσω 
κατάλληλων µαθηµατικών µετασχηµατισµών χαρτογραφικής απεικόνισης. Στην 
περίπτωση των επίπεδων ορθογώνιων συντεταγµένων, η τρίτη διάσταση του 
υψοµέτρου δίνεται από το ορθοµετρικό υψόµετρο Η που αναφέρεται στην µέση 
στάθµη της θάλασσας (δηλαδή υψόµετρα κρατικού δικτύου). Οι παραπάνω 
«χαρτογραφικές» συντεταγµένες (χ, y) δεν πρέπει να συγχέονται µε τις οριζόντιες 
επίπεδες συντεταγµένες (x, y) που αναφέρονται σε τυχαίο οριζόντιο επίπεδο 
κάθετο στην κατακόρυφο σε οποιοδήποτε σηµείο της. 

Τα δύο παραπάνω στάδια της διαδικασίας δίνονται σχηµατικά στο σχ. 1.12 που 
δείχνει την αναγωγή µιας µετρηµένης απόστασης SH µεταξύ δύο σηµείων, η οποία 
µετράται στην επιφάνεια της γης σε απόσταση Η από την επιφάνεια αναφοράς 
που προσεγγίζει καλύτερα την περιοχή µελέτης (σφαίρα ή ελλειψοειδές), στο 
προβολικό επίπεδο. Θεωρώντας ως επιφάνεια αναφοράς τη σφαίρα ακτίνας R, 
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από το σχήµα φαίνεται ότι η απόσταση S η οποία αναπαριστά την απόσταση µετά 
την προβολή της στη σφαίρα, σε πρώτη προσέγγιση υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

H
1

H
H

SkS
HR

R
S

HR

R

S

S
=

+
=⇒

+
=                                      (1.32) 

 

 
Σχήµα 1.12   Συσχέτιση απόστασης µετρηµένης στην επιφάνεια της γης και της αναγωγής της στη 

σφαίρα 

 

1.3.4  Γεωδαιτικά συστήµατα αναφοράς 

Ο προσδιορισµός της θέσης ενός σηµείου (κατά την οριζοντιογραφία και 
υψοµετρικά) εκφράζεται µε τις συντεταγµένες του σε κάποιο σύστηµα 
συντεταγµένων που συνήθως στην τοπογραφία είναι τοπικό, κρατικό ή 
παγκόσµιο. Οι συντεταγµένες προσδιορίζουν αναλυτικά (µε µαθηµατικές σχέσεις) 
τη θέση ενός σηµείου στο χώρο ως προς µια αφετηρία, δηλαδή ως προς σηµείο που 
έχει επιλεγεί να αποτελεί αρχή µέτρησης των συντεταγµένων. 

Η έννοια του συστήµατος συντεταγµένων συνδέεται στενά µε αυτήν του 
συστήµατος αναφοράς. Συγκεκριµένα, το γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς 
αποτελείται από ένα σύνολο συµβάσεων (π.χ. τρισορθογώνιο καρτεσιανό σύστηµα 
που ορίζεται από τον άξονα περιστροφής της γης), προτύπων (π.χ. το ελλειψοειδές 
εκ περιστροφής), µοντέλων (π.χ. γεωδυναµικά και τεκτονικά µοντέλα) και 
σταθερών (π.χ. η ταχύτητα του φωτός). Για να είναι υλοποιήσιµο το σύστηµα 
αναφοράς θα πρέπει να συνδέεται µε γνωστές συντεταγµένες αριθµού σηµείων, οι 
οποίες αναφέρονται σε συγκεκριµένη χρονική στιγµή (εποχή) µε ταυτόχρονη 
γνώση των στοιχείων της κίνησης κάθε σηµείου (ταχύτητα) λόγω τεκτονικών 
κινήσεων. Επίσης, χρησιµοποιεί ένα προβολικό σύστηµα χαρτογραφικής 
απεικόνισης κατάλληλα προσαρµοσµένο στην χώρα για την µείωση των 
παραµορφώσεων.  

Όταν έχουµε ένα σύνολο σηµείων γνωστών συντεταγµένων που έχουν υπολογισθεί 
σε κάποιο γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς  και αναφέρονται σε συγκεκριµένη 
εποχή, για µια γεωγραφική περιοχή, τότε µιλάµε για το πλαίσιο αναφοράς (π.χ. 
ETRF 2007.5, ETRS89). 

Για τον προσδιορισµό της θέσης ενός τυχαίου σηµείου στο γεωδαιτικό σύστηµα 
αναφοράς µιας χώρας, πρέπει να γίνουν κατάλληλες µετρήσεις που να συνδέουν 
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το νέο σηµείο µε ένα ή περισσότερα σηµεία του υπάρχοντος τριγωνοµετρικού 
δικτύου. Η διαδικασία προσδιορισµού της θέσης σηµείου όταν είναι γνωστές οι 
τρισδιάστατες καρτεσιανές συντεταγµένες του (π.χ. από µετρήσεις µε 
δορυφορικές µεθόδους) παριστάνεται σχηµατικά παρακάτω (Σχήµα 1.13). 

 

 
Σχήµα 1.13 Η διαδικασία προσδιορισµού της θέσης σηµείου στο γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς  

 

Η τρίτη παράµετρος για τον προσδιορισµό της θέσης του σηµείου είναι το 
υψόµετρο του που ορίζεται ως η απόστασή του σηµείου, κατά την κάθετη έννοια, 
από µια επιφάνεια αναφοράς. Όταν το εν λόγω σηµείο αναφέρεται στο παγκόσµιο 
ή γήινο σύστηµα αναφοράς τότε το υψόµετρό του είναι γεωµετρικό (h). Σε άλλη 
περίπτωση, η πρακτική είναι να ιδρύονται ανεξάρτητα υψοµετρικά συστήµατα 
αναφοράς ως προς το γεωειδές. Έτσι, ανεξάρτητα από τα γεωδαιτικά συστήµατα 
αναφοράς που υλοποιούνται µε τα τριγωνοµετρικά σηµεία για την 
οριζοντιογραφία, ιδρύονται υψοµετρικά δίκτυα αναφοράς τα οποία υλοποιούνται 
µε τις χωροσταθµικές αφετηρίες (υψοµετρικές αναφορές) που συνδέονται µε την 
υλοποίηση της µέσης στάθµης της θάλασσας και δίνουν ορθοµετρικό υψόµετρο Η. 
Ο στόχος του υψοµετρικού δικτύου είναι τέτοιος ώστε η επιφάνεια αναφοράς να 
είναι το γεωειδές γιατί η ΜΣΘ δεν είναι µια υψοµετρική επιφάνεια του πεδίου 
βαρύτητας. Όµως, στην πράξη πολλές χώρες όπως και η Ελλάδα, χρησιµοποιούν 
την ΜΣΘ όπως υπολογίζεται από µακροχρόνια ανάλυση και µετρήσεις 
παλιρροιογράφων που βρίσκονται σε ένα ή περισσότερα σηµεία. Η τιµή της ΜΣΘ 
υλοποιεί το συµβατικό µηδέν του υψοµετρικού συστήµατος της συγκεκριµένης 
χώρας. 

Είναι εύκολο εδώ να γίνει αντιληπτό, πως ενώ το ορθοµετρικό υψόµετρο είναι 
ανεξάρτητο από το χρησιµοποιούµενο γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς, το 
γεωµετρικό υψόµετρο εξαρτάται από αυτό.  Πάντως, το υψόµετρο που συναντάµε 
στους χάρτες είναι αυτό που αναφέρεται στη ΜΣΘ,  µε εξαίρεση τους χάρτες που 
αφορούν βαθυµετρία, όπου τα βαθύµετρα µετρώνται από την ”κατωτάτη ρηχία" 
της θάλασσας στην περιοχή. 
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1.4  ΒΑΣΙΚΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο  

1.4.1 Γενικά 

Στις τρέχουσες τοπογραφικές εργασίες που αναφέρονται σε µικρής έκτασης 
περιοχές, το πρόβληµα προσδιορισµού της θέσης ενός σηµείου στο χώρο ανάγεται 
σε πρόβληµα που χρησιµοποιεί ως επιφάνεια αναφοράς το οριζόντιο επίπεδο  και 
την κατακόρυφο. Όπως φαίνεται στο σχήµα 1.14, η θέση του σηµείου Α στο χώρο 
προσδιορίζεται αν προσδιορισθεί η προβολή του Α' επάνω στο επίπεδο του 
ορίζοντα (στο οριζόντιο δηλαδή επίπεδο υψοµέτρου 0.0m) και η απόσταση του  
ΑΑ' είναι ίση Η από το επίπεδο αυτό, δηλαδή από την επιφάνεια της θάλασσας. 
Συνεπώς, όταν αναφερόµαστε στον προσδιορισµό της θέσης ενός σηµείου στο 
οριζόντιο επίπεδο, εννοούµε ουσιαστικά την  προβολή του σηµείου στο επίπεδο 
(σχήµα 1.14), χρειάζεται να υπάρχει ένα σύστηµα ορθογώνιων αξόνων για τους 
υπολογισµούς. Ένα τέτοιο σύστηµα είναι το σύστηµα των ορθογώνιων επίπεδων 
συντεταγµένων όπου ο προσδιορισµός της θέσης ενός σηµείου γίνεται µε απλούς  
µαθηµατικούς υπολογισµούς.   
 

 
Σχήµα 1.14  Προβολή σηµείων στο οριζόντιο επίπεδο 

 

1.4.2  Τοπικά συστήµατα συντεταγµένων 

Στις τρέχουσες τοπογραφικές εργασίες τα συστήµατα συντεταγµένων που 
βρίσκουν ευρεία χρήση είναι οι ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγµένες και οι 
πολικές συντεταγµένες, και ισχύουν οι σχέσεις της επίπεδης αναλυτικής 
γεωµετρίας. 

Το ορθογώνιο επίπεδο σύστηµα συντεταγµένων ορίζεται όπως στο σχήµα 1.15. 
Χωρίζεται σε τέσσερα τεταρτηµόρια (Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, IV) µε αρχή των αξόνων το σηµείο 
Ο και γενικά ισχύει ότι ο θετικός άξονας y συµπίπτει µε την διεύθυνση του βορρά 
και ο θετικός άξονας x έχει προσανατολισµό προς  ανατολάς. Το σύστηµα των 
συντεταγµένων που δηµιουργείται κατά σύµβαση ορίζεται να συµπίπτει µε την 
φορά των δεικτών του ρολογιού (θεωρείται δεξιόστροφο). Να σηµειωθεί ότι αυτή 
η σύµβαση µπορεί να διαφοροποιείται από χώρα σε χώρα.  
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Σχήµα 1.15  Ορθογώνιο επίπεδο σύστηµα συντεταγµένων 

 

Από το σχήµα 1.15 φαίνεται ότι το ζεύγος των ορθογώνιων συντεταγµένων (xA, yA) 
ορίζει την θέση του σηµείου Α και η θέση του σηµείου Β δίνεται από το ζεύγος (xΒ, 
yΒ) ως:  xΒ = xA + ∆xAΒ ,  yΒ = yA + ∆yAΒ 

Η γωνία διεύθυνσης (ή προσανατολισµού) αΑΒ είναι η γωνία που διαγράφεται 
όταν ο θετικός ηµιάξονας των y στραφεί κατά την θετική φορά (δεξιόστροφα) 
µέχρι να συµπέσει µε το διάνυσµα θέσης ΑΒ.  Η γωνία µπορεί να παίρνει τιµές 
µεταξύ 0 και 400 βαθµών ή 0 και 360 µοιρών. Όταν ο θετικός ηµιάξονας των y 
έχει διεύθυνση προς τον βορρά τετραγωνισµού, τότε η γωνία διεύθυνσης αΑΒ 
ονοµάζεται αζιµούθιο της πλευράς ΑΒ. 

Στο σχήµα 1.15 φαίνεται ότι η γωνία διεύθυνσης αΑΒ, της πλευράς ΑΒ είναι η γωνία 
η οποία διαγράφεται όταν η παράλληλη στον θετικό ηµιάξονα y (που διέρχεται 
από το σηµείο Α) στραφεί κατά την θετική φορά µέχρι να συµπέσει µε την πλευρά 
ΑΒ. Η γωνία αΑΒ υπολογίζεται, βάσει του σχήµατος, από τις γνωστές 

συντεταγµένες των σηµείων Α και Β χρησιµοποιώντας τη σχέση tanαΑΒ  = 
ΑΒ

ΑΒ

∆Υ

∆Χ
. 

Να σηµειωθεί ότι για τον υπολογισµό της γωνίας που αντιστοιχεί στην αντίστροφη 

συνάρτηση εφαπτοµένης της ποσότητας  
ΑΒ

ΑΒ

∆Υ

∆Χ
, θα πρέπει να βρεθεί το σωστό 

τεταρτηµόριο της γωνίας λαµβάνοντας υπόψη τα πρόσηµα των ∆ΧΑΒ και ∆ΥΑΒ. 

Η γωνία διεύθυνσης αΒΑ  της πλευράς ΒΑ µπορεί να βρεθεί από την γωνία 
διεύθυνσης αΑΒ της πλευράς ΑΒ (αλλαγή φοράς) αρκεί να προστεθούν 200g (ή 
180º), και η τιµή της γωνίας να παραµένει µεταξύ 0 g και 400 g (ή 0º και 360º). 
Ισχύει: 

αΒΑ = αΑΒ + 200 g = αΑΒ + 180º                                          (1.33) 

Αν από αριθµητικές πράξεις προκύψουν µεγαλύτερες τιµές των 400g (ή 360º) για 
την γωνία αΒΑ τότε αφαιρούνται τόσα ακέραια πολλαπλάσια των 400g (δηλαδή 
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τόσες ακέραιες περιφέρειες) όσα χρειάζεται για να µείνει τελικά η τιµή της αΒΑ 
µεταξύ 0g και 400g . Για παράδειγµα, αν αΑΒ = 356.25g  τότε η αΒΑ = 356.25g  + 200 

g = 556.25g  και τελικά αΒΑ = 156.25g . 

Η θέση ενός τυχαίου σηµείου Α του επιπέδου µπορεί επίσης να ορισθεί µε ένα 
ζεύγος πολικών συντεταγµένων (r, θ). Όπως φαίνεται στο σχήµα 1.16, οι πολικές 
συντεταγµένες αναφέρονται σε σύστηµα του οποίου αφετηρία είναι ο πόλος Ο (ο 
οποίος συµπίπτει µε την αρχή ενός ορθογώνιου συστήµατος συντεταγµένων) και 
έχει αρχική διεύθυνση µέτρησης για τις πολικές γωνίες (συµπίπτει µε τον άξονα 
Οy). Η απόσταση (οριζόντια) του σηµείου Α από την αρχή των αξόνων ονοµάζεται 
πολική απόσταση r η οποία ισούται µε το µέτρο του διανύσµατος OA  και η γωνία 
που σχηµατίζεται όταν ο θετικός ηµιάξονας των y στραφεί κατά την θετική φορά 
(φορά των δεικτών του ρολογιού - δεξιόστροφα) µέχρι να συµπέσει µε την ΟΑ 
ονοµάζεται πολική γωνία θ.  
 

+ y

+ x

Α

Ο

y

x

r

θ

 
Σχήµα 1.16  Σχέση µεταξύ πολικών και ορθογώνιων συντεταγµένων 

 

Όταν είναι γνωστές οι πολικές συντεταγµένες του σηµείου Α µπορούν να 
υπολογισθούν οι αντίστοιχες ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγµένες του και 
αντίστροφα µε χρήση των παρακάτω σχέσεων που προκύπτουν από την 
γεωµετρία του σχήµατος 1.16: 

θcosry

θsinrx

=

=
                                                            (1.34) 

επίσης: 
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1.4.3 Θεµελιώδη προβλήµατα γεωδαισίας 

Οι βασικοί υπολογισµοί στο επίπεδο για τον προσδιορισµό της σχετικής θέσης 
σηµείων αποτελούν τα τρία θεµελιώδη  προβλήµατα της γεωδαισίας ενώ ο 
συνδυασµός τους επιτρέπει την αντιµετώπιση ενός µεγάλου µέρους τοπογραφικών 
εφαρµογών. 
 

1.4.3α  Πρώτο θεµελιώδες πρόβληµα 

Στο πρόβληµα αυτό γίνεται ο υπολογισµός των επίπεδων καρτεσιανών 
συντεταγµένων σηµείου Β (xB, yB), όταν είναι γνωστά οι συντεταγµένες σηµείου Α 
(xΑ, yΑ), η οριζόντια απόσταση SΑΒ µεταξύ των δύο σηµείων και η γωνία 
διεύθυνσης αΑΒ της πλευράς ΑΒ. 

Από το σχήµα 1.15 φαίνεται ότι: 

∆xxxxx∆x

∆yyyyy∆y

ABAB

ABAB

+=⇒−=

+=⇒−=
                                     (1.36) 

Επίσης ισχύει:  
∆y = SAB cosαAB και ∆x = SAB sinαAB                                                  (1.37) 

Αντικαθιστώντας την σχέση (1.37) στην (1.36) προκύπτει:  

ABABAB

ABABAB

sinαSxx

cosαSyy

+=

+=
                                                 (1.38) 

 

1.4.3β  ∆εύτερο θεµελιώδες πρόβληµα 

Το πρόβληµα αυτό αναφέρεται στον υπολογισµό της απόστασης SΑΒ µεταξύ δύο 
σηµείων Α και Β και της γωνίας διεύθυνσης αΑΒ της πλευράς ΑΒ όταν είναι 
γνωστές οι συντεταγµένες των σηµείων Α (xΑ, yΑ) και Β (xB, yB). 

Όπως φαίνεται από το σχήµα  1.15, είναι: 
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+===

=
−

−
==

    (1.39) 

Η γωνία αΑΒ , όπως υπολογίζεται από την πρώτη εξίσωση της  σχέσης (1.39), 
µπορεί να πάρει µία τιµή εκ των τεσσάρων τεταρτηµορίων µεταξύ 0g και 400g. 
Έτσι, αρκεί να λάβουµε την τιµή της γωνίας που αντιστοιχεί στην εφαπτοµένη: 









=









=

∆y

∆x
arctanαή

∆y

∆x
αtan   

                                                (1.40) 

Στην συνέχεια, ανάλογα µε τα πρόσηµα των ∆x και ∆y στο τεταρτηµόριο που 
βρίσκονται και θεωρώντας την γωνία α προσηµασµένη, εφαρµόζουµε τον 
κατάλληλο τύπο  όπως φαίνεται στο σχήµα 1.17 και στον Πίνακα 1.4. 
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Σχήµα 1.17  Προσδιορισµός της  γωνίας διεύθυνσης ως προς τα τεταρτηµόρια 
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Πίνακας 1.4  ∆ιερεύνηση προσήµου για τον υπολογισµό της τιµής της γωνίας διεύθυνσης 
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1.4.3γ  Τρίτο θεµελιώδες πρόβληµα 

Συχνά στην Γεωδαισία, ζητείται ο προσδιορισµός της θέσης διαδοχικών  σηµείων 
0, 1, 2, ...n. Αυτά τα σηµεία ορίζουν µια τεθλασµένη γραµµή που ονοµάζεται 
πολυγωνική όδευση ή απλά όδευση γιατί έχει αρχή, τέλος και φορά. Στο σχήµα 
1.18 φαίνονται εκτός από τις γωνίες διεύθυνσης των πλευρών µεταξύ των σηµείων, 
οι γωνίες θλάσης βi µεταξύ των δύο διαδοχικών πλευρών.  Η γωνία θλάσης 
διαγράφεται όταν η προηγούµενη πλευρά στραφεί κατά την θετική φορά µέχρι να 
συµπέσει µε την επόµενη πλευρά.  

Το τρίτο πρόβληµα αναφέρεται στον υπολογισµό της γωνίας διεύθυνσης αn,n+1 της 
πλευράς Sn,n+1 όταν δίνονται οι γωνίες θλάσης β1, β2,...,βn µιας όδευσης και η γωνία 
διεύθυνσης της πρώτης πλευράς α01 . 
 

 
Σχήµα 1.18   Πολυγωνική όδευση 

 

Η ζητούµενη γωνία διεύθυνσης υπολογίζεται από την σχέση: 

) 400k(200nβΣαα gradgrad
i

n

1i

grad
01

grad
1n n, ⋅−⋅++=

=
+   

 (1.41) 

όπου,  i = 1, 2, …, n  και  k = ακέραιος 0, 1, 2, ... 

Οι γωνίες θλάσης που χρησιµοποιούνται στην σχέση (1.41) πρέπει να είναι 
µετρηµένες µε την ίδια φορά (π.χ. δεξιόστροφες) ενώ στη περίπτωση που κάποια 
είναι µετρηµένη µε  την αντίθετη φορά θα πρέπει στους υπολογισµούς να 
χρησιµοποιηθεί  η γωνία 400g - βi.  Αν από τις αριθµητικές πράξεις προκύψει για 
την γωνία διεύθυνσης αn,n+1  αποτέλεσµα µε τιµή µεγαλύτερη των 400g, τότε 
αφαιρούνται τόσες ακέραιες περιφέρειες (δηλ. 400g) όσες χρειάζεται για να µείνει 
τελικά η τιµή της γωνίας διεύθυνσης µεταξύ 0g και 400g. 
 

1.4.4 Μετασχηµατισµοί συντεταγµένων  

Στις καθηµερινές τοπογραφικές εργασίες υπάρχει συχνά η ανάγκη να 
συσχετισθούν χάρτες ή τοπογραφικά διαγράµµατα που αναφέρονται σε 
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διαφορετικά συστήµατα συντεταγµένων. Για τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων 
από ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων σε ένα άλλο συνήθως 
χρησιµοποιείται ο µετασχηµατισµός οµοιότητας στο επίπεδο (similarity 
transformation), που είναι συνδυασµός µετάθεσης κατά x, y,  στροφής και ενιαίας 
κλίµακας για το επίπεδο εφαρµογής (σχήµα 1.19). Η ιδιότητα που χαρακτηρίζει 
τον µετασχηµατισµό αυτό είναι η διατήρηση της µορφής των σχηµάτων. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι δεν πρέπει να συγχέεται ο ορός «µετασχηµατισµός» µε την 
«µετατροπή» των συντεταγµένων, που αναφέρεται στην αλλαγή της µορφής των 
συντεταγµένων π.χ. από γεωδαιτικές σε καρτεσιανές συντεταγµένες, χωρίς όµως 
να αλλάζει το σύστηµα αναφοράς. 
 

Γενική σχέση µετασχηµατισµού µεταξύ δύο διαφορετικών συστηµάτων αναφοράς

Μετάθεση + Στροφή (-ές) + Αλλαγή κλίµακας

Πίνακας (-ες) Στροφής

Πίνακας Αλλαγής Κλίµακας∆ιάνυσµα Μετάθεσης

 
Σχήµα 1.19   Γενική διαδικασία µετασχηµατισµού συντεταγµένων διαφορετικών συστηµάτων 

αναφοράς 

 

Τα δύο συστήµατα µπορεί, στην απλούστερη περίπτωση, να είναι παράλληλα και 
να απέχουν µόνο οι αφετηρίες τους ή να έχουν µεταξύ τους µια στροφή ή και να 
έχουν διαφορετική κλίµακα. 

 

1.4.4α Μετάθεση της αρχής  

Ο µετασχηµατισµός µετάθεσης επηρεάζει µόνο τη θέση και διατηρεί αναλλοίωτα 
τα γεωµετρικά στοιχεία (αποστάσεις, γωνίες, διευθύνσεις). Από το σχήµα 1.19 
φαίνεται ότι όταν οι συντεταγµένες της αρχής του συστήµατος Ι ως προς τις 
αντίστοιχες συντεταγµένες αρχής του συστήµατος ΙΙ είναι µετατοπισµένες κατά 
( II

0
II
0 y,x ), τότε  για το τυχαίο σηµείο Α µε συντεταγµένες (xΙ, yΙ)  στο σύστηµα Ι,  η 

θέση του στο σύστηµα ΙΙ δίνεται από τις σχέσεις : 

0
III

0
III

yyy

xxx

+=

+=
        (1.42) 

Οι συντεταγµένες (x0, y0) είναι προσηµασµένες µε πρόσηµα που εξαρτώνται από 
την θέση της αρχής 0Ι ως προς την αρχή 0ΙΙ του συστήµατος ΙΙ.  
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Σχήµα 1.20  Μετάθεση αρχής των συντεταγµένων 

 

1.4.4β  Αλλαγή κλίµακας  

Ο µετασχηµατισµός κλίµακας αφήνει αναλλοίωτες τις διευθύνσεις ως προς το 
σύστηµα συντεταγµένων αλλά επηρεάζει το µέγεθος (αποστάσεις και εµβαδά). Ο 
συντελεστής κλίµακας m (συνήθως ονοµάζεται κλίµακα παραµόρφωσης) ορίζεται 
µε το λόγο ενός µήκους στο σύστηµα ΙΙ ως προς το αντίστοιχο µήκος στο σύστηµα 
Ι.  

 

Για δύο τυχαία σηµεία Α και Β που έχουν µεταξύ τους απόσταση SΙAB ,   SΙΙAB  στα 
δύο συστήµατα συντεταγµένων, ο συντελεστής κλίµακας είναι: 

II
A

II
B

II
AB

II
A

II
B

II
AB

I
A

I
B

I
AB

I
A

I
B

I
AB

2I
AB

2I
AB

2II
AB

2II
AB

AB
I

II
AB

yy∆y,xx∆x

yy∆y,xx∆xόπου

∆y∆x

∆y∆x

S

S
m

−=−=

−=−=

+

+
==

     (1.43) 

Εποµένως, οι συντεταγµένες στο σύστηµα ΙΙ υπολογίζονται ως: 

  xII = m xI    και  yII = m yI                                              (1.44) 
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+yI

+ xI

+ xII

+yII

SI
AB

SII
AB

A

B

A

B

 
Σχήµα 1.21   Για  SΙ

AB ≠  SΙΙ
AB  χρησιµοποιείται η κλίµακα παραµόρφωσης  m 

 

1.4.4γ  Στροφή των αξόνων ως προς κοινή αρχή  

Ο µετασχηµατισµός στροφής αφήνει αναλλοίωτα τις αποστάσεις και τις γωνίες 
αλλά επηρεάζει τον προσανατολισµό. Για τα δύο συστήµατα συντεταγµένων   Ι και 
ΙΙ, που φαίνονται στο σχήµα 1.22,  έχουν κοινή αρχή Ο αλλά οι άξονες  του 
συστήµατος Ι πρέπει να στραφούν δεξιόστροφα κατά γωνία ω (γωνία στροφής) 
για να ταυτιστούν µε τους άξονες του συστήµατος ΙΙ.  

 
Σχήµα 1.22  Μετασχηµατισµός στροφής δύο ορθογώνιων συστηµάτων συντεταγµένων µε κοινή 

αρχή 
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Για το τυχαίο σηµείο Α µε γνωστές ορθογώνιες συντεταγµένες (xΙ, yΙ), οι 
αντίστοιχες συντεταγµένες του στο δεύτερο σύστηµα  ΙΙ προσδιορίζονται βάσει 
των σχέσεων  (1.34):  

ω)(θcosry

ω)(θsinrx

II

II

−=

−=
                                                  (1.45) 

Η σχέση (1.45) γράφεται µετά από ανάπτυξη των τριγωνοµετρικών όρων: 

sinωsinθrcosωcosθry

sinωθcosr-cosωsinθrx

II

II

+=

=
                                     (1.46) 

και µε χρήση των σχέσεων (1.34) η παραπάνω σχέση απλοποιείται ως εξής: 

sinωxcosωyy

sinωy-cosωxx

II

II

+=

=
                                              (1.47) 

Οι σχέσεις (1.46) µπορούν να γραφούν µε την µορφή πινάκων: 








 −
=












×=













ωcosωsin

sinωcosω
Rόπου

y

x
R

y

x
I

I

II

II

                                          (1.48) 

Ο πίνακας R ονοµάζεται «πίνακας στροφής» και δεν έχει µονάδες. Επίσης, εφόσον 
η γωνία ω είναι προσηµασµένη, η σχέση (1.48)  ικανοποιεί τόσο την δεξιόστροφη 
όσο και την αριστερόστροφη φορά των αξόνων. 
 

1.4.4δ  Μετασχηµατισµός οµοιότητας 

Ο µετασχηµατισµός οµοιότητας αποτελεί συνδυασµό µετάθεσης, ενιαίας στροφής 
και κλίµακας, άρα απαιτούνται τέσσερις παράµετροι µετασχηµατισµού [(x0, y0), ω, 
m]. Άρα, για ένα σηµείο του οποίου είναι γνωστή η θέση του (xI, yI) στο σύστηµα 
συντεταγµένων Ι, και ζητείται να βρεθεί η αντίστοιχη θέση του στο σύστηµα II 
δηλαδή (xII, yII) θα πρέπει να είναι γνωστά η θέση (x0, y0) της αρχής των αξόνων 
των δύο συστηµάτων, η κλίµακα παραµόρφωσης m και η γωνία στροφής  του 
συστήµατος I ως προς το σύστηµα II. Η γενική σχέση που δίνει το µετασχηµατισµό 
είναι: 

( )
( )cosωysinωxmyy

sinωycosωxmxx

IIII
0
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IIII
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II
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−+=
                                   (1.49) 

ή σε µορφή πινάκων 
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 43

1.4.4ε  Προσδιορισµός παραµέτρων µετασχηµατισµού  

Για να γίνει µετασχηµατισµός µεταξύ των δύο συστηµάτων αναφοράς, αρκεί να 
υπάρχουν κοινά σηµεία (τουλάχιστον δύο) µε γνωστές συντεταγµένες και στα δύο 
συστήµατα. Βάσει των κοινών αυτών σηµείων γίνεται ο προσδιορισµός των 
παραµέτρων µετασχηµατισµού. Τα κοινά σηµεία θα πρέπει να είναι κατανεµηµένα 
στην περιοχή εφαρµογής για καλύτερο προσδιορισµό των παραµέτρων. Όταν 
υπάρχει µεγάλος αριθµός κοινών σηµείων, ο προσδιορισµός των παραµέτρων 
γίνεται συνήθως µε µαθηµατικές µεθόδους, όπως µε χρήση της µεθόδου των 
ελαχίστων τετραγώνων. 

Μετά τον προσδιορισµό των παραµέτρων, δηλαδή την µετάθεση της αρχής των 
αξόνων, την στροφή των αξόνων και την κλίµακα, ακολουθεί ο προσδιορισµός των 
συντεταγµένων για όλα τα υπόλοιπα σηµεία στο νέο σύστηµα.   

Έστω δύο σηµεία Α και Β των οποίων οι θέσεις τους ( I
A

I
A y,x ), ( I

B
I
B y,x ), ( II

A
II
A y,x ), 

( II
B

II
B y,x ) είναι γνωστές σε δύο συστήµατα ορθογώνιων συντεταγµένων I και II. 

Για τον προσδιορισµό των παραµέτρων µετασχηµατισµού µεταξύ των δύο 
συστηµάτων πρέπει να υπολογιστούν τα παρακάτω: 

• Η απόσταση SAB και η γωνία διεύθυνσης αAB για κάθε σύστηµα, δηλαδή  

2II
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2II
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II
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2I
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II
ABII

ABI
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I
ABI
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∆y∆xS,∆y∆xS

∆y

∆x
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∆y

∆x
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+=+=

==
 

• Η κλίµακα m του συστήµατος II ως προς το σύστηµα Ι, δηλαδή  

I
AB

II
AB

S

S
m =  

• Η γωνία στροφής ω του συστήµατος II ως προς το σύστηµα Ι, δηλαδή 

II
AB

I
AB ααω −=  

• Το διάνυσµα της µετάθεσης ( II
0

II
0 y,x ) βάσει ενός από τα δύο γνωστά σηµεία, 

έστω το σηµείο Α, δηλαδή 

myω)cos(mxω)sin(yy

myω)(sinmx)ωcos(xx

I
A

I
A

II
A

II
0

I
A

I
A

II
A

II
0

−−=

+−=
 

Οι σχέσεις µπορούν να εφαρµοσθούν είτε για το σηµείο Α ή για το σηµείο Β. Όταν 
εφαρµοσθούν οι σχέσεις και για τα δύο σηµεία Α και Β τότε λαµβάνεται ο µέσος 
όρος των παραµέτρων µετασχηµατισµού. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

• ∆ίνονται οι ορθογώνιες συντεταγµένες ενός σηµείου Α  (xA , yA) = (713.64m, 
496.72m). Έχουν µετρηθεί η απόσταση µεταξύ του Α και σηµείου Β ίση µε 
SAB=135.25m, και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ=32.9645 grad. Ζητείται να 
υπολογισθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Β. 

Είναι: 

m780.59∆xxx

66.95mαsinS∆x

0.49497sinα

AB

12

12

=+=

+==

+=

    

m614.24∆yyy

117.52mαcosS∆y

0.86891αcos

AB

12

12

=+=

+==

+=

 

• ∆ίνονται οι ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγµένες δύο σηµείων Α και Β, 
(xA,yA)=(713.64m, 496.72m) και (xΒ,yΒ)=(780.59m, 614.24m). Ζητείται να 
υπολογισθούν η απόσταση µεταξύ των Α και Β και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ. 

Είναι: 

m135.25117.5266.95∆y∆xS

m117.52yy∆y

m66.95xx∆x

2222

AB

AB

=+=+=

+=−=

+=−=

 

 

grad32.9663α

0.5697
117.52

66.95

∆y

∆x
αtan

12

12

=⇒

=
+
+

==
 

Να σηµειωθεί ότι µια εναλλακτική σχέση για την γωνία διεύθυνσης αΑΒ δίνεται 
από τους παρακάτω τύπους:  

S

yy
cosαή

S

xx
sinα

AB
AB

AB
AB

−
=

−
=

 

• Στην όδευση του σχήµατος έχουν µετρηθεί οι γωνίες θλάσης β1, β2, β3, β4 και 
δίνεται η γωνία διεύθυνσης α0:  

α0 = 157.9422 grad 

β1 = 192.4735 grad 

β2 = 196.5106 grad 

  β3 = 207.5641 grad 

β4 = 212.6123 grad .   

Να υπολογισθεί η γωνία διεύθυνσης α 45.  
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Είναι:   α 45 =  αο +Σβ + n 200grad – k 400grad  =   

157.9422 + 809.1605 + 4 ×200 – k × 400 =  

1767.1027 – 4× 400  = 167.1027 grad   (k = 4) 

• Στο παρακάτω σχήµα δίνονται  οι συντεταγµένες του σηµείου Ρ (1123.82, 
509.41)m και οι συντεταγµένες των σηµείων Γ(865.49, 416.73)m και ∆(1557.41, 
669.09)m. Να υπολογισθεί το µήκος της κάθετης απόστασης ΡΒ προς την 
ευθυγραµµία Α∆.    

 

Το παραπάνω πρόβληµα συναντάται συχνά στις καθηµερινές τοπογραφικές 
εργασίες και αφορά στο προσδιορισµό της κάθετης απόστασης από σηµείο σε 
ευθυγραµµία (π.χ. για έλεγχο ευθυγραµµίας, σε εργασίες διανοµής κλπ). 

Η κλίση της ευθυγραµµίας ΑΒ υπολογίζεται από την γωνία διεύθυνσης 
χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες των σηµείων Γ και ∆, αφού τα σηµεία αυτά 
ανήκουν στην ίδια ευθυγραµµία δηλ. 
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50.36472424
865.491557.41

416.73669.09

∆Y

∆X
tanα

Γ∆

Γ∆
Γ∆ =

−
−

==   

Επίσης, για την εξίσωση της ευθυγραµµίας υπολογίζεται η ποσότητα b: 

b = 416.73 – 0.364724245 × 865.49  = 101.065m 

Το µήκος της απόστασης ΑΡ είναι: 

m1195.708101.065)(509.410)(1123.82AP 22 =−+−=  

Η γωνία διεύθυνσης αΑΡ είναι: 

gradgrad1

AP

AP1
AP 77.81250)

101.07509.41

01123.82
(tan)

∆Y

∆X
(tanα =+

−

−
== −−  

Η γωνία διεύθυνσης αΑΒ είναι: 

gradgrad1
AB 77.35400)

50.36472424

1
(tanα =+= −  

Εποµένως, η γωνία α είναι: 

α = αΑΡ – αΑΒ = 77.8125 – 77.3540 = 0.4585grad 

Η κάθετη απόσταση ΒΡ από το σηµείο Β στην ευθυγραµµία ΑΒ είναι: 

ΒΡ = 1195.708  × sin (0.4585grad) =  8.612m 
 

1.5 Ασκήσεις 

1. Να γίνει µετατροπή σε ακτίνια και µοίρες (εξηκονταδική και δεκαδική µορφή) 
των παρακάτω γωνιών: 

   (α) 53.0000 grad  (β) 42.8701 grad (γ) 315.2061 grad 

2. Να δώσετε τo τελικό αποτέλεσµα των παρακάτω µε τον απαραίτητο αριθµό των 
σηµαντικών ψηφίων: 

  (α) άθροισµα των αριθµών 31.65, 0.00231, 230, 8.8   
  (β) άθροισµα των αριθµών 1.252, 0.06, 1240, 483.7  
  (γ) γινόµενο των αριθµών 6781.49 και 4.7 
  (δ) τον λόγο των αριθµών 6781.49 και 2.88 

2. ∆ύο διαφορετικοί ολοκληρωµένοι γεωδαιτικοί σταθµοί, ίδιας ακρίβειας κατά 
τον κατασκευαστή, χρησιµοποιήθηκαν για την µέτρηση ενός µήκους και έδωσαν 
τα παρακάτω αποτελέσµατα: 

Μήκος µετρηµένο µε όργανο A (m) Μήκος µετρηµένο µε όργανο B (m) 
1056.429 1056.435 
1056.435 1056.435 
1056.440 1056.432 
1056.432 1056.436 
1056.433 1056.435 
1056.436 1056.436 

 1056.434 
 1056.435 

Να υπολογισθεί η καλύτερη τιµή του µήκους και το τυπικό της σφάλµα. 

(Απάντηση: 1056.453m ±  0.4mm) 
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4. Κατά την αποτύπωση κωνικού ανοίγµατος σήραγγας σε ένα ορυχείο µετρήθηκε 
η διάµετρος της βάσης ίσης µε 150m ± 0.5m και το ύψος ίσο µε 50m ± 1m. Να 
υπολογισθεί ο όγκος του κώνου και το τυπικό του σφάλµα.   

(Απάντηση: 294524.3m3 ±  6209m3) 

5. Μια γωνία µετρήθηκε 6 φορές από τον παρατηρητή Α και 10 φορές από τον 
παρατηρητή Β, µε διαφορετικά θεοδόλιχα: 

Παρατηρητής Α: θΑ =136.7735grad  σθΑ = ±7cc (τυπικό σφάλµα της µιας µέτρησης) 

Παρατηρητής Β: θΒ =136.7796grad  σθΒ =±0.0020grad (τυπικό σφάλµα της µιας 
µέτρησης). 

 Να υπολογισθεί η καλύτερη τιµή της γωνίας και το τυπικό της σφάλµα. 

(Απάντηση: 136.7745 grad ±  56cc) 

6. Να υπολογισθούν οι γεωδαιτικές συντεταγµένες του σηµείου Α όταν δίνονται οι 
τρισδιάστατες καρτεσιανές συντεταγµένες του Χ = 4556918.183m, Υ = 
2044857.785m, Ζ = 3955488.572m.   

7. Το διάνυσµα βάσης µεταξύ δύο σηµείων Α και Β µετρήθηκε µε GPS  και 
βρέθηκε ίσο µε (∆Χ = 457.984m, ∆Υ = 124.873m, ∆Ζ = 239.016m) στο παγκόσµιο 
σύστηµα WGS84. Οι γεωδαιτικές συντεταγµένες του σηµείου Α είναι (φ = 34° 15' 
25.6019'', λ = 75° 42' 17.8406''). Να υπολογιστεί το διάνυσµα της βάσης (∆n, ∆e, 
∆u) σε τοπικό γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς. 
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2. ΓΩΝΙΕΣ – ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ 

 

2.1 ΓΕΝΙΚΑ  

Στην Τοπογραφία οι γωνίες αποτελούν βασικά µετρούµενα µεγέθη. Στο ύπαιθρο οι 
µετρούµενες γωνίες είναι οριζόντιες και κατακόρυφες. Οι οριζόντιες γωνίες 
χρησιµοποιούνται για την απεικόνιση και τον προσδιορισµό των σηµείων της 
επιφάνειας του εδάφους. Οι κατακόρυφες γωνίες χρησιµοποιούνται για την 
αναγωγή των κεκλιµένων µηκών σε οριζόντια και τον προσδιορισµό των 
υψοµετρικών διαφορών µεταξύ αυτών των σηµείων. Σε αυτό το κεφάλαιο 
ορίζονται οι γωνίες, οριζόντιες και κατακόρυφες, παρουσιάζονται τα όργανα που 
χρησιµοποιούνται στο ύπαιθρο για την µέτρηση τους, δίνεται η µεθοδολογία των 
µετρήσεων και η επεξεργασία τους. Τέλος δίνονται οι αναγωγές των οριζόντιων 
γωνιών και η εκτίµηση της ακρίβειας τους. 
 

2.2 ΟΡΙΖΟΝΤΙΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

2.2.1 Ορισµός 

Οριζόντια γωνία (ΒΑΓ) (σχ. 2.1) ονοµάζεται η δεξιόστροφη επίπεδη γωνία α της 
δίεδρης, της οποίας τα επίπεδα Ε1 και Ε2 ορίζονται από την κατακόρυφη που 
περνά από το σηµείο Α και τα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα. 

 
Σχήµα 2.1 Η οριζόντια γωνία (ΒΑΓ). Τα σηµεία Β και Γ είναι οι ορθές προβολές των σηµείων Β 

και Γ πάνω στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από το σηµείο Α 

Με βάση αυτόν τον ορισµό είναι φανερό ότι η οριζόντια γωνία α = ΒΑ Γ 
µετριέται πάνω στο οριζόντιο επίπεδο που είναι κάθετο στην κατακόρυφη που 
περνά από το σηµείο Α. Τα σηµεία 'Β  και 'Γ  είναι οι ορθές προβολές των Β και Γ 
πάνω σε αυτό το επίπεδο. 

Η οριζόντια γωνία (ΓΑΒ) έχει µέτρο α = 400g - α. Έτσι αν η (ΒΑΓ) είναι κυρτή 
γωνία (µικρότερη από 200g) τότε η (ΓΑΒ)  είναι µη κυρτή (µεγαλύτερη από 200g) 
και αντίστροφα. 
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2.2.2 Αζιµούθιο  

Αν το κατακόρυφο επίπεδο Ε1, που ορίσθηκε στην ενότητα 2.2.1, περιέχει τον 
άξονα περιστροφής της γης και Ε2 το δεύτερο επίπεδο της δίεδρης γωνίας, τότε η 
αντίστοιχη οριζόντια γωνία (σχ. 2.2) ονοµάζεται αστρονοµικό ή πραγµατικό ή 
γεωγραφικό αζιµούθιο ΑΑΓ της πλευράς (ΑΓ). 

Το συγκεκριµένο κατακόρυφο επίπεδο Ε1 τέµνει την επιφάνεια αναφοράς κατά 
τον πραγµατικό (ή γεωγραφικό) µεσηµβρινό που περνά από το σηµείο Α. Ο 
µεσηµβρινός περνά από τον πραγµατικό ή γεωγραφικό βόρειο (και νότιο) πόλο Ο, 
εποµένως η βασική (αρχική) διεύθυνση µέτρησης, του αστρονοµικού ή 
πραγµατικού ή γεωγραφικού αζιµουθίου ΑΑΓ της πλευράς (ΑΓ), είναι η διεύθυνση 
του αστρονοµικού ή πραγµατικού ή γεωγραφικού βορρά. 
 

 
Σχήµα 2.2 Το Αζιµούθιο (ΑΑΓ) της ευθείας (ΑΓ)  

Θεωρώντας την γη ως ένα µαγνήτη, είναι δυνατό να ορισθεί ο βόρειος και ο νότιος 
µαγνητικός πόλος της. Αν το κατακόρυφο επίπεδο Ε1 περιλαµβάνει την ευθεία που 
συνδέει τον βόρειο και τον νότιο µαγνητικό πόλο της γης, τότε η αντίστοιχη 
οριζόντια γωνία, ονοµάζεται µαγνητικό αζιµούθιο της πλευράς (ΑΓ). 

Το συγκεκριµένο κατακόρυφο επίπεδο τέµνει τη γη κατά τον µαγνητικό 
µεσηµβρινό που περνά από το σηµείο Α. Γιαυτό τον λόγο η βασική (αρχική) 
διεύθυνση µέτρησης του µαγνητικού αζιµουθίου της πλευράς (ΑΓ) είναι η 
διεύθυνση του µαγνητικού βορρά. Οι µαγνητικοί πόλοι δεν είναι σταθεροί και δεν 
ταυτίζονται µε τους γεωγραφικούς πόλους. Στην πράξη η διεύθυνση του 
µαγνητικού µεσηµβρινού ορίζεται µε την πυξίδα.  
 

2.2.3 Γωνία διεύθυνσης 

Από τις µετρήσεις που γίνονται στο ύπαιθρο (γωνίες και µήκη), προσδιορίζονται οι 
καρτεσιανές συντεταγµένες των σηµείων της φυσικής γήινης επιφάνειας ΦΓΕ, µε 
σκοπό την απεικόνιση της ΦΓΕ πάνω σε µια αναπτυκτή (επίπεδη) επιφάνεια. Η 
διεύθυνση του κεντρικού µεσηµβρινού, που περνά από το µέσον της επιφάνειας, 
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ταυτίζεται µε τον άξονα των (Υ) ενός δεξιόστροφου ορθογώνιου συστήµατος 
αναφοράς (ΧΟΥ). 

Στα τοπογραφικά διαγράµµατα, µε βάση αυτή την διεύθυνση, κατασκευάζεται 
πλέγµα γραµµών παράλληλων προς τους άξονες (Υ) και (Χ), σε σταθερή απόσταση 
µεταξύ τους. Το πλέγµα των παράλληλων υλοποιεί το σύστηµα αναφοράς και 
λέγεται κάναβος. Η διεύθυνση του ηµιάξονα (+Υ) συνηθίζεται να λέγεται βορράς 
τετραγωνισµού. Η συγκεκριµένη διεύθυνση συµπίπτει µε τον άξονα των (Υ) του 
κρατικού συστήµατος αναφοράς. Είναι φανερό ότι η διεύθυνση του βορρά 
τετραγωνισµού ταυτίζεται µόνο µε την διεύθυνση του κεντρικού µεσηµβρινού ενώ 
οι υπόλοιπες αποκλίνουν κατά γωνίες γ. Η οριζόντια γωνία που έχει ως βασική 
(αρχική) διεύθυνση µια παράλληλη µε την διεύθυνση του βορρά τετραγωνισµού 
(ΑΒ) και η άλλη πλευρά της είναι η ευθεία (ΑΓ), λέγεται γωνία διεύθυνσης ή γωνία 
προσανατολισµού αΑΓ της πλευράς (ΑΓ) (σχ. 2.3). 

Αν ο άξονας των (Υ) έχει αυθαίρετη διεύθυνση τότε η οριζόντια γωνία που έχει 
βασική (αρχική) διεύθυνση παράλληλη µε τον αυθαίρετο ηµιάξονα (+Υ), λέγεται 
αυθαίρετη γωνία διεύθυνσης ή αυθαίρετη γωνία προσανατολισµού. Σε αυτή την 
περίπτωση το σύστηµα αναφοράς (ΧΟΥ) και ο αντίστοιχος κάναβος, που το 
υλοποιεί, είναι αυθαίρετα. 
 

 
Σχήµα 2.3 Βορράς τετραγωνισµού. Γωνία διεύθυνσης (αΑΓ) της πλευράς (ΑΓ) 

 

Στα τοπογραφικά διαγράµµατα ο κάναβος χρησιµοποιείται για µετρητικούς 
σκοπούς. Η απόσταση των γραµµών του είναι πάντοτε σταθερή και συνήθως 
10cm, µε αποτέλεσµα να σχηµατίζονται τετράγωνα διαστάσεων 10cm Χ 10cm. Με 
βάση τις συντεταγµένες του κανάβου προσδιορίζεται η θέση ενός σηµείου πάνω 
στο τοπογραφικό διάγραµµα µε ακρίβεια ανάλογη της χάραξης του κανάβου και 
της κλίµακας του διαγράµµατος. 
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2.2.4 Γωνίες βασικών διευθύνσεων 

Όπως αναφέρθηκε στις προηγούµενες ενότητες οι βασικές (αρχικές) διευθύνσεις 
µέτρησης των οριζόντιων γωνιών είναι: η διεύθυνση του πραγµατικού βορρά, η 
διεύθυνση του µαγνητικού βορρά, η διεύθυνση του βορρά τετραγωνισµού και η 
αυθαίρετη διεύθυνση. 

Οι βασικές διευθύνσεις µέτρησης των οριζόντιων γωνιών σχηµατίζουν µεταξύ τους 
αντίστοιχες οριζόντιες γωνίες. Οι γωνίες αυτές είναι οι επόµενες (σχ. 2.3): 

Μαγνητική απόκλιση δ, είναι η οριζόντια γωνία µεταξύ των διευθύνσεων του 
µαγνητικού και του γεωγραφικού βορρά. Η µαγνητική απόκλιση µεταβάλλεται 
διαχρονικά από τόπο σε τόπο, µέσα στην διάρκεια του χρόνου αλλά και κατά την 
διάρκεια της ηµέρας. ∆ιακρίνεται σε ανατολική και δυτική σε σχέση µε τον 
γεωγραφικό βορρά. Το µέτρο της, για την Ελλάδα, είναι της τάξης των λίγων 
µοιρών ανατολική. 

Γεωδαιτική απόκλιση ε, είναι η οριζόντια γωνία µεταξύ του µαγνητικού βορρά και 
του  βορρά τετραγωνισµού. 

Σύγκλιση µεσηµβρινού γ, είναι η οριζόντια γωνία µεταξύ του γεωγραφικού βορρά 
και του βορρά τετραγωνισµού. Στον κεντρικό µεσηµβρινό η τιµή της γωνίας 0γ = .  

Μεταξύ αυτών των οριζόντιων γωνιών ισχύει η σχέση: 

γδε +=                                                                (2.1)     

Η τιµή της γωνίας ε χρησιµοποιείται στο πλαίσιο εργασιών πάνω σε 
τοπογραφικούς χάρτες ή παλαιότερα σε γεωδαιτικές εργασίες όπου 
χρησιµοποιούνταν πυξίδες. 
 

2.3 ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

2.3.1 Ορισµοί 

Γωνία ύψους της πλευράς (ΑΒ), υΑΒ (σχ. 2.4), ονοµάζεται η γωνία που 
σχηµατίζεται από την ευθεία (ΑΒ) και την προβολή της πάνω στο οριζόντιο 
επίπεδο που περνά από το σηµείο Α. Στην περίπτωση που η ευθεία (ΑΒ) βρίσκεται 
πάνω από αυτό το οριζόντιο επίπεδο η υΑΒ είναι θετική, µε πεδίο τιµών 

g
ΑΒ 100υ0 ≤≤ . Ενώ όταν η ευθεία (ΑΒ) βρίσκεται κάτω από το ίδιο οριζόντιο 

επίπεδο η υΑΒ είναι αρνητική, µε πεδίο τιµών 0υ100- ΑΒ
g ≤≤ . 

Ζενίθια γωνία της πλευράς (ΑΒ), ΖΑΒ (σχ. 2.4), ονοµάζεται η γωνία που 
σχηµατίζεται από την κατακόρυφη που περνά από το σηµείο Α και την διεύθυνση 
της πλευράς (ΑΒ). Η ζενίθια γωνία µετριέται από το ζενίθ προς το ναδίρ και το 
πεδίο τιµών της είναι ≤0 (ΖΑΒ) g200≤ . Η ζενίθια γωνία και η γωνία ύψους της 
πλευράς (ΑΒ) είναι συµπληρωµατικές γωνίες εποµένως ισχύει : 

g
ABAB 100υZ =+                                                            (2.2) 
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Σχήµα 2.4 Κατακόρυφες γωνίες της πλευράς (ΑΒ). Γωνία ύψους υΑΒ, ζενίθια γωνία ΖΑΒ, και 

ναδιριαία γωνία ΝΑΒ 
 

Ναδιριαία γωνία της πλευράς (ΑΒ), ΝΑΒ (σχ. 2.4), ορίζεται όπως και η αντίστοιχη 
ζενίθια γωνία ΖΑΒ, µε την διαφορά ότι µετριέται από το ναδίρ προς το ζενίθ. Το 
πεδίο τιµών της είναι ≤0  (ΝΑΒ) g200≤ .   
 

2.3.2 Κλίση ευθείας 

Κλίση της ευθείας (ΑΒ), ΑΒi  (σχ. 2.5), λέγεται η εφαπτοµένη της γωνίας ύψους της 

ευθείας ΑΒ, ΑΒυ , δηλαδή ισχύει : 

ΑΒΑΒ υtani =                                                             (2.3) 

αντίστοιχα για την ζενίθια γωνία ΑΒΖ  της ευθείας (ΑΒ) ισχύει : 

ΑΒΑΒ Ζcoti =                                                            (2.4) 

Η κλίση της ευθείας (ΑΒ) δίνεται συνήθως επί τοις εκατό (%), σε αυτή την 
περίπτωση ισχύουν οι αντίστοιχες σχέσεις : 

100υtan%i ΑΒΑΒ ⋅=                                                     (2.5)  

100Ζcot%i ΑΒΑΒ ⋅=                                                     (2.6) 
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Σχήµα 2.5 Κλίση ABi  της ευθείας (ΑΒ) 

 

Η κλίση ΑΒi , όπως και η αντίστοιχη γωνία ύψους ABυ  της ευθείας (ΑΒ), παίρνει 
θετικές τιµές όταν η ευθεία (ΑΒ) βρίσκεται πάνω από το οριζόντιο επίπεδο, που 
περνά από το σηµείο Α, και αρνητικές τιµές όταν η (ΑΒ) βρίσκεται κάτω από το 
οριζόντιο επίπεδο, που περνά από το σηµείο Α. 

Μερικές χαρακτηριστικές τιµές της κλίσης %iΑΒ  σχετικές µε την ζενίθια γωνία ΖΑΒ 
(ή υΑΒ) της ευθείας ΑΒ είναι οι επόµενες : 

ΖΑΒ = 0 g  (ή υAB = 100g), ΑΒi  = + ∞ % (κατακόρυφος τοίχος Α κάτω, Β πάνω) 

ΖΑΒ =  50g  (ή υAB = 50g), ΑΒi = 100 %  

ΖΑΒ = 100g  (ή υAB = 0 g), ΑΒi = 0% (Α, Β πάνω στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο) 

ΖΑΒ =  150g  (ή υAB = - 50g), ΑΒi =  - 100 %  

ΖΑΒ = 200g (ή υAB = -100g), ΑΒi = - ∞ % (κατακόρυφος τοίχος Α πάνω, Β πάνω) 

Όπως φαίνεται από τις προηγούµενες χαρακτηριστικές τιµές, η κλίση )(iΑΒ  

ορίζεται στο διάστηµα +∞≤≤∞− )(iAB . 

Εκτός του ορισµού που δόθηκε, µε γεωδαιτικούς όρους, η κλίση µπορεί να ορισθεί 
ως ο λόγος της υψοµετρικής διαφοράς ∆ΗΑΒ των σηµείων Α και Β, προς την 
απόσταση τους DAB (σχ. 2.5). 

Εποµένως ισχύει: 

ΑΒ

ΑΒ
AB D

Η∆
i =                                                            (2.7) 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

● Μεταξύ των σηµείων Α και Β µετρήθηκε η ΖΑΒ=108.3520 g . Να υπολογισθεί η 
κλίση iAB % . 

Με βάση τον ορισµό της κλίσης ισχύει : 

Εφόσον g
ABAB 100υZ =+  ⇒  g

AB 8.3520108.3520100υ −=−=  

Άρα 0.13208.3520)(tani ΑΒ −=−=  ⇒  13.2%i ΑΒ −=  

Το αποτέλεσµα είναι το ίδιο και µε την σχέση 0.1320108.3520)cot(i ΑΒ −==  ⇒  

13.2%i ΑΒ −=  

● Η κλίση και η απόσταση µεταξύ των σηµείων Α και Β δίνονται αντίστοιχα 
7.3%i ΑΒ = , 24.46m=DΑΒ . Να υπολογισθεί η υψοµετρική διαφορά των σηµείων 

∆ΗΑΒ. Ποια θα ήταν η υψοµετρική διαφορά των σηµείων Α, Β αν η κλίση 
7.3%i ΑΒ = . 

Από την σχέση 
ΑΒ

ΑΒ
AB D

Η∆
i =  ⇒  1.79m=24.460.073=∆ΗAB ⋅ . Το σηµείο Β 

βρίσκεται ψηλότερα από το σηµείο Α κατά 1.79 m. 

Αν iAB = - 7.3% τότε το σηµείο Β θα ήταν χαµηλότερα από το Α κατά 1.79 m. 
 

2.4 ΟΡΓΑΝΑ 

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται τα όργανα που χρησιµοποιούνται στο 
ύπαιθρο για την µέτρηση των οριζόντιων και κατακόρυφων γωνιών. Συγκεκριµένα 
γίνεται η περιγραφή του βασικού οργάνου µέτρησης των γωνιών που είναι το 
θεοδόλιχο και αναφέρονται οι συνθήκες λειτουργίας του. Στη συνέχεια 
παρουσιάζονται άλλα όργανα για την µέτρηση των γωνιών. Τέλος γίνεται 
αναφορά στα βοηθητικά όργανα που χρησιµοποιούνται κατά την διάρκεια των 
µετρήσεων στο ύπαιθρο. 
 

2.4.1 Θεοδόλιχο 

Το θεοδόλιχο είναι το γωνιοµετρικό όργανο που χρησιµοποιείται τόσο στη 
Γεωδαισία όσο και την Αστρονοµία για την µέτρηση των οριζόντιων και των 
κατακόρυφων γωνιών. Η µέτρηση της γωνίας, που είναι βασικό γεωµετρικό 
στοιχείο των σχηµάτων, υπήρξε σηµαντικό πρόβληµα για τους µηχανικούς αλλά 
και για τους αστρονόµους από την αρχαιότητα µε την εµφάνιση της επιστήµης της 
Γεωµετρίας. Η διόπτρα του Ήρωνα (100 π.Χ.), µε µικρές παραλλαγές και 
βελτιώσεις, έδωσε λύση στο πρόβληµα µέχρι τον 17ο αιώνα. 

Το 1730 ο Άγγλος µηχανικός Sisson επινόησε και κατασκεύασε ένα γωνιοµετρικό 
όργανο στο οποίο έδωσε το όνοµα “Theodolitus”, από τις ελληνικές λέξεις 
«θεάοµαι» (παρατηρώ) και «δολιχόν» (µακριά) γραµµένες µε λατινικούς 
χαρακτήρες. Αυτό το όργανο είχε τα βασικά χαρακτηριστικά των σύγχρονων 
θεοδόλιχων. 

Μετά τον πρώτο παγκόσµιο πόλεµο, αρχές της δεκαετίας του 1920, ο Ελβετός 
µηχανικός Henri Wild τελειοποίησε και έδωσε την τελική µορφή στο σύγχρονο 
οπτικό θεοδόλιχο που χρησιµοποιήθηκε µέχρι τις τελευταίες δεκαετίες του 20ου 
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αιώνα. Το θεοδόλιχο που είχε την δυνατότητα να µετρά και µήκη µε οπτική 
µέθοδο ονοµάσθηκε ταχύµετρο. Με τον όρο ταχύµετρο επικράτησε να εννοείται το 
θεοδόλιχο µε µειωµένη ακρίβεια, ενώ αντίθετα το όνοµα που έδωσε ο Sisson, 
θεοδόλιχο, διατηρήθηκε στα γωνιοµετρικά όργανα µε αυξηµένη ακρίβεια.  

Μετά την εξέλιξη της τεχνολογίας και των ηλεκτρονικών υπολογιστών, στα τέλη 
του 20ου αιώνα, το οπτικό θεοδόλιχο αντικαταστάθηκε από το ψηφιακό θεοδόλιχο, 
στο οποίο γρήγορα ενσωµατώθηκε ηλεκτρονικό όργανο µέτρησης µηκών. Στη 
συνέχεια αυτό το σύνθετο όργανο εξελίχθηκε σε µικρό ηλεκτρονικό υπολογιστή, ο 
οποίος σήµερα είναι σε θέση να αποθηκεύει τις µετρήσεις και να επιλύει απλά 
γεωδαιτικά προβλήµατα στο ύπαιθρο. Σε αυτή την µονάδα, στην Ελληνική 
βιβλιογραφία, δόθηκε το όνοµα «Γεωδαιτικός Σταθµός Ολοκληρωµένων 
Αποδόσεων» αποδίδοντας τον όρο «Total Station» που χρησιµοποιείται σήµερα 
διεθνώς.  
 

2.4.1α Περιγραφή οργάνου 

Το θεοδόλιχο (εικ. 2.1) αποτελείται από δύο κύρια τµήµατα. Το ακίνητο τµήµα που 
βρίσκεται στο κάτω µέρος του οργάνου και το κινητό τµήµα που εδράζεται πάνω 
στο ακίνητο και περιστρέφεται γύρω από ένα άξονα που λέγεται πρωτεύων άξονας 
(ΠΠ΄). Τα δυο τµήµατα του οργάνου συνδέονται µεταξύ τους µε κατάλληλο 
κοχλία. 

Το ακίνητο τµήµα περιλαµβάνει το σύστηµα των τριών κοχλιών που είναι 
ενσωµατωµένο στη βάση του οργάνου και ονοµάζεται τρικόχλιο και ένα  
διαιρεµένο δίσκο που χρησιµοποιείται για τις µετρήσεις των οριζόντιων γωνιών. 
Το τρικόχλιο χρησιµοποιείται για την οριζοντίωση του οργάνου. Παλαιότερα σε 
µερικά όργανα αντί για το τρικόχλιο, στο ακίνητο τµήµα, υπήρχε σφαιρική 
άρθρωση. 

Βασικό µέρος του κινητού τµήµατος είναι το τηλεσκόπιο, το οποίο µε το 
σταυρόνηµα, το σύστηµα των φακών και την εξωτερική διάταξη σκόπευσης 
µακρινών στόχων που διαθέτει, έχει την δυνατότητα να σκοπεύει σηµεία σε 
µεγάλες αποστάσεις. Το τηλεσκόπιο έχει την δυνατότητα περιστροφής γύρω από 
άξονα κάθετο στον (ΠΠ΄) που λέγεται δευτερεύων άξονας (∆∆΄). 

Τα υπόλοιπα µέρη του κινητού τµήµατος του θεοδόλιχου είναι: ο διαιρεµένος 
δίσκος που χρησιµοποιείται για την µέτρηση των κατακόρυφων γωνιών. Το 
σύστηµα οριζοντίωσης του οργάνου που αποτελείται από τις αεροστάθµες 
(σφαιρική, σωληνωτή) που είναι τοποθετηµένες σε κατάλληλες θέσεις πάνω στο 
ακίνητο και στο κινητό τµήµα του οργάνου. 

Πάνω στο κινητό τµήµα του θεοδόλιχου βρίσκονται επίσης: το σύστηµα 
κέντρωσης για την ακριβή τοποθέτηση του οργάνου πάνω από συγκεκριµένο 
σηµείο του εδάφους. Το ζευγάρι των ανασταλτικών κοχλιών και το ζευγάρι των 
µικροκινητήριων κοχλιών για την ακριβέστερη σκόπευση του τηλεσκόπιου σε 
συγκεκριµένο σηµείο. Το σύστηµα ανάγνωσης των οριζόντιων και κατακόρυφων 
γωνιών. Τέλος, πάνω στο κινητό τµήµα υπάρχουν βοηθητικά συστήµατα π.χ. 
κάτοπτρα, πρίζες κ.λπ. που υποστηρίζουν την καλή λειτουργία του οργάνου στο 
ύπαιθρο κατά την διάρκεια της ηµέρας και της νύκτας. 
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Εικόνα 2.1 Μέρη του θεοδόλιχου [2] 

 

Με βάση τις τιµές των ζενίθιων γωνιών ορίζεται η θέση Ι του τηλεσκοπίου όταν 
gg 200Z0 ≤≤  και η θέση ΙΙ όταν gg 400Z200 <≤ . Στα παλαιά θεοδόλιχα στη 

θέση Ι η εξωτερική σκοπευτική διάταξη ήταν στο πάνω µέρος του τηλεσκοπίου, 
ενώ στη θέση ΙΙ στο κάτω.  

Μια συγκεκριµένη διεύθυνση, που σκοπεύεται µε το τηλεσκόπιο του θεοδόλιχου 
σε θέση Ι, για να επανασκοπευθεί σε θέση ΙΙ, πρέπει το κινητό τµήµα του 
θεοδόλιχου να περιστραφεί κατά µισή στροφή γύρω από τον πρωτεύοντα άξονα 

'ΠΠ  και το τηλεσκόπιο να αναστραφεί γύρω από τον δευτερεύοντα άξονα '∆∆ . Γι’ 
αυτό τον λόγο κατά την σκόπευση των διευθύνσεων στις δυο θέσεις από την θέση Ι 
στην θέση ΙΙ, λέγεται ότι χρειάζεται να γίνει αναστροφή – περιστροφή. 
 

2.4.1β Βασικά µέρη θεοδόλιχου 

Τα βασικά µέρη του θεοδόλιχου είναι: το τηλεσκόπιο, το σύστηµα µέτρησης των 
γωνιών, το σύστηµα ανάγνωσης των µετρήσεων, το σύστηµα κέντρωσης και 
οριζοντίωσης του οργάνου. Στις επόµενες ενότητες γίνεται η περιγραφή αυτών 
των συστηµάτων.  
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• Τηλεσκόπιο 

Το τηλεσκόπιο (σχ. 2.6) αποτελείται: από το σύστηµα του αντικειµενικού φακού, 
που βρίσκεται στο µπροστινό µέρος του. Το σύστηµα του προσοφθάλµιου φακού, 
που βρίσκεται στο πίσω µέρος του τηλεσκοπίου. Το σταυρόνηµα, που είναι ένας 
σταυρός χαραγµένος πάνω σε γυάλινη πλάκα και βρίσκεται µπροστά από το 
προσοφθάλµιο σύστηµα. Στο ταχύµετρο το σταυρόνηµα είχε τις µορφές που 
φαίνεται στο (σχ. 2.7). Οι δυο µικρότερες ευθείες που είναι παράλληλες µε την 
οριζόντια ευθεία του σταυρονήµατος λέγονται σταδιοµετρικά νήµατα. 
 

 
Σχήµα 2.6 Τηλεσκόπιο θεοδόλιχου [5] 

 

 
Σχήµα 2.7 Είδη σταυρονήµατος ταχυµέτρων [5] 

 

Στο τηλεσκόπιο υπάρχει ο εσωτερικός φακός εστίασης, που βρίσκεται µεταξύ του 
αντικειµενικού συστήµατος και του επιπέδου του σταυρονήµατος. Το τηλεσκόπιο 
συµπληρώνεται από τους κοχλίες εστίασης του σκοπευόµενου αντικειµένου και 
του σταυρονήµατος. 

Η ευθεία που ορίζεται από το οπτικό κέντρο του αντικειµενικού συστήµατος των 
φακών και το κέντρο του σταυρονήµατος λέγεται σκοπευτικός άξονας (ΣΣ΄) (σχ. 
2.6). Με τον φακό εστίασης το είδωλο του σκοπευόµενου αντικειµένου 
µεταφέρεται πάνω στο επίπεδο του σταυρονήµατος, έτσι ώστε το είδωλο του 
αντικειµένου να έχει ευκρίνεια και κατά συνέπεια η σκόπευση να είναι ακριβής 
χωρίς παράλλαξη. Είναι χαρακτηριστικό ότι αν υπάρχει παράλλαξη τότε καθώς ο 
παρατηρητής κινεί το µάτι του δεξιά αριστερά, κατά την σκόπευση, παρατηρείται 
µικρή αντίθετη µετακίνηση του ειδώλου. 
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Βασικά χαρακτηριστικά του τηλεσκοπίου είναι : η µεγέθυνση, η λαµπρότητα,  το 
οπτικό πεδίο και η διακριτική ικανότητα.   

Μεγέθυνση τηλεσκοπίου (Μ), ορίζεται ο λόγος της γωνίας υπό την οποία φαίνεται 
ένα αντικείµενο προς την γωνία που το ίδιο αντικείµενο φαίνεται µε γυµνό µάτι. 
Αυτός ο λόγος είναι ισοδύναµος µε τον λόγο της εστιακής απόστασης του 
αντικειµενικού συστήµατος φακών Fα προς την εστιακή απόσταση του 
προσοφθάλµιου συστήµατος φακών Fπ. Τελικά η µεγέθυνση δίνεται από την 
σχέση: 

πF
αF

=Μ                                                               (2.8) 

Λαµπρότητα (Ι), ορίζεται η ένταση του φωτός που εκπέµπεται από 1 cm2 της 
επιφάνειας του ειδώλου. Η λαµπρότητα δίνεται από την σχέση :  

2Μ

2d
C=I ⋅                                                             (2.9) 

όπου : C συντελεστής που εξαρτάται από τον αριθµό των φακών που 
χρησιµοποιούνται στο τηλεσκόπιο, την ποιότητα και το πάχος τους, d η διάµετρος 
του αντικειµενικού συστήµατος φακών και Μ η µεγέθυνση του τηλεσκοπίου.  

Οπτικό πεδίο (γ), ορίζεται η γωνία της κωνικής δέσµης των ακτίνων η οποία 
διέρχεται από το αντικειµενικό σύστηµα φακών. ∆ίνεται σε βαθµούς από την 
σχέση: 

D

a
63.662=γg ⋅                                                      (2.10) 

όπου a το µήκος που αποκόπτεται από το περίγραµµα του οπτικού πεδίου του 
τηλεσκοπίου πάνω σε ένα χάρακα που βρίσκεται σε απόσταση D από το όργανο.  

Στα θεοδόλιχα µε διάµετρο αντικειµενικού συστήµατος φακών d = 30÷40mm, το 

οπτικό πεδίο gg 2~1γ = . 

∆ιακριτική ικανότητα (p), ορίζεται η µικρότερη γωνία υπό την οποία φαίνονται 
δυο γειτονικά σηµεία. Η διακριτική ικανότητα δίνεται σε δευτερόλεπτα βαθµού 
από την σχέση :  

d

36
=pCC                                                          (2.11) 

όπου d είναι η διάµετρος του αντικειµενικού συστήµατος των φακών σε cm. 
 

• Σύστηµα µέτρησης των γωνιών 

Στα παλαιά θεοδόλιχα η µέτρηση των γωνιών, οριζόντιων και κατακόρυφων, 
γινόταν πάνω σε κλίµακες από ασήµι ή πλατίνα οι οποίες ήταν τοποθετηµένες σε 
υποδοχές κυκλικών δίσκων από ορείχαλκο (εικ. 2.2α). Σε αυτά τα όργανα οι 
µετρητικές κλίµακες των οριζόντιων και κατακόρυφων γωνιών ήταν εµφανείς µε 
αποτέλεσµα να µην υπάρχει προστασία του συστήµατος µέτρησης του οργάνου.  

Αργότερα στο οπτικό θεοδόλιχο, που κατασκεύασε ο H. Wild, η µέτρηση των 
οριζόντιων και κατακόρυφων γωνιών γινόταν πάνω σε δυο διαιρεµένους γυάλινους 
δίσκους (οριζόντιο και κατακόρυφο), οι οποίοι ήταν ενσωµατωµένοι στο σώµα του 
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οργάνου (εικ. 2.2β). Στα όργανα µικρής ακρίβειας η χάραξη των διαιρέσεων των 
γυάλινων δίσκων γινόταν µε φωτοχηµική µέθοδο. Στα όργανα µεγάλης ακρίβειας 
η χάραξη γινόταν πάνω στους γυάλινους δίσκους µε ειδική διαιρετική µηχανή. 
 
 
 

 
(α) 

 

     

 

 
(β) 

Εικόνα 2.2 Παλαιά θεοδόλιχα [6] 
 
Στα ηλεκτρονικά θεοδόλιχα (εικ. 2.3) και στους γεωδαιτικούς σταθµούς 
ολοκληρωµένων αποδόσεων, η µέτρηση των γωνιών γίνεται όπως και στα οπτικά 
θεοδόλιχα σε δυο δίσκους οι οποίοι είναι διαφόρων τύπων µε κωδικοποιηµένες 
διαιρέσεις. 
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Εικόνα 2.3 Σύγχρονοι γεωδαιτικοί σταθµοί [17,18] 

 

Η διάµετρος των δίσκων κυµαίνεται από 6cm µέχρι 25cm ανάλογα µε την 
ακρίβεια του οργάνου. Στα όργανα που χρησιµοποιούνται στις τρέχουσες 
τοπογραφικές εργασίες, η διάµετρος είναι της τάξης των 10cm και οι διαιρέσεις 
είναι σε βαθµούς. 

• Σύστηµα ανάγνωσης των µετρήσεων       

Στα παλαιά θεοδόλιχα η µέτρηση των γωνιών γινόταν πάνω στις εξωτερικές 
µετρητικές κλίµακες του οργάνου µε την βοήθεια ειδικής διάταξης που λέγεται 
βερνιέρος (σχ. 2.8). Ο βερνιέρος χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά σε µετρητικά 
όργανα το 1631. Ο βερνιέρος βασίζεται στην αρχή ότι το ανθρώπινο µάτι µπορεί να 
εκτιµήσει µε µεγάλη ακρίβεια την σύµπτωση δυο γραµµών. Αποτελείται από µια 
βοηθητική κλίµακα που κινείται κατά µήκος της κυρίας κλίµακας πάνω στην οποία 
γίνεται η µέτρηση. 

Στο οπτικό θεοδόλιχο και στο ταχύµετρο για την µέτρηση των γωνιών 
χρησιµοποιήθηκε το µικροσκόπιο µε κλίµακα (σχ. 2.9). 
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Σχήµα 2.8 Βερνιέρος, σύστηµα µέτρησης (ανάγνωση 124.23g) 

 
Με το µικροσκόπιο µεγεθύνεται η απόσταση µεταξύ των χαραγών των µετρητικών 
κλιµάκων των δίσκων του οργάνου και ενδιάµεσα σε αυτές παρεµβάλλεται µια 
βοηθητική κλίµακα µε υποδιαιρέσεις. Έτσι, αν η µετρητική κλίµακα είναι 
διαιρεµένη ανά 1g τότε η βοηθητική κλίµακα διαιρείται ανά 1c. Σε αυτή την 
περίπτωση είναι δυνατό να διαβασθούν τα πρώτα λεπτά του βαθµού (c) και να 
εκτιµηθούν τα 10c. 
 

 
Σχήµα 2.9 Μικροσκόπιο µε κλίµακα (ανάγνωση 192.045g) [5] 

Από το 1924 στα θεοδόλιχα χρησιµοποιήθηκε το οπτικό µικρόµετρο (σχ. 2.10), για 
την καλύτερη εκτίµηση των µετρήσεων των γωνιών πάνω στους διαιρεµένους 
γυάλινους δίσκους. 

 
Σχήµα 2.10 Οπτικό µικρόµετρο (ανάγνωση 82.9524 g) [5] 
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Με βάση το οπτικό µικρόµετρο ο H. Wild επινόησε µια νέα µέθοδο αναγνώσεων 
που ονοµάσθηκε οπτικό µικρόµετρο Wild. Με αυτό λαµβάνονται υπόψη οι δυο 
αντιδιαµετρικές θέσεις του διαιρεµένου δίσκου και τελικά γίνεται απ΄ευθείας 
ανάγνωση του µέσου όρου των δυο αναγνώσεων.  

Στα ηλεκτρονικά θεοδόλιχα και στους γεωδαιτικούς σταθµούς ολοκληρωµένων 
αποδόσεων, η ανάγνωση των µετρήσεων των γωνιών γίνεται πάνω σε ειδικά 
χαραγµένους δίσκους (σχ. 2.11). Υπάρχουν δυο βασικά συστήµατα µέτρησης 
γωνιών. Σε αυτά τα συστήµατα οι δίσκοι είναι είτε διαιρεµένοι ακτινικά 
(Incremental method), είτε κωδικοποιηµένοι (Code method). 
 

 
Σχήµα 2.11 ∆ιαιρεµένοι δίσκοι ηλεκτρονικών θεοδόλιχων [5] 

Σε κάθε µια περίπτωση µε την χρήση φωτοδιόδων, που είναι δίοδοι οι οποίες 
χρησιµοποιούνται για την ανίχνευση του φωτός, είναι  δυνατή η ανάγνωση της 
ένδειξης της γωνίας πάνω στους δίσκους και το τελικό αποτέλεσµα παρουσιάζεται 
ψηφιακά στην οθόνη του οργάνου (εικ. 2.4). Με αυτό τον τρόπο δεν απαιτείται να 
γίνει εκτίµηση των µετρήσεων από τον παρατηρητή πάνω στις κλίµακες, όπως στα 
παλαιά θεοδόλιχα. Οπότε εξαλείφονται οι πιθανοί κίνδυνοι του σφάλµατος της 
εκτίµησης αλλά και του χονδροειδούς λάθους της ανάγνωσης. Επίσης µε την 
δυνατότητα των σύγχρονων οργάνων να αποθηκεύουν τις µετρήσεις κατά τις 
εργασίες στο πεδίο αποφεύγεται και το σφάλµα της λανθασµένης γραφής. Τέλος 
οι υπολογισµοί µπορούν να γίνουν µε την βοήθεια προγραµµάτων ηλεκτρονικού 
υπολογιστή. 
 

 
Εικόνα 2.4 Οθόνη ενδείξεων ηλεκτρονικού θεοδόλιχου [5] 
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• Σύστηµα κέντρωσης και οριζοντίωσης του οργάνου 

Για την σωστή µέτρηση της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ), το θεοδόλιχο πρέπει να 
κεντρωθεί και να οριζοντιωθεί πάνω στο σηµείο Α που είναι η κορυφή της γωνίας. 
Με την κέντρωση επιτυγχάνεται το κέντρο του δίσκου µέτρησης των οριζόντιων 
γωνιών να προβάλλεται στο σηµείο Α. Με την οριζοντίωση εξασφαλίζεται η 
κατακορυφότητα του πρωτεύοντα άξονα (ΠΠ΄) του θεοδόλιχου. 

Στα παλαιά θεοδόλιχα για την κέντρωση ήταν σε χρήση η λιναίη (νήµα της 
στάθµης). Η λιναίη στερεωνόταν σε ειδική υποδοχή του κοχλία σύνδεσης του 
θεοδόλιχου µε τον τρίποδα πάνω στον οποίο τοποθετείται το όργανο. Με την 
λιναίη η ακρίβεια κέντρωσης µπορούσε να φθάσει το ±1mm ανά µέτρο ύψους 
οργάνου, κάτω από ευνοϊκές συνθήκες ανέµου. 

Στα νεότερα θεοδόλιχα χρησιµοποιείται η οπτική κέντρωση που αποτελείται από 
ένα πρίσµα µε την βοήθεια του οποίου προβάλλεται το κέντρο του οριζόντιου 
δίσκου στο έδαφος. Η οπτική κέντρωση είναι ανεξάρτητη των συνθηκών ανέµου 
και η ακρίβεια της µπορεί να είναι καλύτερη της λιναίης φθάνοντας το ±0.5 mm 
ανά µέτρο ύψους οργάνου. Στα όργανα είναι απαραίτητο να ελέγχεται η ακρίβεια 
της οπτικής κέντρωσης γιατί η πιθανή µετακίνηση του πρίσµατος, λόγω της 
µεταφοράς του οργάνου, προκαλεί σφάλµα εκκεντρότητας. 

Εκτός της οπτικής κέντρωσης χρησιµοποιείται και η ράβδος κέντρωσης. Η ράβδος 
κέντρωσης προσαρµόζεται στον τρίποδα. Με την ράβδο κέντρωσης επιτυγχάνεται 
εύκολα και γρήγορα η κέντρωση του θεοδόλιχου µε ακρίβεια της τάξης του ±0.5 
mm ανά µέτρο ύψους οργάνου. Εκτός της κοινής ράβδου κέντρωσης 
χρησιµοποιείται και ειδική ράβδος µε ακρίβεια κέντρωσης της τάξης ±0.1 mm ανά 
µέτρο ύψους οργάνου. 

 Στην περίπτωση που το θεοδόλιχο τοποθετείται πάνω σε βάθρο, για την κέντρωση 
του οργάνου, χρησιµοποιούνται ειδικές βάσεις µε συστήµατα κέντρωσης. Αυτές οι 
βάσεις εδράζονται σε µπρούτζινα σήµατα πακτωµένα στην επιφάνεια του βάθρου, 
παράλληλα η ράβδος κέντρωσης της βάσης εφαρµόζεται σε ειδικό σήµα στο 
κέντρο του βάθρου που υλοποιεί το σηµείο της στάσης του οργάνου (µορφή 
εξαναγκασµένης κέντρωσης) (εικ. 2.5). 
 

 
Εικόνα 2.5 Βάσεις κέντρωσης [5] 

 

Τέλος στα ηλεκτρονικά όργανα τελευταίας γενεάς για την κέντρωση τους, 
χρησιµοποιείται µια λεπτή δέσµη ορατού φωτός, η οποία προβάλλεται σηµειακά 
στο έδαφος. Το πλεονέκτηµα αυτού του τρόπου κέντρωσης είναι ότι δεν υπάρχει ο 
κίνδυνος του σφάλµατος εκκεντρότητας. Ενώ το µειονέκτηµα είναι ο δυσδιάκριτος 
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εντοπισµός του ίχνους της δέσµης στο έδαφος όταν είναι έντονος ο φωτισµός στο 
ύπαιθρο. 

Η οριζοντίωση του θεοδόλιχου εξασφαλίζεται µε την χρήση της αεροστάθµης, η 
οποία είναι το κοινό αλφάδι που χρησιµοποιείται ευρύτατα από τους τεχνίτες. 
Πάνω στο όργανο, υπάρχουν δυο ενσωµατωµένες αεροστάθµες η σφαιρική και η 
σωληνωτή αεροστάθµη. 

Η σφαιρική αεροστάθµη (σχ. 2.12) αποτελείται από ένα γυάλινο κυλινδρικό δοχείο 
η πάνω έδρα του οποίου είναι διαµορφωµένη σε σφαιρική επιφάνεια. Η κάτω 
επιφάνεια του δοχείου είναι επίπεδο παράλληλο µε το επίπεδο του δίσκου 
µέτρησης των οριζόντιων γωνιών του οργάνου. Στο δοχείο υπάρχει ένα 
λεπτόρρευστο υγρό (οινόπνευµα, αιθέρας) και µια πολύ µικρή φυσαλίδα που 
δηµιουργείται από τους ατµούς του. Στο κέντρο της σφαιρικής επιφάνειας του 
δοχείου χαράσσονται 2 ή 3 οµόκεντροι κύκλοι, ο µικρότερος από αυτούς έχει 
διάµετρο 1÷1.5mm µεγαλύτερη από την διάµετρο της φυσαλίδας. 
 

 
Σχήµα 2.12 Σφαιρική αεροστάθµη [5] 

 
Το κέντρο των οµόκεντρων κύκλων λέγεται κανονικό σηµείο Κ της σφαιρικής 
αεροστάθµης. Αν το κέντρο της φυσαλίδας ταυτισθεί απόλυτα µε το κανονικό 
σηµείο της αεροστάθµης, τότε το επίπεδο του δίσκου µέτρησης των οριζόντιων 
γωνιών έχει οριζοντιωθεί (Ε Ε) . Επειδή όµως δεν είναι δυνατή η απόλυτη ταύτιση 
του κανονικού σηµείου της αεροστάθµης και του κέντρου της φυσαλίδας, γιαυτό 
λέγεται ότι το όργανο είναι χονδρικά οριζοντιωµένο.  

Για την ακριβή οριζοντίωση του θεοδόλιχου χρησιµοποιείται η σωληνωτή 
αεροστάθµη (σχ. 2.13). Η σωληνωτή αεροστάθµη αποτελείται από ένα γυάλινο 
σωλήνα, που είναι τόξο κύκλου µε µεγάλη ακτίνα καµπυλότητας R. Στα θεοδόλιχα 
που χρησιµοποιούνται σε τρέχουσες τοπογραφικές εργασίες R ≅15m , στα 

θεοδόλιχα µεγάλης ακρίβειας R ≅20m  µέχρι R ≅60m . 

Όπως στη σφαιρική αεροστάθµη έτσι και στη σωληνωτή ο σωλήνας είναι γεµάτος 
από οινόπνευµα ή αιθέρα µε µια φυσαλίδα. Πάνω στο σωλήνα έχουν ορισθεί 
χαραγές σε απόσταση συνήθως 2mm. Το µέσο των χαραγών είναι το κανονικό 
σηµείο της σωληνωτής αεροστάθµης. Όταν το µέσο της φυσαλίδας ταυτισθεί µε το 
κανονικό σηµείο της αεροστάθµης, τότε η εφαπτοµένη της φυσαλίδας είναι 
οριζόντια και λέγεται άξονας της αεροστάθµης (ΑΑ). 
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Σχήµα 2.13 Σωληνωτή αεροστάθµη [5] 

 

Ευαισθησία ή γωνιώδης τιµή (S) λέγεται η επίκεντρη γωνία α κατά την οποία 
πρέπει να στραφεί η γωνιακή αεροστάθµη για να µετακινηθεί κατά µια χαραγή. 
Όσο µικρότερη είναι η γωνιώδης τιµή τόσο η ακτίνα καµπυλότητας της 
αεροστάθµης είναι µεγαλύτερη και η ακρίβεια της να αυξάνει (σχ. 2.14). 
 

 
Σχήµα 2.14 Ευαισθησία σωληνωτής αεροστάθµης [5] 

 

Στην πράξη πολύ µεγάλη ευαισθησία της αεροστάθµης είναι δυνατό να 
δηµιουργήσει προβλήµατα, λόγω της ευαίσθητης ισορροπίας της στο κανονικό 
σηµείο. Γιαυτό τον λόγο υπάρχει ένα όριο ευαισθησίας πάνω από το οποίο η 
αεροστάθµη δεν είναι εύχρηστη. Η ευαισθησία των σωληνωτών αεροσταθµών στα 
απλά θεοδόλιχα είναι από 10cc µέχρι 1c. Στα θεοδόλιχα µεγάλης ακρίβειας η 
αντίστοιχη γωνιώδης τιµή µπορεί να φθάσει τα 2cc. 

Στα σύγχρονα ηλεκτρονικά θεοδόλιχα και στους γεωδαιτικούς σταθµούς 
χρησιµοποιούνται ηλεκτρονικές αεροστάθµες διαφόρων τύπων (π.χ. αεροστάθµη 
“Talyvel”, ηλεκτρολυτική αεροστάθµη κ.λπ.) µε µεγάλη ευαισθησία που µπορεί να 
φθάσει µέχρι και 0.5 cc. 
 

2.4.1γ Συνθήκες λειτουργίας του θεοδόλιχου 

Οι βασικοί άξονες του θεοδόλιχου είναι ο πρωτεύον (ΠΠ΄), ο δευτερεύον (∆∆΄) 
και ο σκοπευτικός (ΣΣ΄). Εκτός από αυτούς υπάρχει και ο άξονας της 
αεροστάθµης (ΑΑ΄). Αυτοί οι άξονες, οι οποίοι ήδη έχουν περιγραφεί,  πρέπει να 
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πληρούν ορισµένες βασικές συνθήκες, που σχετίζονται µε την θέση τους στο χώρο, 
προκειµένου οι γωνιοµετρήσεις που γίνονται µε το συγκεκριµένο όργανο, να είναι 
αξιόπιστες 

Οι βασικές συνθήκες, οι οποίες σχετίζονται µε την γεωµετρία του θεοδόλιχου, 
είναι οι επόµενες: 

1. Ο πρωτεύων άξονας (ΠΠ΄) πρέπει να είναι κατακόρυφος, δηλαδή ο (ΠΠ΄) 
πρέπει να είναι κάθετος µε τον άξονα της αεροστάθµης (ΑΑ΄). 

2. Ο δευτερεύων άξονας (∆∆΄) πρέπει να είναι κάθετος µε τον πρωτεύοντα άξονα  
(ΠΠ΄). 

3. Ο σκοπευτικός άξονας (ΣΣ΄) πρέπει να είναι κάθετος µε τον δευτερεύοντα  
άξονα (∆∆΄). 

Κατά τις µετρήσεις στο ύπαιθρο το σφάλµα, που προκύπτει από την µη ισχύ των 
συνθηκών ∆∆΄⊥ΠΠ΄ και ΣΣ΄⊥∆∆΄, µπορεί να εξαλειφθεί µε σκοπεύσεις σε δύο 
θέσεις τηλεσκοπίου (Ι και ΙΙ). Ενώ το σφάλµα που προκύπτει από την µη ισχύ της 
πρώτης συνθήκης (ΠΠ΄ κατακόρυφος) δεν είναι δυνατό να εξαλειφθεί. Γιαυτό τον 
λόγο, κατά τις µετρήσεις στο ύπαιθρο, η κατακορύφωση του ΠΠ΄ πρέπει να 
γίνεται µε ακρίβεια.   

Εκτός από αυτές τις βασικές συνθήκες πρέπει να ισχύουν και οι επόµενες: 

1. Το «κατακόρυφο» και το «οριζόντιο» νήµα του σταυρονήµατος πρέπει να είναι 
κατακόρυφο και οριζόντιο αντίστοιχα. 

2. Το επίπεδο του οριζόντιου δίσκου µέτρησης των γωνιών πρέπει να είναι κάθετο 
στον άξονα (ΠΠ΄). Αντίστοιχα το επίπεδο του κατακόρυφου δίσκου µέτρησης 
των γωνιών πρέπει να είναι κάθετο στον άξονα (∆∆΄). 

3. Ο άξονας (ΠΠ΄) πρέπει να περνά από το κέντρο του οριζόντιου δίσκου 
µέτρησης. Αντίστοιχα ο άξονας (∆∆΄) πρέπει να περνά από το κέντρο του 
κατακόρυφου δίσκου µέτρησης. 

4. Οι υποδιαιρέσεις των δίσκων µέτρησης πρέπει να είναι ακριβείς. 

5. Για όργανο που µετρά ζενίθιες γωνίες, ο δείκτης στον κατακόρυφο δίσκο 
µέτρησης των ζενίθιων γωνιών πρέπει να δείχνει 100g όταν ο σκοπευτικός 
άξονας είναι οριζόντιος. Αντίστοιχα για όργανο που µετρά γωνίες ύψους ο 
δείκτης στον κατακόρυφο δίσκο µέτρησης των γωνιών ύψους πρέπει να δείχνει 
0g όταν ο σκοπευτικός άξονας είναι οριζόντιος. 

6. Οι άξονες (ΠΠ΄), (∆∆΄) και (ΣΣ΄) πρέπει να τέµνονται στο ίδιο σηµείο. 

7. Ο σκοπευτικός άξονας του θεοδόλιχου δεν πρέπει να µεταβάλλεται όταν 
αλλάζει η εστίαση του τηλεσκόπιου. 

Πριν από την έναρξη των γωνιοµετρήσεων είναι σκόπιµο να γίνεται ο έλεγχος για 
την ισχύ των συνθηκών λειτουργίας του οργάνου, έτσι ώστε οι µετρήσεις να είναι 
αξιόπιστες. Αν από τον έλεγχο διαπιστωθεί ότι δεν ισχύουν οι συνθήκες τότε, 
εφόσον είναι δυνατόν, επιχειρείται η αποκατάσταση τους στο ύπαιθρο. Σε 
περίπτωση αδυναµίας απαιτείται να γίνει ο έλεγχος και η αποκατάσταση τους στο 
εργαστήριο. Τέλος στην περίπτωση που δεν ισχύουν οι συνθήκες θα πρέπει να 
εκτιµηθεί το µέγεθος του σφάλµατος, για να διαπιστωθεί αν βρίσκεται, ή όχι, µέσα 
στην αβεβαιότητα των µετρήσεων. 
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Στο παράρτηµα παρουσιάζεται ο τρόπος µε τον οποίο ελέγχεται στο ύπαιθρο και 
αποκαθίσταται, αν χρειάζεται, κάθε µια από τις βασικές συνθήκες λειτουργίας του 
θεοδόλιχου. 

 

2.4.2 Άλλα όργανα µέτρησης γωνιών 

Στην πράξη, εκτός από το θεοδόλιχο, χρησιµοποιούνται και άλλα όργανα για την 
µέτρηση των γωνιών. Πρέπει όµως να αναφερθεί ότι η ακρίβεια της µέτρησης µε 
αυτά τα όργανα είναι µικρότερη από την ακρίβεια της µέτρησης µε το θεοδόλιχο. 
Στην ενότητα που ακολουθεί περιγράφεται η µέτρηση της οριζόντιας γωνίας µε 
την µετροταινία, η οποία αναλύεται στην ενότητα 3.2.1. Στις επόµενες ενότητες 
παρουσιάζονται άλλα όργανα που χρησιµοποιούνται στις µετρήσεις των γωνιών.  
 

2.4.2α Μετροταινία 

Για τον υπολογισµό της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ), µεταξύ δυο ευθυγραµµιών ΑΒ 
και ΑΓ (σχ. 2.15), ορίζεται το τρίγωνο (Α 'Β 'Γ ) µε τα σηµεία 'Β  και 'Γ  πάνω στις 
ευθυγραµµίες (ΑΒ) και (ΑΓ) αντίστοιχα. Στο τρίγωνο αυτό µετρούνται µε 
µετροταινία τα µήκη των πλευρών του β, γ και α. Με βάση τον νόµο των 
συνηµιτόνων στο τρίγωνο ισχύει: 

(ΒΑΓ) )
γβ2

αγβ
(cosar

222

⋅⋅
−+

=                                                 (2.12) 

 

 
Σχήµα 2.15 Μέτρηση της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ) µε µετροταινία 

 

Στην πράξη συνήθως τα σηµεία 'Β , και 'Γ  ορίζονται έτσι ώστε β = γ, οπότε 
απλοποιείται η σχέση (2.12). 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

● Για να προσδιορισθεί η οριζόντια γωνία µεταξύ των ευθυγραµµιών (ΑΒ) και (ΑΓ) 
µετρήθηκαν οι πλευρές 15mγβ ==  και 19.36mα =  µε σφάλµα µέτρησης 



 69

5mmσσσ γβα ±=== . Να υπολογισθεί η οριζόντια γωνία (ΒΑΓ) και το σφάλµα 

ΒΑΓσ  που γίνεται στον υπολογισµό της. 

Από τον νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο (ΑΒΓ) ισχύει: 

(ΒΑΓ) )
152

19.36152
(cosar

2

22

⋅

−⋅
= ⇒  (ΒΑΓ) g89.31=  . 

Εφαρµόζοντας τον νόµο µετάδοσης σφαλµάτων στη ίδια σχέση υπολογίζεται το 
c

ΒΑΓ 4σ ±≅  . 

Παρατηρείται ότι µε αυτή τη µέθοδο απαιτούνται µετρήσεις πλευρών µε σφάλµα 
της τάξης των µερικών mm για τον υπολογισµό της γωνίας µε σφάλµα της τάξης 
των µερικών πρώτων λεπτών (c) του βαθµού. 
 

2.4.2β Γωνιοµετρική Πυξίδα 

Όπως έχει αναφερθεί η µαγνητική βελόνα της πυξίδας ορίζει την διεύθυνση του 
µαγνητικού βορρά. Με βάση αυτή την διεύθυνση είναι δυνατό να µετρηθούν 
µαγνητικά αζιµούθια προς διάφορες διευθύνσεις. Οι οριζόντιες γωνίες µεταξύ 
αυτών των διευθύνσεων προκύπτουν µε αφαίρεση των αντίστοιχων µαγνητικών 
αζιµουθίων τους. 

Για να είναι δυνατή η µέτρηση των µαγνητικών αζιµουθίων η γωνιοµετρική πυξίδα 
έχει ενσωµατωµένη σκοπευτική διάταξη (εικ. 2.6) και περιµετρικά της φέρει 
περιστρεφόµενη µετρητική διάταξη µε διαιρέσεις σε µοίρες (0÷359°) µε χαραγές 
ανά µισή µοίρα ή σε βαθµούς (0÷399g) µε χαραγές ανά µισό βαθµό. Η αρίθµηση 
των χαραγών γίνεται κατά την αντίθετη φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού. 

 

 
Εικόνα 2.6 Γωνιοµετρική πυξίδα [5] 

 

Η µέτρηση του µαγνητικού αζιµουθίου αΑΒ της ευθυγραµµίας ΑΒ γίνεται ως εξής: 
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• Η πυξίδα τοποθετείται στο σηµείο Α και οριζοντιώνεται.  

• Με την διάµετρο (0÷180°) ή (0÷200g) , ως σκοπευτική γραµµή, σκοπεύεται η 
διεύθυνση ΑΒ. 

• ∆ιαβάζεται το µαγνητικό αζιµούθιο αΑΒ από την ένδειξη της µαγνητικής 
βελόνας πάνω στην µετρητική διάταξη. 

Με τον ίδιο τρόπο µετριέται το µαγνητικό αζιµούθιο αΑΓ της ευθυγραµµίας ΑΓ. Η 
οριζόντια γωνία (ΒΑΓ) ΑΒΑΓ αα −=  (σχ. 2.16). 
 

 
Σχήµα 2.16 Μέτρηση µε γωνιοµετρική πυξίδα [5] 

 

Στο εµπόριο υπάρχουν διάφορα είδη γωνιοµετρικών πυξίδων για διαφορετικούς 
σκοπούς. Συγκεκριµένα, υπάρχουν απλές πυξίδες, οι οποίες τοποθετούνται πάνω 
σε τοπογραφικά όργανα, πυξίδες ανάρτησης που χρησιµοποιούνται στα 
µεταλλεία, τοπογραφικές πυξίδες και ταχυµετρικές πυξίδες που τα αποτελέσµατα 
τους είναι ακριβέστερα. 

Οι ακρίβειες µέτρησης των µαγνητικών αζιµουθίων κυµαίνονται, ανάλογα µε τον 
τύπο της πυξίδας, από µερικά πρώτα του βαθµού (c) µέχρι 20c. Αντίστοιχα οι 
ακρίβειες µέτρησης της οριζόντιας γωνίας είναι από 10c µέχρι 30c. Ωστόσο σοβαρό 
µειονέκτηµα, που επηρεάζει την ακρίβεια στις µετρήσεις, είναι η επίδραση των 
µεταλλικών αντικειµένων που βρίσκονται κοντά στη µαγνητική βελόνα. Γιαυτό το 
λόγο η πυξίδα χρησιµοποιείται σε τοπογραφικές εργασίες που δεν απαιτείται 
µεγάλη ακρίβεια, όπως είναι οι αναγνωριστικές εργασίες υπαίθρου. 
 

2.4.2γ Κλισίµετρο 

Το κλισίµετρο (εικ. 2.7) είναι ένα απλό τοπογραφικό όργανο που χρησιµοποιείται 
για την µέτρηση της γωνίας ύψους και της κλίσης µιας πλευράς στο ύπαιθρο. Για 
τον σκοπό αυτό φέρει απλή σκοπευτική διάταξη και διπλή κλίµακα για την 
ανάγνωση της κατακόρυφης γωνίας και της αντίστοιχης κλίσης. Η ακρίβεια 
ανάγνωσης της κατακόρυφης γωνία είναι της τάξης των 25c. 
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Εικόνα 2.7 Κλισίµετρο [12] 

 

Στην πράξη το κλισίµετρο ήταν σε χρήση παλαιότερα, κυρίως σε εργασίες 
υπαίθρου µικρής ακρίβειας.  

 

2.4.2δ Θεοδόλιχο Πυξίδα 

Η βασική αρχή λειτουργίας του είναι ίδια µε την λειτουργία του κοινού 
θεοδόλιχου. Η διαφορά του είναι ότι στο επίπεδο του δίσκου µέτρησης των 
οριζόντιων γωνιών έχει ενσωµατωµένη πυξίδα. Με την βοήθεια της πυξίδας είναι 
δυνατό να µετρηθούν µαγνητικά αζιµούθια των πλευρών µε ακρίβεια της τάξης 

των cc20± . 
  

2.4.2ε Γυροσκοπικό Θεοδόλιχο 

Αποτελείται από ένα κοινό θεοδόλιχο και ένα γυροσκόπιο τοποθετηµένο πάνω από 
αυτό. Με την βοήθεια του γυροσκοπίου είναι δυνατό να µετρούνται τα 
πραγµατικά (αστρονοµικά) αζιµούθια των πλευρών µε ακρίβεια της τάξης των 

cc20± . Στα νεώτερα όργανα έχει βελτιωθεί η ακρίβεια και έχει φθάσει τα cc10± .    
 

2.4.3 Βοηθητικά Όργανα 

Κατά τις γωνιοµετρήσεις στο ύπαιθρο, εκτός των οργάνων µέτρησης των γωνιών 
που παρουσιάσθηκαν στις προηγούµενες ενότητες, χρησιµοποιούνται και 
βοηθητικά όργανα. Η συµβολή αυτών των οργάνων στην ακρίβεια µέτρησης των 
γωνιών είναι σηµαντική και γιαυτό τον λόγο απαιτείται να επιλέγονται µε προσοχή 
και να ελέγχονται πριν αρχίσουν οι µετρήσεις. Τα βασικά βοηθητικά όργανα 
παρουσιάζονται στις επόµενες ενότητες. 
 

2.4.3α Τρίποδες 

Οι τρίποδες είναι κατασκευασµένοι από ξύλο ή µέταλλο, συνήθως αλουµίνιο, 
έχουν σταθερού ή συνηθέστερα µεταβλητού µήκους µέλη. Οι τρίποδες 
χρησιµοποιούνται όταν τα σηµεία από τα οποία γίνονται οι µετρήσεις έχουν 
σηµανθεί µε κατασκευές µικρού ύψους (π.χ. πάσσαλος, βάθρο µικρού ύψους). Τα 
όργανα τοποθετούνται πάνω στο επίπεδο φορείο του τρίποδα και 
σταθεροποιούνται µε τον ενσωµατωµένο κοχλία (εικ. 2.8α). Τα όργανα που 
παλαιότερα στη θέση του τρικόχλιου είχαν σφαιρική άρθρωση τοποθετούνται σε 
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τρίποδες, οι οποίοι επίσης φέρουν άρθρωση και κάτω από αυτή ράβδο κέντρωσης 
(εικ. 2.8β). 

 

            

(α)                                                                                    (β) 
Εικόνα 2.8 Τρίποδες οργάνων 

 

Βασικά στοιχεία του τρίποδα είναι η ευστάθεια και η ακαµψία του. Αυτά τα 
στοιχεία πρέπει να εξασφαλίζονται σε όλη την διάρκεια των µετρήσεων, γιαυτό 
τον λόγο ο τρίποδας πρέπει να έχει καλή έδραση (οι άκρες των µελών του να 
δηµιουργούν ισόπλευρο τρίγωνο στο έδαφος) και να πακτώνεται όσο το δυνατό 
καλύτερα στο έδαφος. 
 

2.4.3β Βάσεις 

Οι βάσεις είναι βαριές µεταλλικές κατασκευές (εικ. 2.5). Τα όργανα τοποθετούνται 
πάνω σε αυτές όταν τα σηµεία από τα οποία γίνονται οι γωνιοµετρήσεις έχουν 
σηµανθεί µε µόνιµες κατασκευές που συνήθως είναι βάθρα ύψους 1mh ≅ . Οι 
βάσεις έχουν ενσωµατωµένες διατάξεις οι οποίες εξασφαλίζουν την ακριβή 
τοποθέτηση τους πάνω στο σηµείο από το οποίο θα γίνουν οι γωνιοµετρήσεις 
(εξαναγκασµένη κέντρωση). 
 

2.4.3γ Στόχοι 

Οι στόχοι είναι ειδικά σήµατα που τοποθετούνται πάνω από τα σηµεία προς τα 
οποία γίνονται οι γωνιοµετρήσεις. Για την τοποθέτηση των στόχων 
χρησιµοποιούνται, κατά περίπτωση, τρίποδες ή βάσεις. Με τους στόχους 
επισηµαίνονται τα σηµεία έτσι ώστε να είναι ορατά από απόσταση, η οποία µπορεί 
να είναι από µερικές δεκάδες µέτρα µέχρι µερικά χιλιόµετρα. 

Στις τρέχουσες τοπογραφικές εργασίες ως βασικός στόχος για τις γωνιοµετρήσεις 
χρησιµοποιείται συνήθως το ακόντιο, το οποίο τοποθετείται πάνω από το σηµείο 
µε την βοήθεια ενός απλού τρίποδα (σχ. 2.17). Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να 
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δίνεται στην κατακορύφωση του ακοντίου (σχ.  2.17), διαφορετικά οι σκοπεύσεις 
είναι έκκεντρες µε αποτέλεσµα οι γωνιοµετρήσεις να έχουν σφάλµα. 
 

Σχήµα 3.17 Κατακορύφωση ακοντίου 

Σε εργασίες µεγαλύτερης ακρίβειας χρησιµοποιούνται στόχοι, οι οποίοι 
τοποθετούνται πάνω σε τρικόχλιο το οποίο στερεώνεται σε τρίποδα ή σε βάση 
ανάλογα µε τον τρόπο σήµανσης του σηµείου. Συνήθως οι στόχοι είναι επίπεδοι, 
το σχήµα τους περιλαµβάνει τριγωνικά σχήµατα ή οµόκεντρους κύκλους (σχ. 
2.18). Σηµαντικό ρόλο στην ευκρίνεια του στόχου, εκτός από το µέγεθος του, 
παίζει και το χρώµα του. Στην πράξη έχει βρεθεί ότι οι χρωµατικές αντιθέσεις (π.χ. 
µαύρο - άσπρο ή µαύρο – κίτρινο) πάνω στο στόχο εξυπηρετούν την ακριβή 
σκόπευση, ως καλύτερη έχει εντοπισθεί η αντίθεση µαύρο - κίτρινο. 

  

 
Σχήµα 2.18 Στόχοι για τις γωνιοµετρήσεις 
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Σε ειδικές περιπτώσεις (π.χ. παρακολούθηση παραµορφώσεων κατασκευών), 
όπου οι σκοπεύσεις είναι κοντινές, οι στόχοι πακτώνονται πάνω στα σηµεία προς 
τα οποία γίνονται οι µετρήσεις (σηµεία ελέγχου) και ταυτίζονται µε αυτά. Όπως 
προηγουµένως, έτσι και σε αυτή την περίπτωση, το σχήµα και το χρώµα τους είναι 
τα βασικά στοιχεία για να είναι ευδιάκριτοι ανάλογα µε τη θέση τους σε σχέση µε 
το γωνιοµετρικό όργανο. 

Οι στόχοι είναι δυνατό να είναι επίπεδοι (π.χ. σταυρός πάνω στην κατασκευή) ή 
τρισδιάστατοι (π.χ. ορθός ή ανεστραµµένος κώνος πακτωµένος στην κατασκευή) 
(σχ. 2.19), µε κατάλληλο χρώµα (π.χ. µαύρο ή κίτρινο) για να είναι ευκρινείς. Σε 
αυτές τις περιπτώσεις εκτός από το χρώµα του στόχου σηµαντικό ρόλο παίζουν το 
χρώµα του υποβάθρου, πάνω στο οποίο προβάλλεται ο στόχος, και η θέση του 
ήλιου η οποία µεταβάλλεται κατά την διάρκεια των µετρήσεων. Η διαφορετική 
θέση του ήλιου δηµιουργεί ασύµµετρες σκιερές περιοχές πάνω στους 
τρισδιάστατους στόχους µε συνέπεια να είναι αµφίβολη η διχοτόµηση τους. Η 
χρωµατική αντίθεση µαύρο – κίτρινο φαίνεται ότι διευκολύνει σηµαντικά και σε 
αυτές τις περιπτώσεις. 

 

 
Σχήµα 2.19 Στόχοι πάνω σε κατασκευή 

 

Παλαιότερα για σκοπεύσεις σε πολύ µεγάλες αποστάσεις (αρκετά km) ήταν σε 
χρήση το ηλιοτρόπιο (σχήµα 2.20), το οποίο κεντρωνόταν ως στόχος πάνω στο 
σηµείο Τ. Το ηλιοτρόπιο είναι µια απλή διάταξη η οποία µε την χρήση ενός 
επίπεδου κατόπτρου (καθρέπτη) ανακλά τις ακτίνες του ήλιου από την θέση του 
στόχου προς την θέση του σηµείου Θ όπου βρίσκεται το γωνιοµετρικό όργανο.  
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Σχήµα 2.20 Ηλιοτρόπιο [5] 

 

Αν οι µετρήσεις γίνονται κατά τις νυχτερινές ώρες τότε στα σηµεία τοποθετούνται, 
ως στόχοι, φωτεινές πηγές (π.χ. προβολείς) διαφόρων χρωµάτων (π.χ. κόκκινο). 
Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει αυτές οι φωτεινές πηγές να βρίσκονται µακριά 
από τα φώτα της πόλης για να αποφεύγονται προβλήµατα ορατότητας.  

Σήµερα µε τους σύγχρονους γεωδαιτικούς σταθµούς ο στόχος των 
γωνιοµετρήσεων και των πλευροµετρήσεων (κατάφωτο) είναι κοινός και 
οµοαξονικός (εικ. 2.9α), σε αντίθεση µε τα όργανα παλαιότερης γενεάς, στα οποία 
επειδή το όργανο µέτρησης αποστάσεων ήταν τοποθετηµένο πάνω στο θεοδόλιχο, 
ο κοινός στόχος ήταν έκκεντρος κατά την κατακόρυφη έννοια. 

Ο στόχος τοποθετείται είτε πάνω σε τρίποδα ή βάση η οποία κεντρώνεται στο 
σηµείο, είτε σε ειδικό ακόντιο, το οποίο λέγεται στυλεός (εικ. 2.9β). Το µήκος του 
στυλεού είναι αυξοµειούµενο, έχει σφαιρική αεροστάθµη για την κατακορύφωση 
του και µετρητική διάταξη για την απευθείας µέτρηση του ύψους του στόχου. Ο 
στυλεός τοποθετείται πάνω στο σηµείο µε την βοήθεια ενός απλού τρίποδα και 
κατακορυφώνεται όπως το ακόντιο. 
 

   (α)                 (β) 
Εικόνα 2.9 Στόχοι σύγχρονων γεωδαιτικών σταθµών, στυλεός 

 

Εκτός από το µέγεθος, το σχήµα και το χρώµα του στόχου, σηµαντικό στοιχείο για 
την καλή σκόπευση είναι και το πλάτος του σταυρονήµατος που προβάλλεται 
πάνω στον στόχο. Είναι φανερό ότι αν το σταυρόνηµα υπερκαλύπτει τον στόχο 
τότε παρουσιάζεται ασάφεια στην διχοτόµηση του µε αποτέλεσµα την αβέβαιη 
σκόπευση. Ενώ στην αντίθετη περίπτωση η σκόπευση είναι περισσότερο ασφαλής. 
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Εµπειρικά έχει αποδειχθεί ότι το σταυρόνηµα προβάλλεται µε πλάτος c  της τάξης 

cc

cc

ρ

D9
c

⋅
≅ , όπου D  η απόσταση οργάνου – στόχου. Έτσι για 1000mD = , το 

πλάτος της προβολής του σταυρονήµατος στο στόχο προκύπτει ότι είναι 
1.5cmc ≅ . Εποµένως τα γραµµικά στοιχεία (οριζόντια ή κατακόρυφα) του στόχου 

θα πρέπει να έχουν πλάτος b µεγαλύτερο από αυτό (σχ. 2.21). Έχει βρεθεί ότι το 

πλάτος ca2b +⋅≅  όπου 
Μρ

D360
a

cc ⋅

⋅
=  και Μ η µεγέθυνση του τηλεσκοπίου του 

οργάνου, έτσι για 1000mD =  προκύπτει .5cmb ≅  

 
Σχήµα 2.21 Γραµµικά στοιχεία στόχου 

 

Αν αποκλείσουµε τα προβλήµατα ορατότητας, τις έντονες θερµοκρασιακές 
µεταβολές στην ατµόσφαιρα και το σφάλµα εστίασης, µπορούµε να θεωρήσουµε 
ότι ο καλύτερος στόχος είναι η φωτεινή πηγή, ή ο στόχος της µορφής του 

σχήµατος (2.21) ή ο στόχος σχήµατος v. Τέλος έχει διαπιστωθεί ότι πρέπει να 
προτιµώνται οι επίπεδοι στόχοι και να αποφεύγονται οι στόχοι κυλινδρικής ή 
σφαιρικής µορφής. 
 

2.5 ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

2.5.1 Ρυθµίσεις στάσης 

Πριν αρχίσει η διαδικασία µέτρησης µιας γωνίας (ΒΑΓ) είναι απαραίτητο να 
γίνουν οι ρυθµίσεις στάσης, τόσο στο γωνιοµετρικό όργανο που τοποθετείται 
πάνω σε τρίποδα (ή βάση) στην κορυφή της γωνίας Α, όσο και στους στόχους οι 
οποίοι τοποθετούνται πάνω σε τρίποδα (ή βάση) στα σηµεία Β, Γ. 

Αυτές οι ρυθµίσεις είναι η κέντρωση και η οριζοντίωση του οργάνου πάνω από το 
σηµείο Α. Με τον όρο κέντρωση εννοείται η διαδικασία που γίνεται για να περάσει 
ο πρωτεύων άξονας (ΠΠ΄) του οργάνου από το σηµείο Α. Ενώ µε τον όρο 
οριζοντίωση εννοείται η κατακορύφωση του άξονα (ΠΠ΄). Αυτές οι δυο ρυθµίσεις, 
αν και είναι διαφορετικές, γίνονται συγχρόνως µε την διαδικασία που 
περιγράφεται σε βήµατα. 
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Βήµα 1Ο 

Τοποθετείται ο τρίποδας µε το όργανο πάνω, έτσι ώστε το σταυρόνηµα της 
οπτικής κέντρωσης (ή το στίγµα της φωτεινής δέσµης) να βρίσκεται σε µικρή 
απόσταση (τάξης 1cm) από το σηµείο Α. 

Βήµα 2Ο 

Με την βοήθεια των κοχλιών του τρικόχλιου µετακινείται το σταυρόνηµα της 
οπτικής κέντρωσης (ή το στίγµα της φωτεινής δέσµης) έτσι ώστε να σκοπεύει το 
σηµείο Α. 

Βήµα 3Ο 

Αυξοµειώνοντας το µήκος των µελών του τρίποδα µετακινείται η φυσαλίδα της  
σφαιρικής αεροστάθµης του οργάνου στο κανονικό σηµείο της. 

Βήµα 4Ο 

Περιστρέφεται το όργανο περί τον (ΠΠ΄) έτσι ώστε ο άξονας της σωληνωτής 
αεροστάθµης του οργάνου να γίνει παράλληλη προς τον άξονα δυο κοχλιών του 
τρικόχλιου. Στρέφονται οι κοχλίες όπως δείχνουν τα βέλη για να µετακινηθεί η 
φυσαλίδα της σωληνωτής αεροστάθµης στο κανονικό σηµείο της (σχ. 2.22α). 
 

 
                                  (α)                                 (β)                           (γ) 

Σχήµα 2.22 Οριζοντίωση οργάνου [5] 
 

Στην συνέχεια περιστρέφεται το όργανο κατά 100 g και µε τον τρίτο κοχλία 
µετακινείται η φυσαλίδα της σωληνωτής αεροστάθµης στο κανονικό σηµείο της 
(σχήµα 2.22β). Για τον έλεγχο του σφάλµατος του πρωτεύοντα άξονα (ΠΠ’) 
περιστρέφεται το όργανο κατά 100g, αν η φυσαλίδα της σωληνωτής αεροστάθµη 
παραµείνει στο κανονικό σηµείο της τότε δεν υπάρχει σφάλµα (σχ. 2.22γ).             

Βήµα 5Ο                                                                                                         

Ελέγχεται η κέντρωση του οργάνου, αν έχει χαλάσει τότε επαναλαµβάνεται η 
διαδικασία από το 2Ο βήµα και κάτω. 
 

Οι ρυθµίσεις στάσης είναι πολύ σηµαντικό να ισχύουν σε όλη την διάρκεια των 
µετρήσεων. Γιαυτό τον λόγο πρέπει να ελέγχονται ως προς την πληρότητα τους 
όσο διαρκούν οι µετρήσεις. Παράλληλα πρέπει να παίρνονται τα απαραίτητα 
µέτρα προστασίας του οργάνου από τις καιρικές συνθήκες (π.χ. προστασία του 
οργάνου από την έντονη ηλιοφάνεια), οι οποίες είναι πιθανό να ευθύνονται για 
την πλασµατική µετακίνηση της αεροστάθµης κατά την διάρκεια των µετρήσεων, 
χωρίς να έχει χαλάσει η κέντρωση του οργάνου. 
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2.5.2 Μέτρηση οριζόντιας γωνίας 

Για να µετρηθεί η οριζόντια γωνία (ΒΑΓ), γίνονται οι ρυθµίσεις στάσης του 
οργάνου στο σηµείο Α . Παράλληλα ρυθµίσεις στάσης γίνονται και στους στόχους 
στα σηµεία Β και Γ, έτσι ώστε ο άξονας του ακοντίου ή ο άξονας του στόχου να 
είναι κατακόρυφος και να περνά από το αντίστοιχο σηµείο. 

Εκτός από τις ρυθµίσεις στάσης, κατά τις σκοπεύσεις από το σηµείο Α προς τα 
σηµεία Β και Γ, πρέπει να εξαλείφεται και η παράλλαξη, έτσι ώστε το είδωλο του 
στόχου να παρουσιάζεται ευκρινές πάνω στο επίπεδο του σταυρονήµατος του 
τηλεσκοπίου του οργάνου. 

Η διαδικασία της µέτρησης της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ) περιγράφεται στα 
επόµενα µε βήµατα.  

Βήµα 1Ο 

Με τον σκοπευτικό άξονα του τηλεσκοπίου του οργάνου σκοπεύεται ο στόχος στο 
σηµείο Β, έστω ΒΙ η ανάγνωση του οριζόντιου δίσκου του οργάνου. 

Βήµα 2Ο 

Περιστρέφεται το όργανο περί τον (ΠΠ’) και σκοπεύεται ο στόχος στο σηµείο Γ, 
έστω ΓΙ η ανάγνωση του οριζόντιου δίσκου του οργάνου. 

Βήµα 3Ο 

Αναστρέφεται το τηλεσκόπιο του οργάνου περί τον δευτερεύοντα άξονα (∆∆’), 
περιστρέφεται το όργανο περί τον άξονα (ΠΠ’) και σκοπεύεται ο στόχος στο 
σηµείο Γ, έστω ΓΙΙ η ανάγνωση του οριζόντιου δίσκου του οργάνου. 

Βήµα 4Ο 

Περιστρέφεται το όργανο περί τον (ΠΠ’) και σκοπεύεται ο στόχος  στο σηµείο Β, 
έστω ΒΙΙ η ανάγνωση του οριζόντιου δίσκου του οργάνου. 
 

Το σύνολο των βηµάτων 1÷4 αποτελούν µια πλήρη περίοδο µέτρησης της 
οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ). Τα βήµατα 1 και 2, περιγράφουν την 1η ηµιπερίοδο 
µέτρησης της οριζόντιας γωνίας, αυτά γίνονται σε θέση Ι τηλεσκοπίου. Με τα 
βήµατα 3 και 4 περιγράφεται η 2η ηµιπερίοδος µέτρησης της οριζόντιας γωνίας, 
αυτά γίνονται σε θέση ΙΙ τηλεσκοπίου. 

Οι οριζόντιες γωνίες µετρούνται σε περισσότερες από µια περιόδους ανάλογα µε 
την επιδιωκόµενη ακρίβεια στις τοπογραφικές εργασίες. Αυτό γίνεται για να 
υπολογισθεί τελικά η ακριβής τιµή της γωνίας. Συνήθως, χωρίς να είναι 
απαραίτητο, το πλήθος (ν) των περιόδων είναι άρτιος αριθµός (π.χ. 2, 4, 6, …). 

Στα παλαιά οπτικά θεοδόλιχα η µέτρηση της γωνίας σε περισσότερες από µια 
περιόδους, περιόριζε το πιθανό σφάλµα διαιρέσεων του οριζόντιου δίσκου. Η αρχή 
µέτρησης κάθε µιας περιόδου έπρεπε να διαφέρει από την προηγούµενη και την 

επόµενη περίπου κατά g)
ν

200
( , όπου ν το πλήθος των περιόδων. Έτσι σε µια 

γωνία που είχε προγραµµατισθεί να µετρηθεί σε 4 περιόδους, η αρχή µέτρησης 
έπρεπε να είναι κοντά στους 0g, 50g, 100g και 150g για κάθε µια από αυτές. 

Για την καλή σκόπευση των στόχων που βρίσκονται σε µεγάλη απόσταση (µερικά 
km) η ατµοσφαιρική διάθλαση (Παράρτηµα 2) είναι σηµαντικός παράγοντας. 
Εξαιτίας της δηµιουργούνται ασαφή είδωλα µε κίνηση, κατά συνέπεια η ποιότητα 
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των µετρήσεων είναι µειωµένη. Η ατµοσφαιρική διάθλαση µεταβάλλεται κατά την 
διάρκεια της ηµέρας, γιαυτό το λόγο οι καλύτερες ώρες για τις µετρήσεις των 
οριζοντίων γωνιών είναι νωρίς το πρωί (ανατολή ÷ ~9 π.µ.) και αργά το απόγευµα 
(~5 µ.µ. ÷ δύση), επειδή τα είδωλα των στόχων είναι πιο σταθερά. Ειδικότερα 
προτείνεται οι στόχοι που βρίσκονται δυτικά να σκοπεύονται κατά το πρώτο 
διάστηµα και οι στόχοι που βρίσκονται ανατολικά κατά το δεύτερο διάστηµα. Οι 
δυσκολίες των σκοπεύσεων εξαιτίας της ατµοσφαιρικής διάθλασης αποφεύγονται 
µε νυχτερινές µετρήσεις, οι οποίες όµως απαιτούν ειδικό εξοπλισµό και καλή 
οργάνωση.   
 

2.5.3 Μέτρηση οριζόντιων γωνιών σταθµού 

Για την µέτρηση των διαδοχικών γωνιών ενός σταθµού (Σ), προς περισσότερα των 
δυο σηµεία στο ύπαιθρο, χρησιµοποιούνται διάφορες µέθοδοι. Στις επόµενες 
ενότητες περιγράφονται οι κυριότερες από αυτές που χρησιµοποιούνται σήµερα. 
 

2.5.3α Μέθοδος των πλήρων περιστροφών 

Με βάση αυτή την µέθοδο επιλέγεται ένα σηµείο Α, από αυτά που πρόκειται να 
σκοπευθούν, ως αφετηρία των σκοπεύσεων. Με αρχή το σηµείο Α σκοπεύονται 
δεξιόστροφα όλα τα σηµεία (1, 2, 3, 4) σε θέση Ι καθώς επίσης και η αφετηρία Α. 
Αυτή η σειρά των σκοπεύσεων αποτελεί την 1η ηµιπερίοδο της 1ης περιόδου.  

Κατά την 2η ηµιπερίοδο της 1ης περιόδου µε αρχή το σηµείο Α σκοπεύονται 
αριστερόστροφα όλα τα σηµεία (1, 2, 3, 4), όπως επίσης και η αφετηρία σε θέση ΙΙ. 
Η διαδικασία των µετρήσεων παρουσιάζεται στο (σχ. 2.23). 
 

 
Σχήµα 2.23 Μέθοδος των πλήρων περιστροφών 

 

Η ίδια εργασία επαναλαµβάνεται για όσες περιόδους πρόκειται να γίνουν οι 
µετρήσεις των γωνιών του σταθµού. 

Όπως γίνεται φανερό από την περιγραφή της µεθόδου, η αφετηρία Α σκοπεύεται 
στην αρχή και στο τέλος κάθε µιας από τις δύο ηµιπεριόδους, δηλαδή προκύπτουν 
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τελικά τέσσερις σκοπεύσεις για κάθε περίοδο προς το σηµείο Α. Η δεύτερη 
σκόπευση της 1ης ηµιπεριόδου και η πρώτη σκόπευση της 2ης ηµιπεριόδου της 
αφετηρίας Α χρησιµοποιούνται για τον έλεγχο της ποιότητας των µετρήσεων 
χωρίς να συµµετέχουν στον τελικό υπολογισµό των τελικών τιµών των γωνιών. Με 
αυτή την µέθοδο η τιµή µιας γωνίας προκύπτει από την αφαίρεση των τελικών 
µέσων όρων των αναγνώσεων των σκοπεύσεων των δυο διευθύνσεων της γωνίας. 
Στην ενότητα 2.6.1 δίνεται παράδειγµα υπολογισµού των τελικών τιµών των 
γωνιών και των τυπικών σφαλµάτων. 

Η µέθοδος των πλήρων περιστροφών προτείνεται να χρησιµοποιείται κατά την 
διάρκεια καλών καιρικών συνθηκών, έτσι ώστε να υπάρχει καλή ορατότητα από 
τον σταθµό προς τα σηµεία. Επίσης κατά την επιλογή της αφετηρίας Α σηµαντικό 
ρόλο παίζει η ευκρίνεια του ειδώλου του Α. Γενικά αυτή η µέθοδος 
χρησιµοποιείται ευρύτατα λόγω της ταχύτητας της. 
  

2.5.3β Άλλες µέθοδοι   

• Μέθοδος των διευθύνσεων 

Όπως στην µέθοδο των πλήρων περιστροφών έτσι και στην µέθοδο των 
διευθύνσεων ορίζεται µια αφετηρία Α1 ως αρχή των µετρήσεων. Με αρχή την 
διεύθυνση ΣΑ1 µετριέται ξεχωριστά κάθε γωνία σε θέση Ι και ΙΙ προς τα σηµεία (1, 
2). Αν κατά την διάρκεια των µετρήσεων παρουσιασθούν προβλήµατα ορατότητας 
στην αφετηρία Α1, τότε υπάρχει δυνατότητα να χρησιµοποιηθεί και άλλη αφετηρία 
Α2 (Α2 ≡ 2). Στη συνέχεια µε αρχή την νέα αφετηρία Α2 µετρώνται σε θέση Ι και ΙΙ 
ξεχωριστά οι γωνίες προς τα υπόλοιπα σηµεία (3, 4). Σε αυτή την µέθοδο θα 
πρέπει να µετρηθεί µε αυξηµένη ακρίβεια η γωνία µεταξύ των διευθύνσεων ΣΑ1 
και ΣΑ2. Η διαδικασία των µετρήσεων παρουσιάζεται στο (σχ. 2.24). 

Η µέθοδος των διευθύνσεων απαιτεί σηµαντικά περισσότερο χρόνο της µεθόδου 
που περιγράφηκε στην ενότητα 2.5.3α και εφαρµόζεται όταν υπάρχουν 
προβλήµατα ορατότητας κατά την διάρκεια των µετρήσεων προς τα σηµεία. 

 
Σχήµα 2.24 Μέθοδος των διευθύνσεων 
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• Μέθοδος των γωνιών 

Κατά την µέθοδο των γωνιών µετρούνται ανεξάρτητα σε θέση Ι και ΙΙ όλες οι 
γωνίες που σχηµατίζονται µεταξύ των διαδοχικών διευθύνσεων. Η διαδικασία των 
µετρήσεων παρουσιάζεται στο (σχ. 2.25). 
 

 
Σχήµα 2.25 Μέθοδος των γωνιών 

 

Με αυτή την µέθοδο οι γωνίες που είναι µεγαλύτερες από τις µετρούµενες 
προκύπτουν από το άθροισµα των αντίστοιχων µετρηµένων µε αποτέλεσµα η 
ακρίβεια τους να είναι µικρότερη από αυτές. 

Η µέθοδος των γωνιών απαιτεί σηµαντικά περισσότερο χρόνο από την µεθόδου 
των πλήρων περιστροφών. 

 

2.5.4 Μέτρηση κατακόρυφης γωνίας 

Για να µετρηθεί η κατακόρυφη γωνία ΖΑΒ από το σηµείο Α προς το σηµείο Β, της 
πλευράς (ΑΒ), γίνονται οι ρυθµίσεις στάσης του οργάνου στο σηµείο Α και οι 
ρυθµίσεις στάσης του στόχου στο σηµείο Β. Επίσης εξαλείφεται η παράλλαξη όπως 
και κατά την µέτρηση της οριζόντιας γωνίας. 

Σκοπεύεται σε θέση Ι µε τον σκοπευτικό άξονα του οργάνου το σηµείο Β, έστω ΖΑΒΙ 
η ανάγνωση του κατακόρυφου δίσκου των µετρήσεων. Αυτή η διαδικασία 
αποτελεί την 1η ηµιπερίοδο της 1ης περιόδου. Για την 2η ηµιπερίοδο της 1ης 
περιόδου σκοπεύεται σε θέση ΙΙ µε τον σκοπευτικό άξονα του οργάνου το σηµείο Β 
έστω ΖΑΒΙΙ η ανάγνωση του κατακόρυφου δίσκου των µετρήσεων.  

Με την µέτρηση των κατακορύφων γωνιών σε δυο θέσεις τηλεσκοπίου εξαλείφεται 
το σφάλµα δείκτη. Αυτό το σφάλµα προκύπτει όταν η αφετηρία µέτρησης των 
ζενίθιων γωνιών δεν ταυτίζεται, όπως θα έπρεπε, µε τον πρωτεύοντα άξονα (ΠΠ’) 
του οργάνου. Το σφάλµα δείκτη θα υπολογισθεί στην ενότητα 2.6.2. 

Αν απαιτηθεί να µετρηθεί η κατακόρυφη γωνία σε περισσότερες περιόδους 
επαναλαµβάνεται η προηγούµενη διαδικασία. Παρατηρείται ότι κατά την µέτρηση 
της ζενίθιας γωνίας σε περισσότερες από µια περιόδους δεν είναι δυνατό να 
αλλάξει η αρχή µέτρησης των γωνιών. ∆ηλαδή η µέτρηση της κατακόρυφης γωνίας 
σε πολλές περιόδους ουσιαστικά είναι επαναλαµβανόµενη µέτρηση της γωνίας στο 
ίδιο τµήµα του κατακόρυφου δίσκου. 
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Η ατµοσφαιρική διάθλαση επιδρά και στις µετρήσεις των κατακορύφων γωνιών. 
Το καλύτερο διάστηµα της ηµέρας για τις µετρήσεις είναι το µεσηµέρι, σε αυτό το 
διάστηµα η ατµόσφαιρα παρουσιάζει σχετική σταθερότητα. Ιδιαίτερη προσοχή 
πρέπει να δίνεται κατά τους καλοκαιρινούς µήνες, κατά την διάρκεια των οποίων 
οι συνθήκες σκόπευσης το µεσηµέρι είναι δύσκολες.     
 

2.6 ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

2.6.1 Υπολογισµός τιµής οριζόντιας γωνίας 

Η τελική τιµή της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ) υπολογίζεται ως µέσος όρος από τις 
µετρήσεις στη θέση Ι και ΙΙ του οργάνου ως εξής: 

Θέση Ι : (ΒΑΓ)Ι = (ΓΙ - ΒΙ), αν (ΒΑΓ)Ι<0 ⇒ (ΒΑΓ)Ι = 400g + (ΓΙ - ΒΙ) 

Θέση ΙΙ : (ΒΑΓ)ΙΙ = (ΓΙΙ - ΒΙΙ), αν (ΒΑΓ)ΙΙ<0 ⇒ (ΒΑΓ)ΙΙ = 400g + (ΓΙΙ - ΒΙΙ) 

2

)ΒΑΓ()ΒΑΓ(
)ΒΑΓ( ΙΙΙ +

=  

Αν η γωνία (ΒΑΓ) έχει µετρηθεί σε ν περιόδους µε µέσους όρους αντίστοιχα 
(ΒΑΓ)1, (ΒΑΓ)2, …, (ΒΑΓ)ν, η τελική τιµή και το τυπικό σφάλµα της προκύπτουν  µε 
βάση τις σχέσεις που δίνονται στην ενότητα 1.2.5.  

Πρέπει να αναφερθεί ότι οι µετρούµενες γωνίες πρέπει να πληρούν 
συγκεκριµένους περιορισµούς, που καθορίζονται µε βάση τον κανονισµό (Π∆ 
696/74), προκειµένου να χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια στους υπολογισµούς. Σε 
αντίθετη περίπτωση οι µετρήσεις των γωνιών θα πρέπει να επαναληφθούν. 

Για την καταγραφή των γωνιοµετρήσεων στο ύπαιθρο  και τον υπολογισµό των 
τελικών τιµών των οριζοντίων γωνιών είναι σε χρήση σχετικό έντυπο. Στον πίνακα 
(2.1) δίνεται το αντίστοιχο έντυπο µε την καταγραφή των µετρήσεων των γωνιών, 
οι οποίες έχουν γίνει µε την µέθοδο των πλήρων περιστροφών, και τον υπολογισµό 
των τελικών τιµών τους. 

Από την συµπλήρωση του εντύπου προκύπτουν οι επόµενες υποδείξεις και 
παρατηρήσεις: 

• Οι αναγνώσεις των σκοπεύσεων στις θέσεις Ι και ΙΙ του οργάνου, σε κάθε µια 
διεύθυνση, διαφέρουν περίπου κατά 200g. 

• Η µέση τιµή µεταξύ των αναγνώσεων των σκοπεύσεων στις θέσεις Ι και ΙΙ 
προκύπτει ως µέσος όρος µεταξύ των τιµών της Ι και της (ΙΙ-200). Αν               
(ΙΙ-200)<0, τότε η µέση τιµή προκύπτει ως µέσος όρος µεταξύ των τιµών 
(400+Ι) και [400+(ΙΙ-200)]. 

• Προτείνεται η πρώτη περίοδος των µετρήσεων να µην αρχίζει ακριβώς από το 
0g αλλά από µια ανάγνωση κοντά στους 0g (π.χ. 1g ).  

• Η µέση ανηγµένη τιµή της ανάγνωσης σε µια οποιαδήποτε διεύθυνση είναι το 
µέτρο της γωνίας που σχηµατίζεται από την αρχική και την συγκεκριµένη 
διεύθυνση. 

• Ο γενικός µέσος όρος (ΓΜΟ) προκύπτει ως µέσος όρος των µέσων ανηγµένων 
τιµών κάθε µιας διεύθυνσης.  

• Για να υπολογισθεί µια οποιαδήποτε γωνία που σχηµατίζεται από διευθύνσεις 
εκτός της αρχικής, αφαιρούνται οι αντίστοιχες αναγνώσεις του γενικού µέσου 
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όρου (ΓΜΟ) αυτών των διευθύνσεων (τελική – αρχική). Αν από την αφαίρεση 
προκύψει αρνητική γωνία τότε προστίθενται σε αυτή 400g. Η αβεβαιότητα 
µιας γωνίας µεταξύ των σκοπευόµενων διευθύνσεων υπολογίζεται από τις 
αβεβαιότητες των αντίστοιχων σκοπεύσεων (σΧ), οι οποίες υπολογίζονται κατά 
τα γνωστά (Ενότητα 1.2.5). 

 

   Ηµεροµηνία :                        Παρατηρητής:                                                   Όργανο :             

   Καιρικές Συνθήκες :  
ΣΤΑΣΗ ΣΚΟΠΕΥΣΗ 

ΠΡΟΣ 
ΘΕΣΗ Ι ΘΕΣΗ ΙΙ ΜΕΣΗ 

ΤΙΜΗ 
ΜΕΣΗ 

ΑΝΗΓΜΕΝΗ 
ΤΙΜΗ 

(ΓΜΟ)   
σ0cc σΧcc 

Σ2 Σ3 0.0060 199.9995 0.0028 0.0000 0.0000 - - 

 Σ4 53.3245 253.3225 53.3235 53.3207 53.3224 17 8 

 Σ5 121.6905 321.6915 121.6910 121.6882 121.6896 16 8 

 Σ6 152.9580 352.9585 152.9583 152.9555 152.9554 8 4 

 Σ3 0.0020 200.0030 0.0025 -    

         

Σ2 Σ3 50.0020 250.0030 50.0025 0.0000    

 Σ4 103.3250 303.3230 103.3240 53.3215    

 Σ5 171.6920 371.6930 171.6925 121.6900    

 Σ6 202.9575 2.9585 202.9580 152.9555    

 Σ3 50.0025 250.0050 50.0038 -    

         

Σ2 Σ3 100.0025 300.0020 100.0023 0.0000    

 Σ4 153.3260 353.3275 153.3268 53.3245    

 Σ5 221.6935 21.6945 221.6940 121.6917    

 Σ6 252.9580 52.9590 252.9585 152.9562    

 Σ3 100.0035 300.0015 100.0025 -    

         

Σ2 Σ3 150.0040 350.0035 150.0038 0.0000    

 Σ4 203.3270 3.3265 203.3268 53.3230    

 Σ5 271.6925 71.6920 271.6923 121.6885    

 Σ6 302.9575 102.9585 302.9580 152.9542    

 Σ3 150.0035 350.0030 150.0033 -    

Πίνακας 2.1 Υπολογισµός τελικών τιµών των οριζόντιων γωνιών και των αβεβαιοτήτων τους 
 

2.6.2 Υπολογισµός τιµής κατακόρυφης γωνίας 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί η ζενίθια γωνία θα πρέπει να µετριέται σε δυο θέσεις 

τηλεσκοπίου για να εξαλειφθεί το σφάλµα δείκτη. Αν Ι
ΑΒΖ  και ΙΙ

ΑΒΖ  οι µετρήσεις 
των ζενίθιων γωνιών της διεύθυνσης ΑΒ σε θέση Ι και ΙΙ αντίστοιχα, τότε αν δεν 
υπάρχει σφάλµα στη µέτρηση της γωνίας θα πρέπει να ισχύει : 

ΙΙ
ΑΒ

gΙ
ΑΒ

gΙΙ
ΑΒ

Ι
ΑΒ Ζ400Ζ400ΖΖ −=⇔=+  

∆ηλαδή οι γωνίες Ι
ΑΒΖ  και )Ζ(400 ΙΙ

ΑΒ
g −  αποτελούν δυο παρατηρήσεις της ίδιας 

κατακόρυφης γωνίας ΑΒΖ . Έτσι, η τελική τιµή της ζενίθιας γωνίας ΑΒΖ  
υπολογίζεται ως µέσος όρος αυτών. Τελικά ισχύει: 
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2

Ζ400Ζ
Ζ

ΙΙ
ΑΒ

gΙ
ΑΒ

ΑΒ
−+

=                                               (2.13) 

Για να υπολογισθεί η διόρθωση εξαιτίας της ύπαρξης του σφάλµατος δείκτη (δ), 
αν υπάρχει, µετριέται σε µια διεύθυνση η ζενίθια γωνία σε δυο θέσεις ΙΖ  και ΙΙΖ . 

Σε αυτή την περίπτωση, σε κάθε µια από τις µετρήσεις των κατακόρυφων γωνιών 
στις θέσεις Ι και ΙΙ, ισχύει: 

⇒=+++ gΙΙΙ 400δ)(Ζδ)(Ζ
2

)Ζ(Ζ400
δ

ΙΙΙg +−
=                          (2.14) 

άρα ⇒
+−+⋅

=+=
2

)Ζ(Ζ400Ζ2
δΖΖ

ΙΙΙgΙ
Ι

2
Ζ400Ζ

Ζ
ΙΙgΙ −+

=               (2.15) 

Στους σύγχρονους γεωδαιτικούς σταθµούς, όπου υπάρχει ισοσταθµικό σύστηµα 
ρύθµισης του δείκτη µέτρησης των κατακόρυφων γωνιών, δεν χρειάζεται να 
γίνεται διόρθωση. Ωστόσο όµως οι κατακόρυφες γωνίες θα πρέπει να µετρούνται 
σε θέσεις Ι και ΙΙ για να υπολογίζεται η τελική τιµή της γωνίας ως µέσος όρος 
απαλλαγµένος από τα σφάλµατα σκόπευσης λόγω του παρατηρητή ή της 
ποιότητας του ειδώλου.  

Για την καταγραφή των µετρήσεων των κατακόρυφων γωνιών στο ύπαιθρο  και 
τον υπολογισµό των τελικών τιµών τους ήταν σε χρήση σχετικό έντυπο. Στον 
πίνακα (2.2) δίνεται το αντίστοιχο έντυπο µε την καταγραφή των µετρήσεων των 
κατακόρυφων γωνιών και τον υπολογισµό των τελικών τιµών των γωνιών. 

Από την συµπλήρωση του εντύπου προκύπτουν οι επόµενες παρατηρήσεις: 

• Οι αναγνώσεις των σκοπεύσεων στις θέσεις Ι και ΙΙ του τηλεσκοπίου, στη 
διεύθυνση, έχουν άθροισµα περίπου 400g. 

• Η µέση τιµή µεταξύ των αναγνώσεων των σκοπεύσεων στις θέσεις Ι και ΙΙ 
προκύπτει ως µέσος όρος µεταξύ των τιµών Ι και (400g - ΙΙ). 

• Είναι φανερό ότι µέση ανηγµένη τιµή δεν υπάρχει στις κατακόρυφες γωνίες. 

• Ο γενικός µέσος όρος (ΓΜΟ) προκύπτει ως µέσος όρος των µέσων τιµών κάθε 
µιας διεύθυνσης. Η αβεβαιότητα µιας κατακόρυφης γωνίας (σΧ) υπολογίζεται 
κατά τα γνωστά (Ενότητα 1.2.5). 
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   Ηµεροµηνία :                        Παρατηρητής:                                                   Όργανο :             

   Καιρικές Συνθήκες :  
ΣΤΑΣΗ ΣΚΟΠΕΥΣΗ 

ΠΡΟΣ 
ΘΕΣΗ Ι ΘΕΣΗ ΙΙ ΜΕΣΗ 

ΤΙΜΗ 
ΜΕΣΗ 

ΑΝΗΓΜΕΝΗ 
ΤΙΜΗ 

(ΓΜΟ)   
σ0cc σΧcc 

Σ2 Σ3 99.8840 300.1185 99.8828  99.8834 21 10 

 Σ4 103.0765 296.9215 103.0775  103.0778 7 3 

 Σ5 104.9365 295.0615 104.9375  104.9373 8 4 

 Σ6 108.1430 291.8515 108.1458  108.1433 20 10 

         

Σ2 Σ3 99.8880 300.1200 99.8810     

 Σ4 103.0760 296.9185 103.0788     

 Σ5 104.9355 295.0625 104.9365     

 Σ6 108.1365 291.8535 108.1415     

         

Σ2 Σ3 99.8850 300.1130 99.8860     

 Σ4 103.0750 296.9200 103.0775     

 Σ5 104.9370 295.0605 104.9383     

 Σ6 108.1405 291.8525 108.1440     

         

Σ2 Σ3 99.8865 300.1190 99.8838     

 Σ4 103.0740 296.9195 103.0773     

 Σ5 104.9345 295.0610 104.9368     

 Σ6 108.1385 291.8545 108.1420     

Πίνακας 2.2 Υπολογισµός τελικών τιµών των κατακόρυφων γωνιών και των αβεβαιοτήτων τους 
 

2.7 ΑΝΑΓΩΓΕΣ - ∆ΙΟΡΘΩΣΕΙΣ ΓΩΝΙΩΝ 

Οι γωνίες, οριζόντιες και κατακόρυφες, που µετρούνται στο ύπαιθρο απαιτείται να 
αναχθούν και να διορθωθούν πριν χρησιµοποιηθούν στους υπολογισµούς για τον 
προσδιορισµό της θέσης των σηµείων. Στις επόµενες ενότητες παρουσιάζονται οι 
αναγωγές και διορθώσεις, οι τιµές των οποίων στις τρέχουσες τοπογραφικές 
εργασίες είναι πιθανό να είναι µικρότερες από την ακρίβεια µέτρησης των γωνιών 
οπότε δεν απαιτείται να ληφθούν υπόψη. 

  

2.7.1 Αναγωγή οριζόντιας και κατακόρυφης γωνίας κατά την κάθετη στο 
ελλειψοειδές 

Όπως έχει αναφερθεί για να µετρηθούν οι οριζόντιες και κατακόρυφες γωνίες, 
κατά τις εργασίες υπαίθρου, πρέπει το θεοδόλιχο να κεντρωθεί και να 
κατακορυφωθεί πάνω από την κορυφή της γωνίας (Ενότητα 2.4.1). Εποµένως οι 
γωνίες στο ύπαιθρο µετρούνται µε το θεοδόλιχο τοποθετηµένο πάνω στην 
διεύθυνση της κατακορύφου. Γιαυτό τον λόγο, οι γωνίες πρέπει να αναχθούν κατά 
την κάθετη πάνω στην επιφάνεια αναφοράς πριν χρησιµοποιηθούν στους 
υπολογισµούς. 

Η αναγωγή των µετρουµένων γωνιών µπορεί να γίνει µόνο αν είναι γνωστή η 
απόκλιση της κατακορύφου, στο σηµείο από το οποίο γίνονται οι µετρήσεις 
(Ενότητα 4.2). Ειδικότερα, πρέπει να είναι γνωστές οι συνιστώσες της απόκλισης, 
ξ και η, κατά τον µεσηµβρινό του σηµείου και κατά τον παράλληλο αντίστοιχα.  
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Για την οριζόντια γωνία β = α2 - α1, όπου α1 και α2 τα αζιµούθια των πλευρών της 
γωνίας, η διόρθωση δβ δίνεται από την σχέση: 

111222 Ζcot)αcosηαsinξ(Ζcot)αcosηαsinξ(δβ ⋅⋅−⋅−⋅⋅−⋅=              (2.16) 

όπου Ζ1, Ζ2 οι ζενίθιες γωνίες των διευθύνσεων των πλευρών της γωνίας. 

Για την κατακόρυφη γωνία Ζ η διόρθωση δΖ δίνεται από την σχέση: 

αsinηαcosξΖδ ⋅+⋅=                                                  (2.17) 

όπου α το αζιµούθιο της σκοπευόµενης διεύθυνσης. 

Η διόρθωση στις οριζόντιες γωνίες, σε περιοχές µεγάλων αποκλίσεων και µεγάλων 
κατακορύφων γωνιών, µεταξύ των σκοπευόµενων σηµείων, µπορεί να είναι 
αρκετά δευτερόλεπτα βαθµού. Στις κατακόρυφες  γωνίες η αντίστοιχη διόρθωση 
µπορεί να είναι µερικές δεκάδες δευτερολέπτων βαθµού εποµένως είναι 
σηµαντική και δεν πρέπει να αγνοείται. 
 

2.7.2 Αναγωγή οριζόντιας γωνίας λόγω της χαρτογραφικής προβολής 
του ΕΓΣΑ ΄87 

Οι οριζόντιες γωνίες, που µετρούνται κατά τις εργασίες στο ύπαιθρο, όπως 
αναφέρθηκε, πρέπει να αναχθούν αρχικά στην επιφάνεια αναφοράς. Στη συνέχεια 
ανάγονται στην επιφάνεια προβολής του ΕΓΣΑ ’87 (Ενότητα 1.3.4). Η αναγωγή 
των οριζόντιων γωνιών στην επιφάνεια προβολής λέγεται αναγωγή λόγω 
χαρτογραφικής προβολής. 

Οι πλευρές των οριζόντιων γωνιών που µετρούνται στο ύπαιθρο είναι ευθείες 
γραµµές στο χώρο. Αυτές προβάλλονται αρχικά στην επιφάνεια αναφοράς ως 
καµπύλες και στη συνέχεια στην επιφάνεια προβολής επίσης ως καµπύλες 
γραµµές (σχ. 2.26). Γι’ αυτό τον λόγο, εξαιτίας της χαρτογραφικής προβολής του 
ΕΓΣΑ ‘87, προκύπτει αναγωγή, από την εφαπτόµενη της καµπύλης στην επιφάνεια 
αναφοράς, στην χορδή της καµπύλης στην επιφάνεια προβολής. 

Η αναγωγή δΑΒ κατά την διεύθυνση (ΑΒ), δίνεται από την επόµενη σχέση: 

0.5)(xy∆7.836δ ΑΒ/3ΑΒ
cccc

ΑΒ -- ⋅⋅=                                  (2.18) 

όπου : ΑΒΑΒ yy∆y −=  η διαφορά των τεταγµένων των σηµείων Α και Β σε Km, 

3

x2x
x ΒΑ

ΑΒ/3
+

=  σε εκατοµµύρια µέτρα [µεγάµετρα (Mm)], xΑ, xΒ, yΑ, yΒ οι 

συντεταγµένες των σηµείων Α, Β στο ελληνικό γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς 
(ΕΓΣΑ ’87) 

Αντίστοιχα η αναγωγή δΒΑΓ σε µια οριζόντια γωνία (ΒΑΓ) δίνεται ως διαφορά των 
αναγωγών των διευθύνσεων της από την σχέση: 

)]5.0x(y∆)5.0x(y∆[836.7δ 3/ΑΒΑΒ3/ΑΓΑΓ
cccc

ΒΑΓ −⋅−−⋅⋅−=              (2.19) 

όπου : x, y οι συντεταγµένες των σηµείων στο (ΕΓΣΑ ’87), ΑΒΑΒ yy∆y −=  και 

ΑΓΑΓ yy∆y −=  σε Km,  
3

x2x
x ΒΑ

ΑΒ/3
+

=  και 
3

x2x
x ΓΑ

ΑΓ/3
+

=  σε Mm. 
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Σχήµα 2.26 Αναγωγή λόγω χαρτογραφικής προβολής 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

• ∆ίνονται οι προσεγγιστικές συντεταγµένες των σηµείων Β, Α και Γ της 
οριζόντιας γωνίας β=(ΒΑΓ), xΒ=139343m, yΒ=4405159m, xΑ=135841m, 
yΑ=4408654m, xΓ=139245m και yΓ=4402143m. Να υπολογισθεί η αναγωγή δΒΑΓ 
της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ). 

Από την σχέση (2.19) που δίνει την αναγωγή (δΒΑΓ) της γωνίας (ΒΑΓ) υπολογίζεται: 

0.5)]
3

0.1390.1362
(3.50.5)

3

0.1390.1362
(6.5[7.836δ cc

ΒΑΓ -----
+⋅

⋅
+⋅

⋅⋅=
 

άρα  δΒΑΓ ≅ -9cc 

Εποµένως η τιµή της γωνίας (ΒΑΓ) που µετρήθηκε στο ύπαιθρο, µετά την 
αναγωγή της στην επιφάνεια αναφοράς, για να αναχθεί στην επιφάνεια προβολής 

θα πρέπει να µειωθεί κατά 9cc, δηλαδή  cc' 9ββ −= .  
 

2.7.3 Αναγωγή οριζόντιας γωνίας λόγω έκκεντρης στάσης 

Πολλές φορές ζητείται να υπολογισθεί η οριζόντια γωνία α=(ΒΑΓ), αλλά επειδή 
δεν είναι δυνατή η κέντρωση – οριζοντίωση του οργάνου στην κορυφή της γωνίας 
Α, µετριέται η γωνία 'α =(Β 'Α Γ) από ένα σηµείο 'Α  το οποίο βρίσκεται σε µικρή 
απόσταση e από το σηµείο Α (σχ. 2.27). 

Σε αυτές τις περιπτώσεις µετριέται η εκκεντρότητα e=Α 'Α  και οι οριζόντιες γωνίες 
α1=(Β 'Α Α), α2=(Α 'Α Γ). Οι αποστάσεις DAB=ΑΒ και DΑΓ=ΑΓ είναι γνωστές (αν τα 
Α, Β, και Γ είναι γνωστά) ή µπορούν να µετρηθούν ή τέλος µπορούν να εκτιµηθούν 
από ένα χάρτη. 
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Σχήµα 2.27 Μέτρηση οριζόντιας γωνίας µε έκκεντρη στάση  

 

Από το σχήµα 2.27 µε βάση και την σχετική θέση των σηµείων Α, 'Α , Β και Γ είναι 
φανερό ότι η διόρθωση δ που πρέπει να γίνει στην µέτρηση της γωνίας (Β 'Α Γ) 
είναι δ=β+γ. 

∆ηλαδή ισχύει α= 'α +δ, οι µικρές γωνίες β και γ προσδιορίζονται από τις επόµενες 
σχέσεις : 

cc

ΑΒ

1cc ρ
D

αse
β ⋅

⋅
=

in
 και cc

ΑΓ

2cc ρ
D

αse
γ ⋅

⋅
=

in
                            (2.20) 

Αν 'Α  βρίσκεται πάνω στη διχοτόµο της γωνίας Β 'Α Γ τότε η διόρθωση δ γίνεται 

µέγιστη. Σε αυτή την περίπτωση 
2

α
=α=α 21

'
 και η maxδ δίνεται από την σχέση: 

max cc

ΑΓΑΒ

ΑΓΑΒcc ρ)
DD

DD
(

2
'α

seδ ⋅
+

⋅⋅=
.

in                                 (2.21) 

Γενικά από την σχετική θέση του 'Α  ως προς το Α εξαρτάται το πρόσηµο των 
µικρών γωνιών β και γ, για τον τελικό υπολογισµό της διόρθωσης δ. Σύµφωνα µε 
το επόµενο σχ. 2.28 ισχύει : 

 
Σχήµα 2.28 Περιπτώσεις έκκεντρης στάσης 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

• Η οριζόντια γωνία (ΒΑΓ), λόγω αδυναµίας κέντρωσης – οριζοντίωσης του 
οργάνου στην κορυφή Α, πρόκειται να µετρηθεί µε έκκεντρη στάση, όπως 
φαίνεται στο (σχ.  2.29). Γιαυτό τον λόγο ορίσθηκε το σηµείο 'Α  πάνω στην 
διεύθυνση της διχοτόµου της (ΒΑΓ), όπως φαίνεται στο (σχ. 2.27). Mετρήθηκε η 
εκκεντρότητα σκόπευσης e=Α 'Α =1m και προσδιορίσθηκε το µέτρο της 
(Β 'Α Γ)=136.284g. Αν έχει εκτιµηθεί ότι DAB ≅  DΑΓ = D ≅  2000m. Ζητείται να 
προσδιορισθούν το µέτρο της (ΒΑΓ) και η ακρίβεια µε την οποία θα πρέπει να 
είναι µετρηµένα (ή εκτιµηµένα) τα µήκη των πλευρών ΑΒ και ΑΓ της γωνίας (ΒΑΓ) 
αν η αβεβαιότητα σmaxδ=±50cc. 

Από την σχέση (2.21) υπολογίζεται το maxδ: 

max ccρ
D

2

2

'α
seδ ⋅⋅⋅= in ⇒  max cc559δ =  

Με βάση την σχετική θέση των Α και 'Α , το µέτρο της γωνίας είναι: 
(ΒΑΓ)=136.284+0.056=136.340g   

Από την ίδια σχέση προκύπτει 179mρσ)
2

α'
sin

maxδ

2.e
(σ cc

maxδ2D ±=⋅⋅⋅±=  

Εποµένως το µήκος των πλευρών της γωνίας είναι δυνατό να εκτιµηθεί από ένα 
χάρτη κλίµακας 1:50000, στον οποίο η εκτίµηση µπορεί να φθάσει τα ±50m. 

 

2.7.4 ∆ιόρθωση κατακόρυφης γωνίας λόγω ατµοσφαιρικής διάθλασης 
και καµπυλότητας της γης 

Λόγω της ατµοσφαιρικής διάθλασης και της καµπυλότητας της γης, απαιτείται να 
γίνει διόρθωση της κατακόρυφης γωνίας που µετριέται στο ύπαιθρο. Επειδή αυτή 
η διόρθωση έχει, κατά κύριο λόγο, σηµαντική επίδραση στον υπολογισµό των 
υψοµετρικών διαφορών, γι’ αυτό τον λόγο αυτή εξετάζεται στο κεφάλαιο της 
υψοµετρίας στις ενότητες 4.13.1 και 4.13.2.  
 

2.8 ΑΚΡΙΒΕΙΑ  ΜΕΤΡΗΣΗΣ  ΟΡΙΖΟΝΤΙΑΣ  ΓΩΝΙΑΣ 

Η ακρίβεια της µέτρησης µιας οριζόντιας γωνίας εξαρτάται από σφάλµατα που 
οφείλονται στα γωνιοµετρικά όργανα, στα βοηθητικά όργανα (στόχοι, τρίποδες 
κ.λπ.) που χρησιµοποιούνται κατά τις µετρήσεις, στον παρατηρητή και στην 
ατµόσφαιρα που παρεµβάλλεται µεταξύ οργάνου και στόχων. 

Σε αυτή την ενότητα δεν θα γίνει αναφορά στο σφάλµα που οφείλεται στον 
παρατηρητή λόγω της προσωπικής εξίσωσης. Αυτό το σφάλµα είναι εντελώς 
υποκειµενικό και δεν είναι εύκολο ούτε να προβλεφθεί, µε κάποιο τρόπο, ούτε να 
µειωθεί µε διάφορες τεχνικές µετρήσεων. Σε κάθε περίπτωση ως σφάλµα 
παρατηρητή δεν εννοείται το σφάλµα εξαιτίας της άγνοιας χρήσης των οργάνων 
(χονδροειδές σφάλµα).    
 

2.8.1 Σφάλµα γεωµετρίας των αξόνων του οργάνου 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί οι άξονες του οργάνου (πρωτεύων ΠΠ’, δευτερεύων ∆∆’ 
και σκοπευτικός ΣΣ’) θα πρέπει να πληρούν τις συνθήκες καθετότητας. ∆ηλαδή, 
πρέπει να ισχύουν οι συνθήκες ΠΠ’ ⊥ ∆∆’ και ∆∆’ ⊥ ΣΣ’. 
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Η πιθανή µη πλήρωση αυτών των συνθηκών κατά τις µετρήσεις στο ύπαιθρο 
εξαλείφεται µε σκοπεύσεις σε δυο θέσεις Ι και ΙΙ, και εξαγωγή του µέσου όρου. Με 
σκοπεύσεις σε δυο θέσεις Ι και ΙΙ εξαλείφεται επίσης και η πιθανή εκκεντρότητα 
των οριζόντιων δίσκων µέτρησης στα οπτικά θεοδόλιχα. 
 

2.8.2 Σφάλµα κέντρωσης οργάνου - στόχων 

Αν το σφάλµα κέντρωσης των στόχων είναι 
1Cσ  και 

2Cσ , το σφάλµα κέντρωσης 

του οργάνου είναι 
3Cσ  και οι αποστάσεις του οργάνου από τους στόχους είναι 1D  

και 2D . Τότε το σφάλµα cc
β )(σ

C
 στη µέτρηση της οριζόντια γωνίας β δίνεται από 

την σχέση : 

( ) cc
21

2
2

2
12

2
2
1

2
c

2
2

2
c

2
1

2
ccc

β
ρcosβD2DDD

DD

σ

D

σ

D

σ
σ 321

C
⋅

















⋅⋅−+⋅
⋅

++±=            (2.22) 

όπου 636620cc =ρ  

Αν θεωρήσουµε ότι 
1Cσ ≅

2Cσ ≅
3Cσ = Cσ  και 1D ≅ 2D =D  τότε το σφάλµα 

cc
β )(σ

C
 της οριζόντιας  γωνίας (β) δίνεται από την προσεγγιστική σχέση : 

ccC
β ρ

D

2σ
σ

C
⋅±≅                                                 (2.23) 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

• Αν το σφάλµα κέντρωσης των στόχων είναι 
1Cσ =

2Cσ =2mm, το σφάλµα 

κέντρωσης του οργάνου είναι 
3Cσ =3mm, οι αποστάσεις των πλευρών της γωνίας 

είναι 1D =300m, 2D =400m και η γωνία β=120g, να προσδιορισθεί το σφάλµα 
cc

β )(σ
C

 στη µέτρηση της οριζόντιας γωνίας β λόγω της εκκεντρότητας του 

οργάνου και των στόχων. 

Από την σχέση (3.22) προκύπτει: 

120)]osc4003002400.(300
400300

0.003

400

0.002

300

0.002
[ρσ 22

22

2

2

2

2

2
cc

βC
⋅⋅⋅−+

⋅
++⋅±=

 τελικά cc
β 11σ

C
±≅  

Παρατηρείται ότι η συµβολή της εκκεντρότητας του γωνιοµετρικού οργάνου στο 
σφάλµα της οριζόντιας γωνίας είναι αρκετά σηµαντική. Αν γινόταν χρήση της 

προσεγγιστικής σχέσης (2.23) τότε cc
β 9σ

C
±≅ , που διαφέρει ελάχιστα από την 

τιµή που υπολογίσθηκε. 
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2.8.3 Σφάλµα οριζοντίωσης οργάνου    

Αν η ευαισθησία της σωληνωτής αεροστάθµης του γωνιοµετρικού οργάνου είναι 
ccε , οι ζενίθιες γωνίες που έχουν µετρηθεί από την στάση προς τους στόχους είναι 

Ζ1 και Ζ2, τότε το σφάλµα cc
β )σ

L
(  της µετρηµένης οριζόντιας γωνίας β, µετά από 

καλή οριζοντίωση του οργάνου και προσεκτικές παρατηρήσεις, δίνεται από την 
επόµενη σχέση : 

2
2

1
2

β ZotcZotcε0.2σ
L

+⋅⋅±=                                   (2.24) 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

• Αν η ευαισθησία της σωληνωτής αεροστάθµης του οργάνου είναι cc100ε = , 

οι ζενίθιες γωνίες από την στάση προς τους στόχους είναι g
1 85Z =  και g

2 110Z =  

να υπολογισθεί το σφάλµα cc
β )(σ

L
 στη µέτρηση της οριζόντιας γωνίας β, λόγω του 

σφάλµατος της οριζοντίωσης του οργάνου. 

Από την σχέση (2.24) υπολογίζεται: 

cc
β

22
β 6σ110otc85otc1000.2σ

LL
±≅⇒+⋅⋅±=  

 

2.8.4 Σφάλµα σκόπευσης στόχων    

Έχει προσδιορισθεί ότι το σφάλµα σp κατά τη σκόπευση ενός στόχου σε µια 
διεύθυνση  εξαρτάται από την µεγέθυνση Μ του τηλεσκοπίου του οργάνου. Σε 
µέσης ή µεγάλης ακρίβειας όργανα το σφάλµα, λόγω της σκόπευσης, δίνεται από 

την σχέση 
Μ

30
σ

cc

p ±= . Γενικά για αποστάσεις οργάνου – στόχου πάνω από 

µερικές εκατοντάδες µέτρα, το σφάλµα σε µια διεύθυνση είναι τάξης µεγέθους: 

Μ
150

σ
cc

p ±≅                                                      (2.25)  

Αν η οριζόντια γωνία β έχει µετρηθεί σε n  περιόδους και θεωρηθεί ότι το σφάλµα 
σε κάθε µια από τις δυο διευθύνσεις της είναι σp, τότε το σφάλµα της οριζόντιας 
γωνίας 

pβσ  λόγω των σκοπεύσεων στους στόχους δίνεται από την επόµενη σχέση: 

n

σ
σ

p
βp

±=                                                      (2.26) 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι το σφάλµα 
pβσ δεν οφείλεται στην πιθανή εκκεντρότητα 

των στόχων, που εξετάζεται στην ενότητα 2.8.2, αλλά στην αδυναµία καλής 
σκόπευσης των στόχων λόγω της µεγέθυνσης του τηλεσκοπίου του οργάνου 
µέτρησης. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

• Η οριζόντια γωνία β, µε πλευρές της τάξης των µερικών εκατοντάδων 
µέτρων, µετριέται σε 4n =  περιόδους µε όργανο µεγέθυνσης 30Μ = . Να 
υπολογισθεί το σφάλµα στη µέτρηση της γωνίας β λόγω της σκόπευσης των 
στόχων. 

Από τις σχέσεις (2.25) και (2.26) προκύπτει: 

cc
p

cc

p 5
30

150
σ

Μ

150
σ ±=±≅⇒±≅  

cc
β

p
β 3

4

5
σ

n

σ
σ

pp
±≅±=⇒±=  

 

2.8.5 Σφάλµα ανάγνωσης  

Το σφάλµα ανάγνωσης rσ  εξαρτάται από την απόδοση Α του γωνιοµετρικού 
οργάνου. ∆ηλαδή από την µικρότερη γωνία που είναι δυνατό άµεσα να 
αναγνωσθεί στο όργανο. Συγκεκριµένα, για όργανα απόδοσης της τάξης των 
µερικών δευτερολέπτων του βαθµού (cc) ισχύει: 

cc
r A2.5σ ⋅±=                                                     (2.27) 

Για όργανα απόδοσης της τάξης λεπτού του βαθµού (c) ισχύει: 

c
r A0.3σ ⋅±=                                                     (2.28)   

Αν η οριζόντια γωνία β µετρηθεί σε n περιόδους τότε το σφάλµα 
rβσ  της γωνίας 

λόγω της ανάγνωσης δίνεται από την σχέση : 

n

σ
σ r

βr
±=                                                      (2.29) 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
• Με όργανο απόδοσης δυο δευτερολέπτων µετριέται η οριζόντια γωνία β σε 
4 περιόδους. Να υπολογισθεί το σφάλµα ανάγνωσης. 

Από την σχέση (2.29) ισχύει: 

cc
cc

β
r

β 3
4

22.5
σ

n

σ
σ

rr
±≅

⋅
±=⇒±=  

 

2.8.6 Σφάλµα λόγω αστάθειας του τρίποδα 

Η αύξηση της θερµοκρασίας λόγω της ηλιοφάνειας ή άλλης αιτίας επιφέρει 
στροφή στον τρίποδα µε αποτέλεσµα να προκαλείται συστηµατικό σφάλµα της 
τάξης των αρκετών δευτερολέπτων. Επίσης σφάλµα προκαλείται λόγω της 
µετακίνησης των µελών του τρίποδα όταν δεν έχει γίνει καλή έδραση από την 
αρχή των µετρήσεων ή όταν ο τρίποδας εδράζεται σε ασταθές έδαφος (π.χ. 
άσφαλτος) ή εξαιτίας των καιρικών συνθηκών (π.χ. άνεµος).   
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Για την µείωση του σφάλµατος λόγω αύξησης της θερµοκρασίας απαιτείται η 
προστασία του οργάνου από τον ήλιο ιδιαίτερα στις µετρήσεις που γίνονται κατά 
την διάρκεια του καλοκαιριού. 
 

2.8.7 Σφάλµα λόγω διάθλασης  

Η διάθλαση στην ατµόσφαιρα προκαλεί ασάφεια στα είδωλα των 
παρατηρούµενων στόχων µε αποτέλεσµα να προκύπτει σφάλµα στις µετρήσεις 
των γωνιών στο ύπαιθρο. Γενικά δεν υπάρχει, µέχρι σήµερα, µέθοδος 
προσδιορισµού του µεγέθους του σφάλµατος. Γιαυτό τον λόγο, στις ενότητες 2.5.2 
και 2.5.4, προτείνονται συγκεκριµένα χρονικά διαστήµατα, κατά την διάρκεια της 
ηµέρας, µέσα στα οποία µπορούν να γίνουν µε µεγαλύτερη ασφάλεια οι µετρήσεις 
των οριζοντίων και κατακόρυφων γωνιών. 

Η διάθλαση εξαρτάται από την µεταβολή της θερµοκρασίας κατά µήκος της 
γραµµής σκόπευσης. Έτσι σφάλµα λόγω της διάθλασης παρουσιάζεται στις 
οριζόντιες γωνίες, που µετρούνται σε αστικό περιβάλλον, όταν οι σκοπεύσεις 
περνούν σε µικρή απόσταση από επιφάνειες κτιρίων εκτεθειµένες στον ήλιο. 
Επίσης σφάλµα οφειλόµενο στην διάθλαση, προκύπτει σε έντονα κεκλιµένες 
σκοπεύσεις ή σκοπεύσεις πάνω από θάλασσα. Καλές συνθήκες για  τις µετρήσεις 
των οριζόντιων γωνιών δηµιουργούνται κατά την διάρκεια της ηµέρας όταν 
υπάρχει συννεφιά, οπότε ο φωτισµός είναι οµοιόµορφος. 
 

2.8.8 Προεκτίµηση ακριβείας µέτρησης οριζόντιας γωνίας 

Με βάση τα σφάλµατα που αναφέρονται στις προηγούµενες ενότητες 2.8.2, 2.8.3, 
2.8.4 και 2.8.5, είναι δυνατό να γίνει εκτίµηση της ακρίβειας της οριζόντιας γωνίας 
πριν γίνουν οι µετρήσεις στο ύπαιθρο. Η προεκτίµηση της ακρίβειας της µέτρησης 
των γωνιών είναι σηµαντικός παράγοντας του σχεδιασµού µιας τοπογραφικής 
εργασίας, αφού δίνει την δυνατότητα επιλογής των οργάνων µέτρησης µε βάση τις 
επιδιωκόµενες ακρίβειες. Επίσης υπάρχει η δυνατότητα προεκτίµησης της 
ακρίβειας µέτρησης των γωνιών µε δεδοµένες τις ακρίβειες των οργάνων που 
πρόκειται να χρησιµοποιηθούν. 

Σε αυτό το πλαίσιο δίνεται ένα παράδειγµα για την καλύτερη κατανόηση της 
προεκτίµησης της µέτρησης µιας οριζόντιας γωνίας στο επίπεδο του σχεδιασµού 
των τοπογραφικών εργασιών. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

• Η οριζόντια γωνία µε µέτρο τάξης µεγέθους (ΒΑΓ)≅125g και µε µήκη 
πλευρών της τάξης των 800mDΑΒ ≅  και 1200mDΑΓ ≅ , πρόκειται να µετρηθεί σε 

2n =  περιόδους. Για την µέτρηση της θα χρησιµοποιηθεί γωνιοµετρικό όργανο µε 
τεχνικά χαρακτηριστικά µεγέθυνση Χ30Μ = , ευαισθησία σωληνωτής 

αεροστάθµης cc60ε = , απόδοση cc1Α = . Οι στόχοι στα σηµεία Β και Γ πρόκειται 

να σκοπευθούν µε ζενίθιες γωνίες της τάξης g
ΑΒ 80Ζ ≅  και g

ΑΓ 115Ζ ≅ . Εκτιµάται 

ότι η εκκεντρότητα των στόχων και του οργάνου είναι της τάξης 5mmσσ
2C1C

≅=  

και 3mmσ
3C

≅  αντίστοιχα. 
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Ζητείται να εκτιµηθεί η ακρίβεια 
β

σ της µέτρησης της γωνίας β=(ΒΑΓ). Τι 

παρατηρείται, ως προς την τελική ακρίβεια της γωνίας, αν διπλασιασθούν οι 
περίοδοι µέτρησης της. 

Η ακρίβεια της µέτρησης της οριζόντιας γωνίας 
β

σ  δίνεται ως συνάρτηση των 

ανεξάρτητων σφαλµάτων των ενοτήτων 2.8.2, 2.8.3, 2.8.4 και 2.8.5 από την 
επόµενη σχέση που προκύπτει από τον νόµο µετάδοσης σφαλµάτων : 

2
β

2
β

2
β

2
β rPLCβ

σσσσσ +++±=  

Με βάση τις σχέσεις που έχουν δοθεί στις προηγούµενες ενότητες έχουµε : 

125)]osc120080021200.(800
1200800

0.003

1200

0.005

800

0.005
[ρσ 22

22

2

2

2

2

2
cc

Cβ
⋅⋅⋅−+

⋅
++⋅±=

cc
β 5.83σ

C
±=  

115otc80otcS0.2σ 22
Lβ

+⋅⋅±=  ⇒ cc4.85σ
Lβ

±=   

230

150

2

σ
σ

cc
P

Pβ ⋅
±=±=  ⇒  cc3.54σ

Pβ
±=  

2

12.5

2

σ
σ r

rβ

⋅
±=±=  ⇒  cc1.77σ

rβ
±=  

2222 1.773.544.855.83σ
β

+++±=  ⇒  cc9σ
β

±≅  

Αν διπλασιασθούν οι περίοδοι µέτρησης της γωνίας (n=4) τα σφάλµατα της 
κέντρωσης και της οριζοντίωσης δεν µεταβάλλονται. Ενώ τα σφάλµατα της 

σκόπευσης και της ανάγνωσης υπολογίζονται ότι είναι cc2.5σ
Pβ

±=  και 

cc1.25σ
rβ

±=  αντίστοιχα. Οπότε 

225.125.224.8525.83
β

σ +++±=  ⇒  cc8
β

σ ±=  

Παρατηρείται δηλαδή ότι διπλασιάζοντας τις περιόδους µέτρησης της γωνίας η 
ακρίβεια της 

β
σ  δεν µεταβάλλεται σηµαντικά. 

 

2.9 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ – ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. ∆ώστε τους ορισµούς των εννοιών : οριζόντια γωνία (ΒΑΓ), αζιµούθιο της 
πλευράς (ΑΒ), µαγνητικό αζιµούθιο της πλευράς (ΑΒ), γωνία διεύθυνσης της 
πλευράς (ΑΒ). 

2. ∆ώστε τους ορισµούς των εννοιών : ζενίθια γωνία ΖΑΒ, γωνία ύψους υΑΒ, κλίση 
της πλευράς (ΑΒ). Πως συσχετίζονται οι προηγούµενες έννοιες. 
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3. ∆ίνεται η απόσταση δυο σηµείων Α, Β 422.96mDΑΒ =  και τα υψόµετρα τους 

125.26mΗΑ =  και 99.88mΗΒ = . Μεταξύ των σηµείων Α και Β πρόκειται να 
τοποθετηθεί αγωγός αποχέτευσης. Στο σηµείο Α ο αγωγός θα τοποθετηθεί σε 
βάθος 2m και η κλίση του µέχρι το µέσον Μ της πρέπει να είναι 7%, να 
υπολογισθεί η κλίση του αγωγού στο τµήµα ΜΒ όταν δίνεται ότι στο σηµείο Β 
πρέπει ο αγωγός να τοποθετηθεί σε βάθος 3m. (Απάντηση: 5.5%) 

4. Για να προσδιορισθεί η οριζόντια γωνία µεταξύ των ευθυγραµµιών ΑΒ και ΑΓ 
µετρήθηκαν οι πλευρές 20.000mγβ ==  και 28.644mα =  µε σφάλµα µέτρησης 

2mmσσσ γβα ±=== . Να υπολογισθεί η οριζόντια γωνία ΒΑΓ και το σφάλµα 

ΒΑΓσ  που γίνεται στον υπολογισµό της. (Απάντηση: ΒΑΓ=101.630g, ΒΑΓσ =±1.6c) 

5. Ποιες είναι οι βασικές συνθήκες λειτουργίας του θεοδόλιχου. Πως γίνεται ο 
έλεγχος και η εξάλειψη τους στο ύπαιθρο. Ποιες από αυτές µπορούν να 
αποκατασταθούν. 

6. Ποιες είναι οι ρυθµίσεις στάσης που γίνονται σε ένα γωνιοµετρικό όργανο. 
Πότε γίνονται αυτές οι ρυθµίσεις και µε ποιο τρόπο. 

7. Περιγράψτε την διαδικασία µέτρησης σε µια περίοδο µιας οριζόντιας γωνίας 
και µιας κατακόρυφης γωνίας. 

8. Περιγράψτε τις µεθόδους µέτρησης των οριζόντιων γωνιών ενός σταθµού. 
Αναφέρατε τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα κάθε µιας. Πότε είναι το 
κατάλληλο χρονικό διάστηµα για την οριζόντιων και κατακόρυφων γωνιών. 

9. Να υπολογισθούν ο γενικός µέσος όρος (ΓΜΟ) και η τυπική απόκλιση σΧ των 
γωνιών (οριζόντιων και κατακόρυφων) που δίνονται στο επόµενο έντυπο. 
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Ηµεροµηνία : 25.9.08          Παρατηρητής: Κ.∆.          Όργανο : DKM2          Ώρα :  800 - 1200          
Καιρικές Συνθήκες :  Συννεφιά, άνεµος µέτριος, ορατότητα καλή, Θ=25 0 C, P=760 mmHg 

ΣΤΑΣΗ ΣΚΟΠ. ΣΗΜ. ΘΕΣΗ Ι ΘΕΣΗ ΙΙ ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΜΕΣΗ 
ΑΝΗΓΜΕΝΗ 

ΤΙΜΗ 

(ΓΜΟ)   σ0cc σΧcc 

Σ 1 0.0000 199.9974      

 2 332.0643 132.0620      

 3 343.2009 143.1984      

Σ 1 50.0000 250.0013      

 2 382.0592 182.0647      

 3 393.1998 193.2024      

Σ 1 100.0000 299.9999      

 2 32.0600 232.0648      

 3 43.2001 243.2015      

Σ 1 150.0000 349.9993      

 2 82.0588 282.0596      

 3 93.2014 293.1985      

Σ 1 108.5969 291.4072      

 2 105.8586 294.1446      

 3 103.7650 296.2402      

Σ 1 108.5977 291.4065      

 2 105.8563 294.1476      

 3 103.7639 296.2427      

Σ 1 108.5984 291.4074      

 2 105.8568 294.1454      

 3 103.7617 296.2409      

Σ 1 108.5977 291.4070      

 2 105.8568 294.1471      

 3 103.7633 296.2418      

 

10. Η οριζόντια γωνία (ΒΑΓ) µετρήθηκε µε έκκεντρη στάση από το 'Α , πάνω στην 
διχοτόµο της γωνίας, µπροστά από τη κορυφή Α προς την πλευρά των σηµείων Β 
και Γ και βρέθηκε (Β 'Α Γ)=85.457g. Η εκκεντρότητα µέτρησης e=1.5m, επίσης έχει 
εκτιµηθεί ότι DAB ≅ DΑΓ=D=3000m. Ζητούνται να υπολογισθούν η διόρθωση 
maxδcc και η τιµή της γωνίας (ΒΑΓ). Αν η αβεβαιότητα σmaxδ=±30cc να διαπιστωθεί 
αν είναι δυνατό να εκτιµηθούν τα µήκη των πλευρών ΑΒ και ΑΓ από ένα χάρτη µε 
κλίµακα 1:50000. (Απάντηση: maxδcc=396cc, (ΒΑΓ)=85.417g, σD ≅ ±230m). 
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 11. ∆ίνονται οι προσεγγιστικές συντεταγµένες των σηµείων Β, Α και Γ της 
οριζόντιας γωνίας β=(ΒΑΓ), xΒ=140376m, yΒ=4405159m, xΑ=136832m, 
yΑ=4408654m, xΓ=140236m και yΓ=4402284m. Να υπολογισθεί η αναγωγή δΒΑΓ 
της οριζόντιας γωνίας (ΒΑΓ). (Απάντηση: δΒΑΓ =–8cc) 

12. Να αναφέρετε τα σφάλµατα από τα οποία εξαρτάται η ακρίβεια της µέτρησης 
µιας οριζόντιας γωνίας. Ποια από αυτά είναι τα σηµαντικότερα. 

13. Η οριζόντια γωνία µε µέτρο τάξης µεγέθους g120β ≅  και µε µήκη πλευρών της 

τάξης των 1000mDΑΒ ≅  και 1500mDΑΓ ≅ , πρόκειται να µετρηθεί σε 2n =  
περιόδους. Για την µέτρηση της θα χρησιµοποιηθεί γωνιοµετρικό όργανο µε 
τεχνικά χαρακτηριστικά: µεγέθυνση Χ=Μ 30 , ευαισθησία σωληνωτής 

αεροστάθµης cc100ε = , απόδοση cc2Α = . Οι στόχοι στα σηµεία Β και Γ πρόκειται 

να σκοπευθούν µε ζενίθιες γωνίες τάξης µεγέθους g
ΑΒ 85Ζ ≅  και g

ΑΓ 110Ζ ≅ . 
Εκτιµάται ότι η εκκεντρότητα των στόχων και του οργάνου είναι της τάξης 

5mmσσ C2C1 ≅=  και 7mmσC3 ≅  αντίστοιχα. Ζητείται να εκτιµηθεί η ακρίβεια 

βσ  της µέτρησης της γωνίας β=(ΒΑΓ), η ακρίβεια να δοθεί και σε ppm. 

(Απάντηση: σβ ≅ 10cc ή σβ ≅ 16 ppm) 
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3.  ΜΗΚΗ – ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ 
 

3.1  ΓΕΝΙΚΑ 

Τα µήκη αποτελούν στην Τοπογραφία βασικά µετρούµενα µεγέθη.  Στο ύπαιθρο 
συνήθως µετρούνται κεκλιµένα µήκη.  Ανάλογα µε τις ιδιαίτερες ανάγκες κάθε 
τοπογραφικής εργασίας στα µετρηµένα µήκη επιβάλλονται κατάλληλες 
διορθώσεις και αναγωγές προκειµένου να χρησιµοποιηθούν για τον 
οριζοντιογραφικό και υψοµετρικό προσδιορισµό σηµείων σε εφαρµογές 
αποτυπώσεων και χαράξεων.  Μήκη µπορεί να µετρηθούν ή να υπολογιστούν µε 
τέσσερις βασικούς τρόπους: µε απευθείας µέτρηση του µήκους µε µηχανικό τρόπο, 
µέσω γεωµετρικών υπολογισµών, µε οπτικές µεθόδους και µε ηλεκτροµαγνητικές 
µεθόδους.  Σε αυτό το κεφάλαιο περιλαµβάνονται οι βασικές µέθοδοι και τα 
όργανα µέτρησης µηκών στην Τοπογραφία, οι διορθώσεις και οι αναγωγές τους 
καθώς και η εκτίµηση της ακρίβειάς τους. 
 

3.2  ΑΜΕΣΗ ΜΕΤΡΗΣΗ ΜΗΚΟΥΣ – ΜΕΤΡΟΤΑΙΝΙΕΣ 

Ο προσδιορισµός ενός µήκους µε άµεσο τρόπο απορρέει µε απ’ ευθείας µέτρηση 
του µήκους µέσω µιας µετρητικής διάταξης που διατρέχει τη ζητούµενη απόσταση 
από το ένα της άκρο στο άλλο.  Ο υπολογισµός της τιµής ενός µήκους µε αυτό τον 
τρόπο προκύπτει ως διαφορά των αναγνώσεων στην αρχή και το τέλος της 
απόστασης οι οποίες αντιστοιχούν σε υποδιαιρέσεις γνωστού µήκους που φέρει το 
µετρητικό σύστηµα.  Τα κύρια όργανα άµεσης µέτρησης µηκών είναι ο κανόνας, ο 
διαβήτης υπαίθρου, ο µετρητικός τροχός και η µετροταινία.  Με αυτά τα όργανα 
είναι δυνατή η µέτρηση κεκλιµένων είτε οριζόντιων µηκών.  Ωστόσο, δεδοµένου 
ότι στην Τοπογραφία δεν χρησιµοποιούνται άµεσα τα κεκλιµένα µήκη γενικά, 
επιδιώκεται η απ’ ευθείας µέτρηση οριζόντιων µηκών. Εξαίρεση αποτελεί ο 
µετρητικός τροχός µε την βοήθεια του οποίου υπολογίζεται το ανάπτυγµα της 
τροχιάς που διαγράφει το όργανο στο χώρο κατά την κίνησή του.  Επισηµαίνεται 
ότι για κλασσικές τοπογραφικές εργασίες το βασικό όργανο που εξακολουθεί να 
χρησιµοποιείται σήµερα για την µέτρηση µηκών µε άµεσο τρόπο είναι η 
µετροταινία. 
 
 

3.2.1  Μετροταινίες και σύρµατα invar – είδη και παρελκόµενα 

3.2.1α Πλαστικές και λινές µετροταινίες 

Οι µετροταινίες αυτής της κατηγορίας χρησιµοποιούνται για τρέχουσες 
τοπογραφικές εργασίες και γενικότερα για µετρήσεις χωρίς ιδιαίτερες απαιτήσεις 
ακρίβειας.  Παλαιότερα κατασκευάζονταν από λινό υψηλής ποιότητας που σε 
ορισµένες περιπτώσεις ήταν κατάλληλα ενισχυµένο από µεταλλικές ίνες.  Σήµερα 
κατασκευάζονται κυρίως από πλαστικό υλικό.  Ανάλογα µε τον τύπο της 
µετροταινίας είναι τοποθετηµένες σε περίβληµα ή φέρουν χειρολαβή (εικ. 3.1).  Τα 
µήκη στα οποία διατίθενται συνήθως είναι 20m, 30m και 50m και φέρουν 
υποδιαιρέσεις ανά 1cm ή 0.5cm.  ∆εδοµένης της χαµηλής τους ακρίβειας, οι 
µετρήσεις που λαµβάνονται µε πλαστικές µετροταινίες γίνονται χωρίς την επιβολή 
διορθώσεων λόγω διαστολής και ελαστικότητας της µετροταινίας. Η ακρίβεια που 
επιτυγχάνεται µε λινές / πλαστικές µετροταινίες κυµαίνεται από 1:1000 έως 
1:3000. 
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Εικόνα 3.1 Πλαστικές µετροταινίες 
 

3.2.1β Μεταλλικές µετροταινίες 

Οι µεταλλικές µετροταινίες χρησιµοποιούνται κυρίως σε εργασίες υψηλής 
ακρίβειας.  Τυπικές εφαρµογές αποτελούν η διαστασιολόγηση αντικειµένων, η 
µέτρηση βάσεων µικρού µήκους σε µικροτριγωνοµετρικά δίκτυα καθώς και για 
µετρολογικούς ελέγχους.  Επίσης, χρησιµοποιούνται ευρέως σε κατασκευαστικά 
έργα απαιτήσεων υψηλής ακρίβειας, όπως έργα σηράγγων, σιδηροδροµικά έργα, 
κ.α.  Οι µεταλλικές µετροταινίες µπορεί να χρησιµοποιηθούν ελεύθερα, καθώς και 
αναρτηµένες σε κατάλληλους υποδοχείς (τρίποδες, πασσάλους, κ.α.) σε απόσταση 
από το έδαφος / αντικείµενο (εικ. 3.2). Οι µεταλλικές µετροταινίες 
βαθµονοµούνται σε συγκεκριµένες συνθήκες θερµοκρασίας περιβάλλοντος και 
εφαρµοζόµενης τάσης στα άκρα τους ελεύθερες ή υπό τάση (συνήθως 20Cο και 
50Ν ή 80Ν).   
   

    
 

Εικόνα 3.2 Μεταλλικές µετροταινίες 

Ανάλογα µε την εφαρµογή διατίθενται δύο βασικοί τύποι µεταλλικών 

µετροταινιών των οποίων η διατοµή έχει διαστάσεις της τάξης των 8mm × 

0.45mm και 6mm × 0.30mm.  Το µικρό µέγεθος διατοµής αποσκοπεί σε µειωµένο 
βάρος έτσι ώστε για µεγάλα µήκη το βέλος κάµψης της µετροταινίας να 
περιορίζεται στο ελάχιστο δυνατό.  Κατασκευάζονται από ατσάλι και διατίθενται 
συνήθως σε µήκη των 20m, 30m, 50m και σε ορισµένες περιπτώσεις 100m.  
Φέρουν υποδιαιρέσεις ανά 1mm, ενώ ταινίες µικρού µήκους µπορεί να έχουν 
υποδιαιρέσεις ανά 0.5mm.  Η ακρίβεια που επιτυγχάνεται εξαρτάται από την 
τεχνική µέτρησης, τις επιβαλλόµενες διορθώσεις και αναγωγές καθώς και από το 
µέγεθος της µετρούµενης απόστασης.  Σε µικρές βάσεις όταν εφαρµόζονται όλες οι 
διορθώσεις µπορεί να φτάσει έως 1:50000. 
 

3.2.1γ Ταινίες και σύρµατα invar 

Για την µέτρηση µηκών µε υψηλές απαιτήσεις ακριβείας είναι δυνατή η χρήση 
µεταλλικών ταινιών ή συρµάτων από κράµα σιδήρου (65%) και νικελίου (35%) 
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γνωστές ως ταινίες / σύρµατα  invar.  Βασικό πλεονέκτηµα αυτής της κατηγορίας 

ταινιών είναι ο µικρός συντελεστής θερµικής διαστολής (3.6×10-7 έως                 

5.5×10-7 / oC) µε αποτέλεσµα οι µεταβολές στη θερµοκρασία του περιβάλλοντος να 
επηρεάζουν ελάχιστα την εκτίµηση του µήκους (περίπου 10 φορές λιγότερο 
συγκριτικά µε τις µεταλλικές µετροταινίες).  Η ακρίβεια των διατάξεων invar 
µπορεί να φτάσει 1:500000 ή καλύτερη.  Ωστόσο, βασικό µειονέκτηµα των 
διατάξεων αυτών είναι το υψηλό κόστος.  Επίσης, απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή 
κατά τη χρήση τους δεδοµένου ότι το υλικό κατασκευής τους είναι ευάλωτο σε 
χτυπήµατα.  Παλαιότερα, τα συστήµατα invar χρησιµοποιούνταν σε µετρήσεις 
µικρών βάσεων και για µετρολογικούς σκοπούς – όπως, ίδρυση πεδίων ελέγχου 
ηλεκτροµαγνητικών οργάνων. Σήµερα, η χρήση τους έχει πρακτικά 
αντικατασταθεί από ηλεκτροµαγνητικά όργανα µέτρησης αποστάσεων. 
 

3.2.1δ Παρελκόµενα όργανα 

Ανάλογα µε την επιδιωκόµενη ακρίβεια και τις συνθήκες στο πεδίο των 
µετρήσεων, η διαδικασία µέτρησης ενός µήκους µε µετροταινία προϋποθέτει τη 
χρήση βασικών βοηθητικών οργάνων. Η υλοποίηση των άκρων µιας απόστασης µε 
ακρίβεια προκύπτει µε τη βοήθεια τοπογραφικών ακοντίων ή βελονών κυρίως 
όταν η µετροταινία τοποθετείται σε απόσταση από το έδαφος.  Τα ίδια όργανα 
χρησιµεύουν για την πύκνωση της ευθυγραµµίας στην περίπτωση µέτρησης 
αποστάσεων µεγάλου µήκους.  Η µέτρηση οριζόντιων µηκών σε κεκλιµένο έδαφος 
απαιτεί την χρήση αεροστάθµης µέσω  της οποίας εξασφαλίζεται η οριζοντίωση 
της µετροταινίας.  Επίσης, αεροστάθµες χρησιµοποιούνται για την κατακορύφωση 
τοπογραφικών ακοντίων στα άκρα ενός µήκους – όπως επίσης, για τον ίδιο σκοπό 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί η τοπογραφική λιναίη.  Τέλος, όταν πρωτογενώς 
µετρούνται κεκλιµένες αποστάσεις είναι δυνατή η αναγωγή τους στις αντίστοιχες 
οριζόντιες αν µετρηθεί η κατακόρυφη γωνία που ορίζεται από το κεκλιµένο µήκος 
µε τη βοήθεια κλισιµέτρου.  Ωστόσο, δεδοµένου ότι η µέτρηση γωνιών µε 
κλισίµετρα είναι περιορισµένης ακρίβειας (~10'), τα ανηγµένα οριζόντια µήκη 
επηρεάζονται αντίστοιχα. 

Η µέτρηση µηκών µε µεγάλη ακρίβεια προϋποθέτει τη χρήση επιπλέον οργάνων 
όπως δυναµόµετρα και θερµόµετρα.  Η χρήση δυναµόµετρου στο ένα άκρο της 
µεταλλικής µετροταινίας εξασφαλίζει την εφαρµογή κατάλληλης τάσης έτσι ώστε 
είναι δυνατή η αναγωγή του µετρηµένου µήκους λόγω διαστολής και βέλους 
κάµψης της µετροταινίας.  Αντίστοιχα, η µέτρηση της θερµοκρασίας επιτρέπει την 
επιβολή της κατάλληλης διόρθωσης λόγω διαφοράς από την θερµοκρασία 
βαθµονόµησης της µετροταινίας. 
 

3.2.2  Τεχνικές µέτρησης µήκους 

Η τεχνική µέτρησης ενός µήκους ποικίλει κυρίως µε τον τρόπο χρήσης, την 
µορφολογία του εδάφους, και την απόσταση.  Για συνήθεις µετρήσεις µηκών 
απαιτούνται δύο παρατηρητές που χειρίζονται την µετροταινία στα δύο άκρα του 
µετρούµενου µήκους. 
 

3.2.2α Ανάλογα µε τον τρόπο στήριξης της µετροταινίας 

Για µετρήσεις συνήθους ακριβείας η µετροταινία τοποθετείται σε µικρή απόσταση 
από το έδαφος µε απλή κράτηση σε οριζόντια θέση από τους δύο παρατηρητές 
(σχ. 3.1).  Η εκτίµηση του µήκους προκύπτει από την διαφορά των αναγνώσεων 
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στα δύο άκρα του µήκους.  Εναλλακτικά,  τοποθετείται το µηδενικό σηµείο της 
µετροταινίας στο ένα άκρο της απόστασης, οπότε το ζητούµενο µήκος προκύπτει 
από την ανάγνωση της µετροταινίας στο άλλο άκρο.  Σε αυτή την περίπτωση ο 
πρώτος παρατηρητής τοποθετεί και κρατάει σταθερά το µηδενικό σηµείο πάνω 
από το σηµείο αρχής της απόστασης ενώ ο δεύτερος τεντώνει και λαµβάνει τη 
ένδειξη στην µετροταινία πάνω από το σηµείο τέλους του µετρούµενου µήκους.  
Για την επίτευξη µεγαλύτερης ακρίβειας τα σηµεία αρχής και τέλους του µήκους 
επισηµαίνονται µε ακόντια / τοπογραφικές βελόνες ή µε τη βοήθεια λιναίης.  
Επίσης, ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δίνεται ώστε η θέση της µετροταινίας να 
είναι οριζόντια. 
 
 

   
Σχήµα 3.1 Οριζόντια µέτρηση µήκους 

 
Σε περιπτώσεις µέτρησης µηκών µεγάλης ακρίβειας χρησιµοποιείται µεταλλική 
µετροταινία η οποία αναρτάται κατάλληλα πάνω από την µετρούµενη απόσταση 
µε τη βοήθεια ειδικών τριπόδων οι οποίοι φέρουν κατάλληλη κεφαλή στήριξης της 
µετροταινίας όπως φαίνεται στο σχήµα 3.2. Με αυτό τον τρόπο όταν η µετροταινία 
ισορροπήσει καµπυλώνεται και λαµβάνει σχήµα αλυσοειδούς καµπύλης – οπότε, 
είναι δυνατός ο υπολογισµός της διόρθωσης λόγω βέλους κάµψης.  Παράλληλα, σε 
αυτές τις περιπτώσεις θα πρέπει να µετράται η ασκούµενη τάση και η 
θερµοκρασία της µετροταινίας.  Επισηµαίνεται ότι, στις µέρες µας, η µέτρηση 
µηκών µε ανάρτηση της µετροταινίας έχει αντικατασταθεί µε µετρήσεις 
ηλεκτροµαγνητικών οργάνων. 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 3.2 Μέτρηση µήκους µε χρήση τριπόδων 

 

3.2.2β Ανάλογα µε τη µορφολογία του εδάφους 

∆ιακρίνονται δύο βασικές περιπτώσεις - µετρήσεις σε οριζόντιο έδαφος (D) και 
µετρήσεις σε κεκλιµένο έδαφος (L).  Η µέτρηση µήκους σε οριζόντιο έδαφος 
γίνεται µε τον τρόπο που περιγράφηκε στην Ενότητα 3.2.2α κρατώντας τη 
µετροταινία σε οριζόντια θέση κατά το δυνατόν κοντά στο έδαφος.                      
Στην περίπτωση κεκλιµένου εδάφους είναι δυνατόν να µετρηθεί απευθείας η 
οριζόντια απόσταση ή εάν το έδαφος είναι οµαλό η κεκλιµένη απόσταση που στη 
συνέχεια ανάγεται σε οριζόντια (σχ. 3.3).  Όταν µετράται η οριζόντια απόσταση 
ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δίνεται ώστε η µετροταινία να είναι σε οριζόντια 
θέση κατά τη λήψη της µέτρησης και οι ενδείξεις να λαµβάνονται πάνω από τα 
άκρα του ζητούµενου µήκους. Για το σκοπό αυτό απαιτείται η χρήση αεροστάθµης 
και λιναίης.  Όταν µετράται η κεκλιµένη απόσταση είναι απαραίτητη η µέτρηση 

D

D

L
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της κατακόρυφης γωνίας ή της κλίσης που ορίζεται από τα άκρα της απόστασης.  
Αυτή η τεχνική γενικά παρέχει µετρήσεις µειωµένης ακρίβειας. 

                       
 

Σχήµα 3.3 Οριζόντια και κεκλιµένη µέτρηση µήκους 

 
Σε αρκετές περιπτώσεις το µήκος της µετροταινίας δεν επαρκεί ώστε να µετρηθεί 
δια µιας η ζητούµενη απόσταση.  Σε αυτή την περίπτωση η µέτρηση της 
απόστασης γίνεται σε βήµατα (κλιµακωτά) µε τοποθέτηση της µετροταινίας σε 
διαδοχικά τµήµατα της απόστασης έως ότου καλυφθεί το ζητούµενο µήκος στο 
σύνολό του.  Ανάλογα µε τη µορφολογία του εδάφους η µετροταινία τοποθετείται 
µε έναν από τους τρόπους που φαίνονται στο σχήµα 3.4.  Το ζητούµενο µήκος 
προκύπτει ως άθροισµα των µηκών των επιµέρους τµηµάτων (π.χ. D = D1 + D2 + 
D3 + D4). 
 

 
Σχήµα 3.4 Τµηµατική µέτρηση µήκους 

 
Σε κάθε περίπτωση, η διαδικασία µέτρησης µιας απόστασης γίνεται τουλάχιστον 
σε δύο επαναλήψεις για έλεγχο χονδροειδών σφαλµάτων.  Η τελική τιµή του 
µετρούµενου µήκους προκύπτει ως ο µέσος όρος των επιµέρους µετρήσεων. 
 

3.2.3  Σφάλµατα µετρήσεων 

Όπως κάθε µέτρηση στη γεωδαισία οι µετρήσεις µηκών µε µετροταινία υπόκεινται 
σε σφάλµατα.  Τα χονδροειδή σφάλµατα εν γένει είναι δυνατόν να περιοριστούν 
µε προσεκτική µέτρηση σε αντίθεση µε σφάλµατα τυχαίου χαρακτήρα τα οποία 
είναι αδύνατο να εξαλειφθούν – ωστόσο, είναι µικρά σε µέγεθος και ακολουθούν 
τους νόµους της στατιστικής.  Η µέτρηση µηκών µε µετροταινία επηρεάζεται 
κυρίως από συστηµατικά σφάλµατα τα οποία (ανάλογα µε την επιδιωκόµενη 
ακρίβεια) θα πρέπει να αντιµετωπίζονται µε ιδιαίτερη προσοχή.  Βασικές αιτίες 
που ευθύνονται για τη δηµιουργία συστηµατικών σφαλµάτων σχετίζονται µε 
ατέλειες στα χρησιµοποιούµενα όργανα, τις ατµοσφαιρικές συνθήκες και 
πληµµελή εφαρµογή της τεχνικής µέτρησης. 
 
 
 
 

D 

S 

D 

D1

 
D2

 

D3

 
D4

 

D3

 
D4

 

D2

 

D1
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3.2.3α Συστηµατικά σφάλµατα 

• Σφάλµα στο ονοµαστικό µήκος της µετροταινίας 

Κάθε µετροταινία µετά από κάποια περίοδο χρήσης εµφανίζει µια διαφορά στο 
µήκος της σε σχέση µε το ονοµαστικό (πρότυπο) µήκος που προδιαγράφεται από 
τον κατασκευαστή.  Αυτή η διαφορά µήκους σχετίζεται κυρίως µε το υλικό, την 
ηλικία και τον τρόπο χρήσης της µετροταινίας.  Είναι φανερό ότι το σφάλµα αυτής 
της κατηγορίας έχει επίδραση συστηµατικού χαρακτήρα στις µετρήσεις. 

• Σφάλµα λόγω συστολής / διαστολής µετροταινίας 

Η επίδραση της θερµοκρασίας του περιβάλλοντος επηρεάζει άµεσα το µήκος, 
ιδιαίτερα στις µεταλλικές µετροταινίες.  Η µεταβολή του µήκους µιας µετροταινίας 
λόγω µεταβολών της θερµοκρασίας εξαρτάται από το συντελεστή διαστολής του 
υλικού και το µήκος της µετροταινίας, καθώς και την διαφορά µεταξύ της 
θερµοκρασίας κατά τη µέτρηση µε τη θερµοκρασία ελέγχου.  Ενδεικτικά 
αναφέρεται ότι µεταλλική µετροταινία µήκους 50m µπορεί να εµφανίζει διαφορά 
0.012m για µεταβολή 20οC σε σχέση µε τη θερµοκρασία ελέγχου. 

• Σφάλµα λόγω ελαστικότητας µετροταινίας 

Εάν η εφαρµοζόµενη τάση στα άκρα της µετροταινίας κατά τη µέτρηση ενός 
µήκους διαφέρει από την τάση ελέγχου, τότε το µήκος της µετροταινίας θα 
µεταβληθεί ανάλογα.  Συγκεκριµένα, θα εµφανίζει µικρότερο / µεγαλύτερο µήκος 
για µικρότερη / µεγαλύτερη τάση εφαρµογής σε σχέση µε την ονοµαστική.  
Μετροταινίες µικρότερης διατοµής εµφανίζουν µεγαλύτερο σφάλµα για την ίδια 
εφαρµοζόµενη τάση. 

• Σφάλµα λόγω κάµψης µετροταινίας 

Όταν η µέτρηση ενός µήκους γίνεται µε ανάρτηση της µετροταινίας από σταθερά 
σηµεία (βλ. Ενότητα 3.2.2), τότε αντί του πραγµατικού οριζόντιου µήκους (χορδή) 
µετράται το µήκος της καµπύλης (τόξο) που ορίζεται από τη µετροταινία λόγω 
ιδίου βάρους.  Το σφάλµα που εισάγεται σε αυτή την περίπτωση είναι 
συστηµατικού χαρακτήρα και η επιβαλλόµενη διόρθωση είναι πάντα αφαιρετική. 
 

3.2.3β Τυχαία σφάλµατα 

• Σφάλµα προσδιορισµού της αφετηρίας / τέλους του µήκους 

Στην περίπτωση όπου η µέτρηση ενός µήκους γίνεται κλιµακωτά µε εφαρµογή της 
µετροταινίας σε διαδοχικά τµήµατα είναι σηµαντικό να εξασφαλίζεται ότι η αρχή 
κάθε τµήµατος ταυτίζεται µε το τέλος του προηγούµενου ώστε να µην 
δηµιουργούνται κενά ή επικαλύψεις µεταξύ επιµέρους τµηµάτων.  Για το σκοπό 
αυτό είναι απαραίτητο τα άκρα κάθε τµήµατος να επισηµαίνονται κατάλληλα µε 
τη χρήση ακοντίων ή τοπογραφικών βελονών.  Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να 
δίνεται σε κεκλιµένα εδάφη όπου η σύνδεση επιµέρους τµηµάτων επιβάλλει η 
χρήση λιναίης.  ∆ιευκρινίζεται ότι, στην περίπτωση που σε κάθε µέτρηση 
τοποθετείται εσφαλµένα το µηδενικό σηµείο της µετροταινίας τότε, το σφάλµα 
στο µετρηµένο µήκος έχει συστηµατικό χαρακτήρα. 

• Σφάλµα απόκλισης από την ευθυγραµµία 

Όταν η µέτρηση ενός µήκους γίνεται σε τµήµατα είναι σηµαντικό η πύκνωση της 
ευθυγραµµίας να γίνεται προσεκτικά ώστε τα ενδιάµεσα σηµεία να κείνται στην 
ευθυγραµµία που ορίζει το µήκος µέτρησης.  Είναι προφανές ότι τυχόν αποκλίσεις 
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των ενδιάµεσων σηµείων από την ευθυγραµµία επιβαρύνουν προσθετικά το τελικά 
µετρούµενο µήκος. 

• Σφάλµα απόκλισης από το οριζόντιο επίπεδο 

Σφάλµατα αυτής της κατηγορίας προκύπτουν από εσφαλµένη οριζοντίωση της 
µετροταινίας.  Αν και µικρά σε µέγεθος είναι δυνατόν να περιορισθούν σηµαντικά 
εάν η οριζοντίωση της µετροταινίας γίνεται µε τη βοήθεια αεροστάθµης. 
 

3.2.3γ Χονδροειδή σφάλµατα 

Χονδροειδή σφάλµατα κατά την µέτρηση ενός µήκους µε µετροταινία προκύπτουν 
συνήθως λόγω απροσεξίας / κόπωσης των παρατηρητών. Ο σωστός 
προγραµµατισµός και η τυποποίηση της διαδικασίας των µετρήσεων είναι δυνατό 
να περιορίσει σηµαντικά τα χονδροειδή λάθη.  Τα πιο συνηθισµένα λάθη αυτής 
της κατηγορίας είναι: 

• Μέτρηση µήκους µεταξύ εσφαλµένων σηµείων 

Αυτό είναι ιδιαίτερα πιθανό σε χώρος κατασκευής τεχνικών έργων (εργοτάξια) 
όπου απαντάται πληθώρα σηµασµένων σηµείων σε µικρή έκταση. 

• Εσφαλµένη ανάγνωση της µετροταινίας 

Παρόµοια λάθη είναι δυνατόν να προκύψουν από αναγραµµατισµό ψηφίων (π.χ. 
34 αντί 43) καθώς και από εσφαλµένη ανάγνωση των ακέραιων µονάδων (µέτρα ή 
δεκάδες µέτρων) της µέτρησης. 

• Εσφαλµένη καταγραφή της µέτρησης 

• Εσφαλµένη χρήση της µετροταινίας ως προς το µηδενικό της σηµείο 

Η αφετηρία (µηδενικό σηµείο) σε κάποιες µετροταινίες ορίζεται στην αρχή ή το 
τέλος του κρίκου κράτησης, σε άλλες βρίσκεται στο πλαστικό ή µεταλλικό µέρος 
της µετροταινίας.  Εσφαλµένη τοποθέτηση του µηδενικού σηµείου της 
µετροταινίας στο ακραίο σηµείο του µήκους µέτρησης θα προκαλέσει χονδροειδές 
στο εκτιµώµενο µήκος.  Προφανώς, η εσφαλµένη τοποθέτηση της µετροταινίας σε 
διαδοχικά µήκη θα επιφέρει συστηµατική επίδραση στο υπολογισµό του 
συνολικού µήκους. 
 

3.2.4 ∆ιορθώσεις – αναγωγές µετρήσεων 

3.2.4α ∆ιορθώσεις µετρηµένων µηκών 

Όπως ήδη αναφέρθηκε κατά τη µέτρηση ενός µήκους µε µετροταινία προκύπτουν 
συστηµατικά σφάλµατα τα οποία θα πρέπει να υπολογίζονται ώστε να 
διορθώνονται κατάλληλα οι µετρήσεις.  Η εκτίµηση του µεγέθους σφαλµάτων για 
κάθε τύπο σφαλµάτων αυτής της κατηγορίας παρουσιάζεται στη συνέχεια.  
Επισηµαίνεται ότι όλες οι διορθώσεις υπολογίζονται και επιβάλλονται αλγεβρικά. 

• ∆ιόρθωση για διαφορά από το ονοµαστικό µήκος 

Για µια µετροταινία µε ονοµαστικό (πρότυπο) και πραγµατικό µήκος LΟ και LΠ 
αντίστοιχα όπως έχει προκύψει από σύγκριση µε το πρότυπο µέτρο ή µετροταινία, 
η διόρθωση για µήκος L λόγω διαφοράς από το πρότυπο µήκος δίνεται είναι: 
 

L
L

LL
δ

Ο

ΟΠ
Π ⋅

−
=     (3.1) 
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• ∆ιόρθωση λόγω διαφοράς από την θερµοκρασία ελέγχου 

Σύµφωνα µε τον κατασκευαστή οι µεταλλικές µετροταινίες παρέχουν την ορθή 
τιµή µήκους για θερµοκρασία ελέγχου (ΘΕΛΕΓΧΟΥ) συνήθως 20οC.  Η διόρθωση που 
θα πρέπει να επιβάλλεται σε µετρηµένο µήκος (ΘΠΕ∆ΙΟΥ)για διαφορά από την 
θερµοκρασία ελέγχου ίση προς δΘ είναι:  
 

( )ΕΛΕΓΧΟΥΠΕ∆ΙΟΥΘ ΘΘLΚδ −⋅⋅=   (3.2) 

 
όπου Κ: ο συντελεστής γραµµικής διαστολής του υλικού της µετροταινίας (για το 

ατσάλι Κ =11.2×10-6 / oC), και L το µήκος που µετρήθηκε. 

• ∆ιόρθωση λόγω διαφοράς από την τάση ελέγχου 

Εάν κατά τη µέτρηση ενός µήκους εφαρµόσθηκε διαφορετική τάση (ΤΠΕ∆ΙΟΥ) από 
τη προβλεπόµενη τάση ελέγχου (ΤΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ) στα άκρα µιας µετροταινίας, τότε 
η διόρθωση που θα πρέπει να επιβληθεί για διαφορά από την τάση ελέγχου 
δίνεται από τη σχέση: 
 

ΕΑ

ΤΤ
Lδ ΗΣΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΠΕ∆ΙΟΥ

T ⋅

−
⋅=                             (3.3) 

 
όπου, δΤ : η διαφορά µεταξύ εφαρµοζόµενης και ονοµαστικής τάσης [Ν] 
 Α : το εµβαδόν της διατοµής της µετροταινίας [mm2] 
 Ε : το µέτρο ελαστικότητας του υλικού [Ν/mm2], (για το ατσάλι 

                           Ε =20×104 Ν/mm2) 
 L : το µήκος που µετρήθηκε [m] 

• ∆ιόρθωση λόγω βέλους κάµψης 

Όταν ένα µήκος µετράται µε τη µετροταινία αναρτηµένη σε υποδοχείς (τρίποδες) 
θα πρέπει να επιβάλλεται διόρθωση λόγω καµπύλωσης της µετροταινίας λόγω 
ίδιου βάρους.  Όταν η µετροταινία έχει ελεγχθεί στο οριζόντιο επίπεδο η διόρθωση 
αυτή είναι πάντα αφαιρετική και παρέχεται από τη σχέση: 
 

( ) ( )θcos
24T

LW
θcos

24T

Lw
-  δ

2

2

2

32

B ⋅
⋅

=⋅
⋅

=    (3.4) 

 
όπου, w  : το βάρος της µετροταινίας ανά µονάδα µήκους [Ν/m] 
 W : το συνολικό βάρος της µετροταινίας [Ν] 
 T : η εφαρµοζόµενη τάση [Ν] 
 L : το ανηρτηµένο µήκος της µετροταινίας [m] 
 θ : η γωνία ύψους µεταξύ των δύο άκρων της µετροταινίας 

• ∆ιόρθωση λόγω κλίσης 

Αν το µήκος που µετρήθηκε είναι κεκλιµένο θα πρέπει να γίνει µια επιπλέον 
διόρθωση λόγω κλίσης.  Σε αυτή την περίπτωση όταν είναι γνωστή η υψοµετρική 
διαφορά ∆Η µεταξύ των άκρων του µετρηµένου µήκους η αναγωγή από το 
κεκλιµένο µήκος S στο οριζόντιο µήκος D γίνεται µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου 
θεωρήµατος (σχ. 3.5) µε αφαίρεση της ποσότητας που δίνεται από τη σχέση: 
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












−⋅=






 −=

2

2
22

κ
S

∆Η
1-1S-    ∆ΗS - S-  δ              (3.5) 

 
Όταν αντί της υψοµετρικής διαφοράς µετράται η γωνία ύψους θ ή είναι µετρηµένη 
η κλίση της κεκλιµένης απόστασης, τότε η αντίστοιχη διόρθωση υπολογίζεται ως 
εξής: 
 

( )( )θcos-1S-  δκ ⋅=                   (3.6) 

 

   
Σχήµα 3.5 ∆ιόρθωση λόγω κλίσης 

 

3.2.4β Αναγωγές µετρηµένων µηκών 

Εκτός από τις διορθώσεις που επιβάλλονται στα µετρηµένα µήκη λόγω 
συστηµατικών σφαλµάτων, ανάλογα µε την περίπτωση είναι επιβεβληµένο να 
εφαρµόζονται γεωµετρικές αναγωγές στα µετρηµένα µήκη που σχετίζονται µε την 
επιφάνεια αναφοράς των υπολογισµένων µηκών. 

      
Σχήµα 3.6 Αναγωγή στη µέση στάθµη της θάλασσας 

• Αναγωγή στην µέση στάθµη της θάλασσας (ΜΣΘ) 

Αυτή η αναγωγή εφαρµόζεται προκειµένου ένα µήκος το οποίο έχει µετρηθεί σε 
υψόµετρο Η να αναχθεί στο µήκος που αντιστοιχεί στην επιφάνεια αναφοράς 
(πρακτικά µέση στάθµη της θάλασσας).  Η αναγωγή αυτή αποβλέπει στον 
υπολογισµό µηκών τα οποία αναφέρονται σε κοινή υψοµετρική αφετηρία (µέση 
στάθµη θάλασσα) – ωστόσο, στην περίπτωση µέτρησης µηκών µε µετροταινία οι 
τιµές που προκύπτουν είναι πολύ µικρές και κατά συνέπεια αυτή η αναγωγή εν 

H 

R 

L

LEA 

∆h

L

S

θ 
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γένει δεν λαµβάνεται υπόψη.  Από το σχήµα 3.6 προκύπτει ότι η αναγωγή που 
υπολογίζεται για µετρηµένο µήκος L σε υψόµετρο H είναι: 
 

HR

LR
 L

ΕΑ +
⋅

=                                    (3.7) 

όπου R η ακτίνα της γης. 

• Αναγωγή λόγω χαρτογραφικής απεικόνισης 

Η αναγωγή λόγω χαρτογραφικής απεικόνισης αποσκοπεί στον προσδιορισµό του 
µετρηµένου / υπολογισµένου οριζόντιου µήκους στο προβολικό επίπεδο.  
Θεωρητικά ως ενδιάµεσο βήµα προηγείται η αναγωγή του µετρηµένου µήκους 
στην επιφάνεια αναφοράς (ΜΣΘ).  Ωστόσο, όπως επισηµάνθηκε παραπάνω αυτό 
το βήµα συνήθως παραλείπεται, δεδοµένου του µικρού µεγέθους των µηκών που 
µετρούνται µε µετροταινία.  Η αναγωγή ενός µήκους L λόγω χαρτογραφικής 
προβολής υπολογίζεται από τη σχέση: 

mL  L ΕΑΠΡ ⋅=                                   (3.8) 

όπου m ο συντελεστής χαρτογραφικής παραµόρφωσης στην περιοχή των 
µετρήσεων.  Επισηµαίνεται ότι η βαρύτητα αυτής της αναγωγής εξαρτάται από τις 
ιδιότητες του εκάστοτε χρησιµοποιούµενου προβολικού συστήµατος.  Έτσι, για 
την προβολή HATT είναι πρακτικά αµελητέα (~ L/10000), ενώ για την προβολή 
του ΕΓΣΑ’87 ιδιαίτερα στα δυτικά και ανατολικά άκρα της χώρας µπορεί να 
παίρνει αρκετά υψηλές τιµές (~ L/2500). 

 

3.2.5  Ακρίβεια µέτρησης µήκους 

Από τα προηγούµενα είναι φανερό ότι η ακρίβεια µέτρησης ενός µήκους µε 
µετροταινία εξαρτάται από το σύνολο των συστηµατικών, των τυχαίων και των 
χονδροειδών σφαλµάτων που επιδρούν στη διαδικασία της µέτρησης.  Επίσης, 
είναι γνωστό ότι τα συστηµατικά και τυχαία σφάλµατα µεταδίδονται ευθέως και 
ανάλογα µε την τετραγωνική ρίζα της µετρούµενης απόστασης αντίστοιχα, ενώ τα 
χονδροειδή είναι ανεξάρτητα του µεγέθους της απόστασης.  Κατά συνέπεια 
προκειµένου να δοθεί µια ακριβής εκτίµηση της αναµενόµενης ποιότητας 
µέτρησης θα πρέπει να καθοριστούν το είδος της µετροταινίας και οι συνθήκες 
µέτρησης. 
 

• ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Μία απόσταση µετρήθηκε τµηµατικά σε πέντε µέρη, µε µεταλλική µετροταινία 
ονοµαστικού µήκους 50m και σε συνθήκες όπως δίνονται στον πίνακα που 
ακολουθεί.  Από τη βαθµονόµηση της µετροταινίας µε πρότυπη µετροταινία 
µήκους 50m προέκυψε διαφορά 0.024m σε συνθήκες µέτρησης 20oC και           
τάση 50N. 

Ζητείται να υπολογιστούν οι διορθώσεις λόγω διαφοράς από: (α) το ονοµαστικό 
µήκος, (β)  τη θερµοκρασία ελέγχου, (γ) την τάση ελέγχου, καθώς και (δ) λόγω 
βέλους κάµψης της µετροταινίας και (ε) λόγω κλίσης.  Τέλος, ζητείται να 
υπολογιστεί η συνολική διόρθωση για την µετρηµένη απόσταση. 
∆ίνονται: 

1. Το εµβαδόν της διατοµής της µετροταινίας E= 4 mm2 
2. Ο συντελεστής γραµµικής διαστολής K= 11×10-6 / oC 
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3. Το µέτρο ελαστικότητας του υλικού E= 210×103 N/mm2 
4. Το βάρος της µετροταινίας ανά µονάδα µήκους w=0.06 Kg/m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Λύση 
 
(a) ∆ιόρθωση για διαφορά από το ονοµαστικό µήκος 

( )

m0673.03.140
50

50024.50
δ

041.28048.28064.28097.28050.28
50

50024.50
δL

L

LL
δ

Π

Π
Ο

ΟΠ

Π

=⋅
−

=

⇒++++⋅
−

=⇒⋅
−

=

 
(β) ∆ιόρθωση λόγω διαφοράς από την θερµοκρασία ελέγχου 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) m0046.00037.00009.0δ200.24041.28048.28064.281011

204.21097.28050.281011δΘΘLΚδ

Θ

ΘΕΛΕΓΧΟΥΠΕ∆ΙΟΥΘ

6

6

=+=⇒−⋅++⋅×+

+−⋅+⋅×=⇒−⋅⋅=

−

−

 
(γ) ∆ιόρθωση λόγω διαφοράς από την τάση ελέγχου 
∆ιόρθωση λόγω διαφοράς από την τάση ελέγχου υπολογίζεται µόνο για το τµήµα 5 

m0007.0δ
102104

5070
041.28δ

ΕΑ

ΤΤ
Lδ

ΤΤ

ΗΣΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΠΕ∆ΙΟΥ

T 3
=⇒

×⋅

−
⋅=⇒

⋅

−
⋅=

 
 (δ) ∆ιόρθωση λόγω βέλους κάµψης 

cosθ
T24

Lw
- δ

2

32

B
⋅

⋅

⋅
=  

Η γωνία θ αναφέρεται στην γωνία ύψους µεταξύ των δύο άκρων της µετροταινίας 
και υπολογίζεται για κάθε µετρηµένο τµήµα ως εξής: 









=

κοςήµ_νοέµετρηµ

άδιαφορ_ήυψοµετρικ
arcsinθ  

τµήµα 
(α/α) 

µετρηµένο 
µήκος 

(m) 

Θερµοκρασία 
(oC) 

εφαρµοζόµενη 
τάση 
(N) 

υψοµετρική 
διαφορά 

(m) 

1 28.050 21.4 50 0.750 
2 28.097 21.4 50 1.430 
3 28.064 24.0 50 0.435 
4 28.048 24.0 50 0.400 
5 28.041 24.0 70 0.000 
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(ε) ∆ιόρθωση λόγω κλίσης 
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Τελικά, η συνολική διόρθωση για την µετρηµένη απόσταση προκύπτει ως εξής 
 

m0197.0δ

0525.00004.00007.00046.00673.0δδδδδδ  δ κΒΤΘΠ

=

⇒−−++=⇒++++=

 

3.3 ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΜΕ ΟΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥΣ 

3.3.1 Γενικά 

Ο προσδιορισµός ενός µήκους χωρίς να µετρηθεί η απευθείας απόσταση που 
ορίζεται µεταξύ των άκρων της ονοµάζεται έµµεση µέτρηση µήκους. Με την 
έµµεση µέτρηση µήκους επιτυγχάνεται η µέτρηση αποστάσεων µεταξύ σηµείων 
όπου συνήθως δεν υπάρχει πρόσβαση ή ορατότητα (π.χ. ύπαρξη τεχνητών ή 
φυσικών εµποδίων, εδαφικές ανωµαλίες). 

Οι διάφορες µέθοδοι που χρησιµοποιούνται για τον έµµεσο προσδιορισµό µιας 
απόστασης διακρίνονται σε: 

- Οπτικές, όταν γίνεται χρήση οπτικών οργάνων 

- Γεωµετρικές, όταν χρησιµοποιούνται ιδιότητες της αναλυτικής γεωµετρίας ή 
τριγωνοµετρίας. 

Στις ενότητες που ακολουθούν γίνεται µια σύντοµη περιγραφή των οπτικών και 
γεωµετρικών µεθόδων µέτρησης µήκους µιας απόστασης. 

Η θεµελιώδης αρχή για την έµµεση µέτρηση µήκους µε οπτική µέθοδο βασίζεται 
στο παραλλακτικό τρίγωνο (σχήµα 3.7), όπου το µήκος D υπολογίζεται 
γνωρίζοντας την βάση b και την παραλλακτική γωνία γ,  από την απλή σχέση: 



 111

    
D = b cotγ     (3.9) 
 
 

 
Σχήµα 3.7 Αρχή µεθόδου για την έµµεση µέτρηση µήκους  

 
Η βασική µέθοδος µπορεί να διαφοροποιηθεί ως προς το µέγεθος που παραµένει 
σταθερό και µπορούν να υπάρξουν οι παρακάτω επιλογές: 

-  να παραµένει σταθερή η τιµή της γωνίας γ ή της βάσης b (συνήθως παραµένει 
σταθερό το b) 

-  να µεταβάλλεται η θέση του παρατηρητή ως προς τη γωνία γ ή τη βάση b 

-  να µεταβάλλεται η θέση της βάσης b ως προς το χώρο (οριζόντια, κατακόρυφη, 
πλάγια θέση). 

 

3.3.2 Ταχυµετρία  

Με τον όρο ταχυµετρία χαρακτηρίζεται η µέθοδος µε την οποία µετράται το µήκος 
έµµεσα διαβάζοντας  πάνω σε κατακόρυφο διηρηµένο κανόνα (σταδία) το 
αποκοπτόµενο τµήµα, δηλαδή το τµήµα της σταδίας που περιέχεται µεταξύ των 
δύο σταδιοµετρικών νηµάτων που υπάρχουν στο τηλεσκόπιο των οπτικών 
οργάνων (π.χ. θεοδολίχου, ταχυµέτρου) (σχήµα 3.8). Η µέθοδος έχει πολύ µικρή 
πρακτική αξία σήµερα µε την ευρεία χρήση των ηλεκτρονικών οργάνων καθώς και 
µειωµένη ακρίβεια (της τάξης των ± 15cm), αλλά λόγω του γεωµετρικού 
ενδιαφέροντος που παρουσιάζει, περιγράφεται µε συντοµία.    

   

Σχήµα 3.8 Αποκοπτόµενο τµήµα  
 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 3.9, στην ταχυµετρική µέθοδο συνήθως η 
παραλλακτική γωνία γ παραµένει σταθερή και µεταβάλλεται η βάση  b (δίνεται 

από τη σχέση καb ll −=   ή ακb ll −= , ανάλογα µε την όρθια ή 
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αντεστραµµένη αρίθµηση της σταδίας). Όπου αl , κl  είναι οι ενδείξεις του άνω 

και κάτω νήµατος του σταυρονήµατος.   
 
 

 
Σχήµα 3.9 Ταχυµετρική µέτρηση αποστάσεων  [11] 

 
Το αποκοπτόµενο τµήµα b, δηλαδή το τµήµα της σταδίας που περιλαµβάνεται 
µεταξύ των δύο σταδιοµετρικών νηµάτων είναι ένα µέτρο προσδιορισµού της 
απόστασης D. Αποδεικνύεται  ότι η οριζόντια απόσταση D δίνεται από τη  σχέση:   
 

D = k b       (3.10)  
 
Όπου k είναι η σταδιοµετρική σταθερά και εκλέγεται έτσι ώστε να λαµβάνει τιµή 
100. 

Όταν οι σκοπεύσεις δεν είναι οριζόντιες, όπως συµβαίνει στις περισσότερες 
πρακτικές εφαρµογές, η οριζόντια απόσταση D δίνεται από τη  σχέση:   
 

 D = k b sin2 z     ή     D = k  b cos2 υ       (3.11)  
όπου z είναι η ζενίθια γωνία και υ η γωνία ύψους. 

Η υψοµετρική διαφορά ∆Η µεταξύ του σηµείου και της στάσης δίνεται από τη 
σχέση: 
 

YΣYOsin2zbk
2

1
∆Η −+=       (3.12) 

όπου Υ.Ο. είναι το ύψος οργάνου και Υ.Σ. είναι το ύψος σκόπευσης.  
 

3.3.3 ∆ίµµετρη βάση 

Η δίµµετρη βάση είναι ένας κανόνας κατασκευασµένος από Invar ο οποίος 
προφυλάσσεται µέσα σε µεταλλικό σωλήνα (εικ. 3.3). Στα δύο άκρα του 
βρίσκονται ειδικοί στόχοι οι οποίοι υλοποιούν το µήκος των δύο µέτρων και  
απαραίτητες διατάξεις για την σωστή τοποθέτηση του κανόνα σε τρίποδα. Στο 
µεσοδιάστηµα της βάσης υπάρχει ένας ειδικός κεντρικός στόχος για σκοπεύσεις 
καθώς και µικρό τηλεσκόπιο που επιτρέπει τις διαδικασίες ελέγχου για τον 
προσανατολισµό, την ευθυγράµµιση και την καθετότητα του συστήµατος.  
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Εικόνα 3.3 Η δίµµετρη βάση 

 
Η αρχή της µεθόδου βασίζεται στην επίλυση του ορθογωνίου τριγώνου του 
σχήµατος 3.7 και µε τη µέθοδο αυτή επιτυγχάνεται η απευθείας µέτρηση της 
οριζόντιας απόστασης σηµείων µε πολύ καλή ακρίβεια. Για την εφαρµογή της 
µεθόδου αυτής, η παραλλακτική γωνία γ µετράται µε θεοδόλιχο υψηλής ακρίβειας 
και η απόσταση µεταξύ των δύο σηµείων πάνω στη δίµµετρη βάση λαµβάνεται 
απευθείας και µε µεγάλη ακρίβεια. 

 

 
Σχήµα 3.10 Μέτρηση απόστασης µε δίµµετρη βάση [11] 

 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 3.10, αν στο σηµείο Β της απόστασης ΑΒ τοποθετηθεί 
οριζοντίως ένας κανόνας µήκους  b και στο σηµείο Α τοποθετηθεί ένα θεοδόλιχο 
για την µέτρηση της παραλλακτικής γωνίας γ, τότε ισχύει: 
 

2

γ
cot

2

b
D =                                                        (3.13) 

και επειδή b/2 = 1.0m, τότε 

2

γ
cotD =          (3.14) 
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3.3.4 Ακρίβεια οπτικής µέτρησης 

Η ακρίβεια του µήκους και της υψοµετρικής διαφοράς που προσδιορίζονται µε 
απλό ταχύµετρο (Ενότητα 2.4.1) επηρεάζεται από : 

 - το σφάλµα στην µέτρηση του αποκοπτόµενου τµήµατος b 
 - το σφάλµα στον ορισµό των σταθερών k 
 - το σφάλµα στη µέτρηση της κατακόρυφης γωνίας υ 
 - το σφάλµα στην κατακορυφότητα της σταδίας. 

Από τα παραπάνω σφάλµατα, αυτό που επηρεάζει σηµαντικότερα την ακρίβεια 
είναι η µέτρηση του αποκοπτόµενου τµήµατος πάνω στην σταδία. Η αβεβαιότητα 
που αναµένεται στον προσδιορισµό του µήκους ταχυµετρικά είναι της τάξης του 
0.2% για έδαφος µε οµαλή κλίση και για µήκος από 20-130m.  

Η ακρίβεια προσδιορισµού µιας απόστασης µε τη µέθοδο της δίµµετρης βάσης 
εξαρτάται από:   

-  την ακρίβεια του µήκους της βάσης b 

 - την ακρίβεια της γωνίας γ 

 - την σωστή τοποθέτηση του κανόνα πάνω σε τρίποδα. 

Από τα παραπάνω σφάλµατα, αυτό που επηρεάζει σηµαντικότερα την ακρίβεια 
είναι η µέτρηση της γωνίας γ. Για παράδειγµα, αν η αβεβαιότητα στον 
προσδιορισµό της γωνίας είναι ±2cc, η ακρίβεια στην µέτρηση ενός µήκους 25m 
είναι 1mm ενώ µειώνεται στα 65mm για µήκος 200m. Γενικά, η χρήση βάσης 
γνωστού µήκους για τον προσδιορισµό αποστάσεων δεν έχει πλέον ευρεία χρήση 
στην τοπογραφία. Ωστόσο, για µικρές αποστάσεις (της τάξης των 30m) η µέθοδος 
µπορεί να δώσει ακρίβεια µέχρι 2mm.  
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

• Μέτρηση απόστασης µε δίµµετρη βάση 

Για την µέτρηση της απόστασης ΑΒ = D, χαράσσεται µια βοηθητική βάση ΒΓ 
µήκους 22.35m  η οποία είναι κάθετη στην ΑΒ. Στο σηµείο Γ τοποθετείται 
δίµµετρη βάση, όπως φαίνεται στο σχήµα  3.11. Με θεοδόλιχο µετράται η γωνία γ2 
= 5.6762 grad ± 2cc.  Ζητείται να υπολογιστεί το µήκος D καθώς και το τυπικό της 
σφάλµα σD. 

 
Σχήµα 3.11 Μέτρηση απόστασης µε βοηθητική βάση  
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Η απόσταση D δίνεται από τη σχέση:     
 

2
1 cotγ

2

γ
cot

2

b
D =              (3.15) 

 
Η γωνία γ1 υπολογίζεται από το τρίγωνο όπου ανήκει η δίµµετρη βάση βάσει της 
γενικής σχέσης (3.14). Εποµένως : 

2

γ
cotb 1=   

και  grad1 29.5167 
2

γ
=  

 
Αντικαθιστώντας στην σχέση  (3.14), η απόσταση D υπολογίζεται ίση µε 250m. 

Το τυπικό σφάλµα σD της απόστασης προκύπτει από το νόµο µετάδοσης των 
σφαλµάτων και είναι συνάρτηση µόνο των D και β (αφού b = σταθερό). ∆ίνεται 
από τη σχέση:  

2

2
γ

2

2

2

2
2

D
ρ

σ

β

D

b

β
Dσ














+=                         (3.16) 

όπου 
π

200
ρ = . Επίσης θεωρούµε ότι γγ2γ1 σσσ == . 

Αντικαθιστώντας στην σχέση (3.16) προκύπτει ότι σD = 12.2mm. 
 
(β) Ταχυµετρική µέτρηση  απόστασης  

Για την µέτρηση των αποστάσεων Α1 και Α2 χρησιµοποιήθηκε η ταχυµετρική 
µέθοδος µε τις µετρήσεις που δίνονται στον παρακάτω πίνακα: 
 
Στάση Ταχυµετρ. σηµείο Vz (grad) 

αl (m) κl (m) µl (m) 

A 1 105.1295 1.479 0.500 0.990 
A 2 132.6852 1.633 1.000 1.318 

 
∆ίνεται το ύψος οργάνου του θεοδολίχου ίσο µε 1.57m και η σταθερά της σταδίας 
k=100. Να προσδιορισθούν οι οριζόντιες αποστάσεις DΑ1 και DΑ2 καθώς και οι 
υψοµετρικές τους διαφορές.   

Η οριζόντια απόσταση D δίνεται από τη  σχέση 3.11. Αντικαθιστώντας, προκύπτει 
ότι η απόσταση είναι:  
DA1 = 100  (1.470 – 0.500) cos2 (5.1295) = 97.27m 
DA2 = 100  (1.633 – 1.000) cos2 (32.6852) = 48.03m 

Η υψοµετρική διαφορά δίνεται από τη σχέση 3.12: 
Αντικαθιστώντας, προκύπτει ότι η υψοµετρική διαφορά  είναι: 
 

=−+×= 57.1990.0(5.1295) 2sin979.0001
2

1
∆ΗA1 7.27m 

=−+×= 1.571.3182(32.6852)sin0.633100
2

1
∆ΗA2 26.83m 
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3.4 ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΜΕ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥΣ  

Ο έµµεσος προσδιορισµός του µήκους µιας απόστασης, δηλαδή χωρίς να γίνει 
απευθείας µέτρηση µεταξύ των δύο άκρων της,  µπορεί να γίνει µε γεωµετρικές 
µεθόδους χρησιµοποιώντας απλές γεωµετρικές ιδιότητες. Στις µεθόδους έµµεσης 
µέτρησης µήκους ανήκουν η γεωµετρική και η τριγωνοµετρική (ή αναλυτική) 
µέθοδος. 

Στην γεωµετρική µέθοδο για τον υπολογισµό της απόστασης µεταξύ δύο 
απρόσιτων σηµείων γίνεται συνήθως χρήση απλών γεωµετρικών ιδιοτήτων βάσει 
µετρήσεων µηκών και γωνιών του σχηµατιζόµενου τριγώνου. Επίσης, λόγω της 
δυσκολίας να διατρέξουµε την απόσταση µεταξύ δύο απρόσιτων σηµείων, είναι 
δυνατό να γίνει  µεταφορά του µήκους σε άλλη περιοχή όπου η µέτρηση γίνεται 
πλέον µε άµεσες µεθόδους προσδιορισµού (π.χ. προσδιορισµός απόστασης µεταξύ 
δύο σηµείων που βρίσκονται στις όχθες ποταµού και παράλληλη µεταφορά του για 
µέτρηση σε προσιτή περιοχή). 

Στην τριγωνοµετρική µέθοδο το ζητούµενο µήκος προσδιορίζεται βάσει 
γεωµετρικών στοιχείων τριγώνου που σχηµατίζεται από µετρηµένα µεγέθη γωνιών 
και αποστάσεων αριθµού σηµείων και µε το άγνωστο µήκος να αποτελεί πλευρά 
αυτού του τριγώνου. Επίσης, το ζητούµενο µήκος είναι δυνατό να προσδιορισθεί 
από τις συντεταγµένες των κορυφών της άγνωστης βάσης ως προς κάποιο 
σύστηµα αναφοράς (π.χ. µέθοδος εµπροσθοτοµίας ή οπισθοτοµίας, ή µε χρήση 
δεκτών GPS). Σε αυτή τη περίπτωση, αναφερόµαστε στην αναλυτική µέθοδο 
προσδιορισµού του µήκους.  
 
3.4.1 Ακρίβεια γεωµετρικής µέτρησης µήκους  

Η ακρίβεια προσδιορισµού µιας απόστασης µε τη µέθοδο της γεωµετρικής και 
τριγωνοµετρικής µεθόδου εξαρτάται από:   

-  την ακρίβεια µέτρησης των άλλων γεωµετρικών στοιχείων του τριγώνου που 
σχηµατίζεται µε πλευρά την άγνωστη απόσταση (πλευρές και γωνίες), 

- την ακρίβεια προσδιορισµού των συντεταγµένων των κορυφών της άγνωστης 
απόστασης.  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

• Ζητείται να προσδιορισθεί η οριζόντια απόσταση ΑΒ όταν τα σηµεία Α και Β 
βρίσκονται σε απρόσιτη περιοχή του ποταµού, όπως φαίνεται στο σχήµα 3.12, 
όπου δεν υπάρχει δυνατότητα άµεσης µέτρησης του µήκους. 

 
Σχήµα 3.12  Μέτρηση απόστασης µεταξύ απρόσιτων σηµείων 
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Για τον προσδιορισµό του µήκους ΑΒ, φέρεται τυχαία ευθυγραµµία σε προσιτή 
περιοχή εκτός του ποταµού όπου προβάλλονται τα Α και Β. Οι προβολές των 
σηµείων είναι Α' και Β'. Επίσης προσδιορίζεται το µέσο του ευθύγραµµου 
τµήµατος  Α' Β', το οποίο είναι το σηµείο Κ. Αν είναι Α" και Β" τα σηµεία της τοµής 
των ΒΚ µε ΑΑ'  και των  ΑΚ µε ΒΒ', τότε ορίζεται το µήκος Α" Β" που είναι ίσο µε το 
µήκος ΑΒ και µπορεί να προσδιορισθεί µε άµεσες µεθόδους µέτρησης µήκους. 
 
• Ζητείται να προσδιορισθεί η οριζόντια απόσταση ΑΒ όταν µεταξύ των σηµείων 
Α και Β υπάρχει εµπόδιο και επιπλέον δεν είναι ορατά µεταξύ τους (σχήµα 3.13). 

 
Σχήµα 3.13  Μέτρηση απόστασης µεταξύ σηµείων όπου υπάρχει εµπόδιο 

 
Στην περίπτωση αυτή εκλέγεται ένα τυχαίο σηµείο Γ και µετριούνται τα µήκη 
ΑΓ=β και ΒΓ= α καθώς και η οριζόντια γωνία γ. 
Το µήκος ΑΒ προσδιορίζεται από τo νόµο των συνηµίτονων, δηλαδή: 
 

        cosγβ2αβαAB 22 −+=                                          (3.17) 

 

3.5    ΜΕΤΡΗΣΗ ΜΗΚΩΝ ΜΕ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ 
          (EDM) 

3.5.1 Βασική αρχή λειτουργίας 

Για τη µέτρηση ενός µήκους τοποθετείται στο ένα άκρο της ευθυγραµµίας, έστω το 
Α, όργανο το οποίο εκπέµπει ηλεκτροµαγνητικό κύµα γνωστής ταχύτητας 
διάδοσης c. Το κύµα ανακλάται ή επανεκπέµπεται στο άλλο άκρο της 
ευθυγραµµίας Β και επιστρέφει στο όργανο στο σηµείο Α.  (σχ.3.14). 



 118

Σχήµα 3.14 Βασική αρχή λειτουργίας µέτρησης µηκών µε EDM 
 

Μετρώντας το συνολικό χρόνο t που απαιτείται από την εκποµπή του κύµατος 

µέχρι την επιστροφή του στο Α  προσδιορίζεται το (κεκλιµένο) µήκος ΑΒL  από τη 

σχέση: 

Τ2

tλ
tc

2

1
L ΑΒ ⋅

⋅
=⋅⋅=                                                                     (3.18) 

όπου : λ το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας σε m, και 

             Τ η περίοδος σε sec. 

Η ταχύτητα c διάδοσης του κύµατος συνδέεται µε την ταχύτητα διάδοσής του στο 

κενό 0c , µέσω της σχέσης  
n

c
c 0= , όπου n , ο δείκτης διάθλασης ο οποίος 

εξαρτάται από τις ατµοσφαιρικές συνθήκες (θερµοκρασία, πίεση, υγρασία) και τη 

συχνότητα της ακτινοβολίας, ενώ sec/km0012.0458.299792c0 ±=  (XVI Γενική 

Συνέλευση της IUGG στη Grenoble, 1975). 

Η πρώτη προσπάθεια για κατασκευή και χρήση τέτοιων οργάνων αποδίδεται 
στους φυσικούς Maxwell και Hertz, ενώ το πρώτο αποτέλεσµα είναι η εµφάνιση 
των συσκευών Radar κατά το Β΄ Παγκόσµιο Πόλεµο.  

Η χρήση τέτοιου είδους συσκευών για µέτρηση µηκών µε τις ακρίβειες που 
απαιτούνται στη Γεωδαισία, επέβαλε τη χρήση χρονοµέτρων που να µετρούν το 

χρόνο µε ακρίβεια της τάξης του sec10 10−± . Επειδή η ακρίβεια αυτή ήταν 
δύσκολο να επιτευχθεί, αναπτύχθηκαν όργανα στα οποία, αντί του χρόνου t, 
συγκρίνονται οι φάσεις µεταξύ του κύµατος που εκπέµπεται και αυτού που 
επιστρέφει. Από τη σύγκριση αυτή προκύπτει η διαφορά φάσης φ∆  η οποία 

αντιστοιχεί σε µήκος l  της διαδροµής (σχ. 3.15). Το µήκος αυτό είναι ίσο µε : 
 









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2

1
l                                                                  (3.19) 
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Σχήµα 3.15 Μέτρηση του µήκους συναρτήσει του λ και ∆φ 

Αν f (=
Τ

1
) η συχνότητα του κύµατος, t το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί µεταξύ 

µετάβασης και επιστροφής του κύµατος, τότε : 
 

tfπ2φ∆ ⋅⋅=                                                                    (3.20) 

και λόγω της (3.19) : 
 

π2

φ∆

2

λ

fπ2

φ∆
c

2

1
l ⋅=

⋅
⋅⋅= ,  (

f

c
λ = )                                             (3.21) 

 

Έτσι, αν έχουν διανυθεί ν ακέραια µήκη κύµατος το µήκος ΑΒL  θα υπολογίζεται 

από τη σχέση : 









+⋅=⇒⋅+⋅=⇒+⋅=

π2

φ∆
ν

2

λ
L

π2

φ∆

2

λ

2

λ
νLlλνL2 ΑΒΑΒΑΒ                    (3.22) 

Ο προσδιορισµός της διαφοράς φάσης φ∆  καθώς και το πλήθος ν  των ακέραιων 

µηκών κύµατος, γίνεται αυτόµατα στα σύγχρονα όργανα, µε ειδική επεξεργασία, 
και το αποτέλεσµα της µέτρησης δίνεται απ’ ευθείας στην οθόνη που διαθέτουν. 

Σήµερα διατίθεται πλήθος γεωδαιτικών οργάνων µέτρησης µηκών µε χρήση της 
ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας (Electronic Distance Measurement), τα οποία 
µετρούν µήκη που µπορούν να φθάσουν τις µερικές δεκάδες χιλιοµέτρων µε 

ακρίβειες που φθάνουν το km101 6−× , ανεξάρτητα από τη µορφολογία του 
εδάφους. Τα όργανα αυτά ονοµάζονται όργανα EDM. 
 

3.5.2 ∆ιαµόρφωση 

Για τη µέτρηση µηκών µε τη µέθοδο της διαφοράς φάσης χρησιµοποιούνται 
ηλεκτροµαγνητικά κύµατα χαµηλών συχνοτήτων. Ωστόσο, µε κύµατα χαµηλών 
συχνοτήτων, είναι δύσκολο να µετρηθούν µεγάλες αποστάσεις, λόγω της 
απορρόφησης που υφίστανται κατά τη διαδροµή τους µέσα στην ατµόσφαιρα, το 
άνοιγµα της δέσµης, τις ανακλάσεις κ.λπ. Αντίθετα, τα κύµατα υψηλών 
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συχνοτήτων δεσµοποιούνται εύκολα, δεν απορροφώνται από την ατµόσφαιρα 
αλλά παρουσιάζουν δυσκολίες στην επεξεργασία των στοιχείων για τον 
προσδιορισµό του µήκους. Έτσι, στα σύγχρονα όργανα χρησιµοποιούνται 
ταυτόχρονα χαµηλές και υψηλές συχνότητες.  Η διαδικασία µέτρησης είναι η 
ακόλουθη.  

Στο όργανο δηµιουργείται ένα κύµα χαµηλής συχνότητας (µετρητικό κύµα) του 
οποίου το µήκος λ  χρησιµοποιείται ως µονάδα µέτρησης, και ένα κύµα υψηλής 
συχνότητας (φέρον κύµα) το οποίο χρησιµοποιείται για τη µεταφορά του 
µετρητικού. Τα δύο κύµατα ενώνονται µέσω µιας διαδικασίας η οποία  ονοµάζεται 
διαµόρφωση (modulation), και στα όργανα EDM γίνεται αυτόµατα (σχ. 3.16). Το 
διαµορφωµένο κύµα εκπέµπεται από το όργανο και κατά την επιστροφή του σε 
αυτό, διαχωρίζεται εκ νέου σε µετρητικό και φέρον (αποδιαµόρφωση). Στη 
συνέχεια συγκρίνονται οι φάσεις, προσδιορίζεται η διαφορά φάσης και 
υπολογίζεται το µήκος.  

Η διαµόρφωση διακρίνεται σε διαµόρφωση πλάτους (αν µεταβάλλεται το πλάτος) 
και σε διαµόρφωση συχνότητας (αν µεταβάλλεται η συχνότητα κατά τη 
διαµόρφωση).   

 
Σχήµα 3.16 ∆ιαµόρφωση κατά πλάτος ή κατά συχνότητα 
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3.5.3  Είδη οργάνων EDM 

Τα σύγχρονα όργανα EDM χρησιµοποιούν, για το φέρον κύµα, ακτινοβολία από 
την περιοχή του ορατού φωτός ή υπέρυθρη ακτινοβολία (όργανα Laser ή ηλεκτρο-
οπτικά), καθώς και µικροκύµατα.  

Τα όργανα που χρησιµοποιούν µικροκύµατα ως φέρον κύµα έχουν τη δυνατότητα 
να µετρούν µήκη που φθάνουν τα 200km. Για τη µέτρηση του µήκους µε τα 
όργανα αυτά, τοποθετείται στο ένα άκρο το κυρίως όργανο – ποµπός και στο άλλο 
άκρο ένα δεύτερο όργανο – δέκτης. Τα όργανα αυτά διαµορφώνουν το κύµα κατά 
συχνότητα. Το διαµορφωµένο κύµα εκπέµπεται από το κυρίως όργανο. Όταν 
φθάσει στο όργανο – δέκτης, αναµεταδίδεται και επιστρέφει στο όργανο – 
ποµπός, όπου γίνεται και η αποδιαµόρφωση και προσδιορίζεται η τιµή του µήκους. 
Επειδή τα µικροκύµατα παρουσιάζουν µεγάλη διασπορά, λόγω του µεγάλου 
ανοίγµατος της δέσµης το φέρον κύµα ενισχύεται στο όργανο δέκτη πριν 
επιστρέψει στο κυρίως όργανο.  

Τα όργανα που χρησιµοποιούν για το φέρον κύµα ορατό φως ή υπέρυθρη 
ακτινοβολία είναι τα όργανα που κυρίως χρησιµοποιούνται σήµερα για τη 
µέτρηση µηκών. Τα όργανα αυτά διαµορφώνουν το φέρον κύµα κατά πλάτος. Το 
διαµορφωµένο κύµα εκπέµπεται από το όργανο, ανακλάται σε έναν παθητικό 
ανακλαστήρα τοποθετηµένο στο άλλο άκρο της ευθυγραµµίας και επιστρέφει στο 
όργανο όπου και αποδιαµορφώνεται. Τα όργανα αυτού του είδους παρουσιάζουν 
µεγάλη ποικιλία όσον αφορά την εµβέλειά τους και την ακρίβεια µε την οποία 
προσδιορίζεται το µετρούµενο µήκος.  
 

3.5.4  Ανακλαστήρες 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω τα όργανα που χρησιµοποιούν ορατή ή υπέρυθρη 
ακτινοβολία συνδυάζονται µε ανακλαστήρες για τη µέτρηση του µήκους. Οι 
ανακλαστήρες προσαρµόζονται σε ειδικό στυλεό που τοποθετείται πάνω στο 
σηµείο, ή τοποθετούνται σε βάση πάνω σε τρικόχλιο και κεντρώνονται και 
οριζοντιώνονται µε ακρίβεια πάνω από το σηµείο. 

Οι ανακλαστήρες ή κατάφωτα (εικόνα 3.4), όπως συνηθίζεται να αποκαλούνται, 
αποτελούνται από ένα τριεδρικό πρίσµα. Η κορυφή του πρίσµατος είναι 
τρισορθογώνια γωνία, οι τρεις έδρες της οποίας είναι ισοσκελή τρίγωνα, η δε βάση 
του είναι ισόπλευρο τρίγωνο. Για αύξηση της ανακλαστικότητας συνδυάζονται 
περισσότερα του ενός πρίσµατα οπότε η επιφάνεια του ανακλαστήρα έχει τη 
µορφή κανονικού εξαγώνου. Με τη διάταξη αυτή η ακτινοβολία που εισέρχεται 
στο πρίσµα, ανακλάται στις έδρες του και εξέρχεται παράλληλη µε την 
προσπίπτουσα. (σχ. 3.17). Η παραλληλία εισερχόµενης και εξερχόµενης ακτίνας 
επιτυγχάνεται ανεξάρτητα από τη γωνία πρόσπτωσης, η δε προσπίπτουσα 
ακτινοβολία µπορεί να αποκλίνει από την κάθετη στη βάση του πρίσµατος µέχρι 

τις o20± . Ετσι δεν απαιτείται µεγάλη ακρίβεια στον προσανατολισµό του 
πρίσµατος.  

Οι ανακλαστήρες προσαρµόζονται σε ειδικό στυλεό που τοποθετείται πάνω στο 
σηµείο, ή τοποθετούνται σε βάση πάνω σε τρικόχλιο και κεντρώνονται και 
οριζοντιώνονται µε ακρίβεια πάνω από το σηµείο (εικόνα 3.5). Ανάλογα µε το 
µέγεθος του µήκους που πρόκειται να µετρηθεί, τις ατµοσφαιρικές συνθήκες και 
το είδος της ακτινοβολίας που χρησιµοποιεί το E.D.M. χρησιµοποιείται ειδικός 
συνδυασµός τριών ή και περισσότερων ανακλαστήρων. 
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Σχήµα 3.17 Μορφή ανακλαστήρα 

 

Για ειδικές γεωδαιτικές εργασίες (π.χ. αποτυπώσεις όψεων κτιρίων, υλοποίηση 
σηµείων ελέγχου για την παρακολούθηση της κινηµατικής συµπεριφοράς 
κατασκευών κ.α.) χρησιµοποιούνται ειδικοί αυτοκόλλητοι επίπεδοι στόχοι – 
ανακλαστήρες (εικόνα 3.4).  

Σήµερα υπάρχει η δυνατότητα επιλογής του κατάλληλου ανακλαστήρα µέσα από 
ένα ευρύτατο πλήθος έτσι ώστε να καλύπτονται οι απαιτήσεις και της πιο ειδικής 
γεωδαιτικής εργασίας.    

 

 

    

Εικόνα 3.4 Τύποι ανακλαστήρων 
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Εικόνα 3.5 Χρήση ανακλαστήρα µε στυλεό ή τρικόχλιο  

 

3.5.5 Ολοκληρωµένοι Γεωδαιτικοί σταθµοί (Total Stations) 

Τα όργανα EDM έχουν σήµερα αντικατασταθεί από όργανα τα οποία είναι 
συνδυασµός οργάνου EDM και ηλεκτρονικού θεοδόλιχου. Τα όργανα αυτά 
ονοµάζονται ηλεκτρονικά ταχύµετρα ή συνηθέστερα Ολοκληρωµένοι Γεωδαιτικοί 
Σταθµοί (Total Stations).  

Οι ολοκληρωµένοι γεωδαιτικοί σταθµοί είναι όργανα οµοαξονικά δηλ. η εκποµπή 
(και λήψη) της ακτινοβολίας γίνεται κατά µήκος του σκοπευτικού άξονα του 
θεοδόλιχου. Η λειτουργία τους πραγµατοποιείται µέσω πληκτρολογίου το οποίο 
συνδέεται µε µικρο-υπολογιστή στο εσωτερικό του οργάνου. Οι ενδείξεις των 
γωνιών (οριζόντιων και κατακόρυφων) και του µήκους εµφανίζονται σε οθόνη 
υγρών κρυστάλλων. Μέσω του µικρο-υπολογιστή υπάρχει η δυνατότητα 
απευθείας υπολογισµού της οριζόντιας απόστασης και της υψοµετρικής διαφοράς. 
Σήµερα οι περισσότεροι γεωδαιτικοί σταθµοί παρέχουν τη δυνατότητα 
αποθήκευσης των µετρήσεων καθώς και επιπλέον πληροφορίας (κωδικός σηµείου 
µέτρησης,  ύψος οργάνου και στόχου) στην µνήµη του µικρο-υπολογιστή τους. 
Επιπλέον µέσω υπορουτίνων υπάρχει η δυνατότητα να εκτελούνται διάφοροι 
υπολογισµοί απευθείας στο ύπαιθρο και να καταγράφονται στη µνήµη τους. 
Ενδεικτικά αναφέρονται : 

� Υπολογισµός οριζόντιας απόστασης και υψοµετρικής διαφοράς µεταξύ του 
σηµείου στάσης και του σκοπευόµενου σηµείου,  

� Υπολογισµός των συντεταγµένων των σκοπευόµενων σηµείων εφόσον 
δοθούν οι συντεταγµένες του σηµείου στάσης, 

� Υπολογισµός των υψοµέτρων των σκοπευόµενων σηµείων εφόσον δοθούν 
το υψόµετρο του σηµείου στάσης και τα ύψη οργάνου και στόχου, 

� Υπολογισµός υψοµέτρου απρόσιτου σηµείου, 

� Υπολογισµός απόστασης υψοµετρικής διαφοράς και αζιµουθίων µεταξύ 
σκοπευόµενων σηµείων,  

� Χάραξη σηµείων µε πολικές συντεταγµένες. 

Με τη χρήση των ολοκληρωµένων γεωδαιτικών σταθµών έχει αυτοµατοποιηθεί η 
εργασία υπαίθρου, έχει µειωθεί ο χρόνος παραµονής στο ύπαιθρο και έχουν 
εξαλειφθεί τα χονδροειδή σφάλµατα ανάγνωσης και καταγραφής των µετρήσεων. 
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Τελευταίες εξελίξεις στην κατασκευή των ολοκληρωµένων γεωδαιτικών σταθµών 
αποτελούν τα όργανα που χρησιµοποιούν ροµποτική τεχνολογία, ενώ µπορούν να 
συνδυαστούν και µε δέκτη GPS. Τα όργανα αυτά διαθέτουν σερβοµηχανισµούς 
που τα κινούν γύρω από τον πρωτεύοντα και δευτερεύοντα άξονα, ανιχνεύουν και 
εντοπίζουν τους ανακλαστήρες – στόχους αυτόµατα, πραγµατοποιούν τις 
µετρήσεις και τις καταγράφουν στη µνήµη τους. 

Έτσι, οι γεωδαιτικοί σταθµοί χρησιµοποιούνται σήµερα για τη µέτρηση 
τριγωνοµετρικών δικτύων, οδεύσεων, για ταχυµετρικές αποτυπώσεις και χαράξεις 
τεχνικών έργων, σε ανίχνευση  µετακινήσεων κατασκευών και τµηµάτων του 
εδάφους και παρακολούθηση της εξέλιξης τους, στη βιοµηχανική γεωδαισία κλπ. 

 

 

        
Εικόνα 3.6 Ολοκληρωµένοι γεωδαιτικοί σταθµοί 
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3.5.6 ∆ιορθώσεις - αναγωγές    µετρήσεων    µηκών    µε 
           ηλεκτροµαγνητική    ακτινοβολία 

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται οι απαραίτητες διορθώσεις και αναγωγές 
που πρέπει να γίνουν στα µήκη τα οποία µετρούνται µε όργανα που 
χρησιµοποιούν ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. Οι συγκεκριµένες διορθώσεις 
οφείλονται στα όργανα που χρησιµοποιούνται, όπως επίσης και στις 
ατµοσφαιρικές συνθήκες κατά τον χρόνο των µετρήσεων. Οι αναγωγές 
προκύπτουν από την απαίτηση της αναφοράς των µετρήσεων των µηκών, που 
γίνονται στην ΦΓΕ, σε µια αναπτυκτή επιφάνεια. 
 

3.5.6α ∆ιορθώσεις του συστήµατος όργανο - ανακλαστήρας 

• ∆ιόρθωση λόγω σταθεράς συστήµατος 

Κατά την κέντρωση – οριζοντίωση του ηλεκτρονικού οργάνου στο σηµείο Α και 

του ανακλαστήρα στο σηµείο Β, για την µέτρηση του µήκους '
ABL  (σχ. 3.18), 

προκύπτουν εκκεντρότητες του σηµείου εκποµπής – λήψης 'Α  της 
ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας  και του φαινόµενου σηµείου ανάκλασης 'Β  σε 
σχέση µε τα σηµεία Α και Β αντίστοιχα. 

Η εκκεντρότητα στο Α, 0e  οφείλεται στο ότι το σηµείο εκποµπής – λήψης των 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων 'Α   δεν βρίσκεται πάνω στον κατακόρυφο άξονα του 
ηλεκτρονικού οργάνου (σχ. 3.18). Στο σηµείο Β, όπου κεντρώνεται ο 

ανακλαστήρας, η εκκεντρότητα Ae  οφείλεται στο ότι η προσπίπτουσα 

ακτινοβολία ακολουθεί την διαδροµή που φαίνεται στο (σχ. 3.18). Επειδή αυτή 
καθυστερεί διαθλώµενη µέσα στον ανακλαστήρα, το φαινόµενο σηµείο ανάκλασης 
είναι το σηµείο 'Β , το οποίο δεν βρίσκεται στον κατακόρυφο άξονα του 
ανακλαστήρα. 

 
Σχήµα 3.18 Εκποµπή – ανάκλαση – λήψη ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας 

 

Το αλγεβρικό άθροισµα των προηγούµενων εκκεντροτήτων αποτελεί την σταθερά  
του συστήµατος C , εποµένως: 
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A0 e+e=C                                                          (3.23) 

Οι κατασκευαστές συνήθως, επιδιώκουν η σταθερά για όργανο και ανακλαστήρα 
της ίδιας εταιρείας να είναι σηµαντικά µικρότερη από την ακρίβεια µέτρησης του 
οργάνου, έτσι ώστε αυτή να βρίσκεται µέσα στο θόρυβο των µετρήσεων και να 
θεωρείται ότι είναι µηδενική. Το πρόβληµα όµως εµφανίζεται όταν 
χρησιµοποιείται όργανο µε ανακλαστήρα διαφορετικής εταιρείας ή όταν έχουν 
διαφοροποιηθεί οι σταθερές του οργάνου.   

Η σταθερά του συστήµατος C  προσδιορίζεται µε µετρήσεις ακριβείας σε βάσεις 
ελέγχου των οποίων το µήκος, είτε µετριέται απευθείας µε το ελεγχόµενο σύστηµα 
(µέθοδος της πολλαπλής βάσης), είτε είναι γνωστό µε ακρίβεια µεγαλύτερη της 
ακρίβειας του ηλεκτρονικού οργάνου µέτρησης. Τα µετρούµενα µήκη πρέπει να 
διορθώνονται από τις µετεωρολογικές συνθήκες του περιβάλλοντος και να 
ανάγονται στο οριζόντιο επίπεδο. Για να γίνει κατανοητός ο τρόπος 
προσδιορισµού της σταθεράς και µε τις δυο µεθόδους, δίνονται στο τέλος της 
ενότητας σχετικά παραδείγµατα. 

Κατά την µέτρηση του µήκους '
ABL  απαιτείται ο ανακλαστήρας να 

προσανατολίζεται χονδρικά προς το ηλεκτρονικό όργανο, έτσι ώστε η πρόσπτωση 
της ακτινοβολίας να γίνεται όσο το δυνατό κάθετα στην επιφάνεια του, για να µη 

προκύπτει σφάλµα στο µετρούµενο µήκος. Για γωνία πρόσπτωσης της τάξης o20  
προκύπτει σφάλµα στο µήκος της τάξης του 1mm.  

• ∆ιόρθωση λόγω κυκλικού σφάλµατος 

Στα µήκη που µετρούνται µε ηλεκτρονικά όργανα, τα οποία χρησιµοποιούν την 
µέθοδο µέτρησης της διαφοράς φάσης, παρουσιάζονται σφάλµατα µε περιοδικό 
χαρακτήρα. Αυτά τα σφάλµατα είναι γνωστά µε το γενικό όνοµα «κυκλικό 
σφάλµα» και οφείλονται πιθανά στη συµβολή των κυµάτων µέσα στο όργανο ή σε 
συστηµατικό σφάλµα στο σύστηµα µέτρησης της φάσης. 

Η σχέση που εκφράζει το κυκλικό σφάλµα κατά τη µέτρηση ενός µήκους ΑΒL'  

είναι ηµιτονικής µορφής. Το κυκλικό σφάλµα σε συνδυασµό µε το σφάλµα λόγω 
της σταθεράς του συστήµατος δίνεται από την σχέση: 

)φL
λ

π4
sin(ΒΑy ΑΒ

'

m

-⋅⋅+=                                                (3.24) 

όπου : Α  προσδιοριστέος όρος (σε µονάδες µήκους), Β προσδιοριστέος 

συντελεστής (σε µονάδες µήκους), mλ  το µήκος κύµατος της διαµορφωµένης 

ακτινοβολίας (συνήθως m20λ m = ), ΑΒ
'L  το µετρούµενο µήκος και φ  η 

προσδιοριστέα φάση. 

 Ο όρος Α, αν δεν ληφθούν υπόψη τα περιοδικά σφάλµατα µεγαλύτερης περιόδου, 
είναι ίσος µε την σταθερά του συστήµατος (όργανο – ανακλαστήρας) C . Ο όρος Β 
είναι το µέσο πλάτος της ηµιτονικής σχέσης του κυκλικού σφάλµατος. Η διόρθωση 

)C( C , λόγω του κυκλικού σφάλµατος y , δίνεται από την σχέση : 

)]φL
λ

π4
sin(ΒΑ[C ΑΒ

'

m
C -- ⋅⋅+=                                             (3.25) 
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Στην πράξη για να προσδιορισθεί το κυκλικό σφάλµα y , γίνονται µετρήσεις 

µηκών σε ειδικές βάσεις, που έχουν ιδρυθεί για τον έλεγχο των συστηµάτων. Η 
συνολική διαφορά του εύρους των µετρηµένων µηκών πρέπει να καλύπτει 

τουλάχιστον το 2/λ m  (συνήθως m20=λ m ), και να µεταβάλλεται περίπου ανά 

m1  ή και λιγότερο (π.χ. m50.0 ) (σχ. 3.19). 

 

Σχήµα 3.19 Βάση µέτρησης του κυκλικού σφάλµατος 
 

∆ηλαδή, µετρούνται τα µήκη 0'L , m1'L'L 01 += , m2LL 0
'
2 += , …, 

m10'L'L 010 +=  (σχ. 3.19). Αυτά τα µήκη έχουν µετρηθεί και µε όργανο πολύ 

υψηλής ακρίβειας (όργανο µηδενικής τάξης), µε αποτελέσµατα αντίστοιχα 0L , 

1L , 2L , …, 10L , που θεωρούνται ότι δεν έχουν σφάλµα. Από την σύγκριση των 

αντίστοιχων µηκών προκύπτουν οι διαφορές, δηλαδή τα σφάλµατα, 

)L'Ly( 000 -= , )L'Ly( 111 -= …, )L'Ly( 101010 -= , οι οποίες είναι περισσότερες 

από τις απαιτούµενες. Γι’ αυτό τον λόγο οι ποσότητες Α, Β και η γωνία φ είναι 
δυνατό να προσδιορισθούν µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.  

Με αυτή τη µέθοδο υπολογισµού του σφάλµατος y  που περιγράφηκε, 

προσδιορίζεται µε ακρίβεια η σταθερά του συστήµατος C  έστω και αν δεν υπάρχει 
κυκλικό σφάλµα.  

• ∆ιόρθωση λόγω µεταβολής της συχνότητας διαµόρφωσης 

Η συχνότητα διαµόρφωσης της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας µπορεί να 
µεταβληθεί λόγω διάφορων αιτίων όπως είναι η απορύθµιση, η γήρανση και η 
θερµοκρασία του κρυστάλλου χαλαζία. Εξαιτίας αυτής της µεταβολής προκύπτει 

µια διόρθωση fδ , η οποία εξαρτάται από την πραγµατική συχνότητα κατά την 

µέτρηση af και την ονοµαστική συχνότητα του οργάνου nf . Η διόρθωση fδ  του 

µήκους '
ΑΒL  σε km, δίνεται από τις σχέσεις: 

6

a

na
f 10

f

ff
δ ⋅=

-
 σε ppm  ή  '

ΑΒ
6

a

na
f L10

f

ff
δ ⋅⋅=

-
 σε mm                (3.26) 

Η διαφορά της συχνότητας )ff( na -  µπορεί να µετρηθεί µε ειδικές συσκευές, 

οπότε προσδιορίζεται η διόρθωση του µετρούµενου µήκους από την προηγούµενη 
σχέση. Σε µετρήσεις υψηλής ακριβείας, η τιµή της συχνότητας του οργάνου 
ελέγχεται κατά την διάρκεια της µέτρησης και αν χρειασθεί διορθώνεται, έτσι 
τελικά δεν απαιτείται να γίνει η διόρθωση στο µήκος.    
 



 128

3.5.6β ∆ιορθώσεις λόγω της ατµόσφαιρας 

• ∆ιόρθωση λόγω µείωσης της ισχύος της ακτινοβολίας 

Η µείωση της ισχύος της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας οφείλεται σε διάφορες 
αιτίες. Αυτές είναι η απορρόφηση λόγω της ατµόσφαιρας που είναι η 
σηµαντικότερη, η απώλεια κατά την ανάκλαση της εκπεµπόµενης ακτινοβολίας 
και οι µικρές επιφάνειες του δέκτη και του ανακλαστήρα.  

Γενικά η µείωση της ισχύος επιφέρει µεγάλη αβεβαιότητα στις µετρήσεις ή και 
συστηµατικές µεταβολές στην τιµή του κυκλικού σφάλµατος. Στην πράξη 
χρησιµοποιείται µεγαλύτερος αριθµός ανακλαστήρων, όσο το µήκος αυξάνεται ή 
όσο οι συνθήκες ορατότητας στην ατµόσφαιρα επιβαρύνονται όπως π.χ. σε 
περιοχές µε ατµοσφαιρική ρύπανση ή έντονη ατµοσφαιρική υγρασία. 

• Πρώτη διόρθωση ταχύτητας 1C  

Κατά την µέτρηση του µήκους ΑΒL  µεταξύ των σηµείων Α και Β µε ηλεκτρονικό 

όργανο, η εκπεµπόµενη ακτινοβολία περνά µέσα από την ατµόσφαιρα, µε 
αποτέλεσµα να επηρεάζεται η ταχύτητα διάδοσης των ηλεκτροµαγνητικών 
κυµάτων. Γι΄ αυτό τον λόγο το µετρούµενο µήκος, µετά τις διορθώσεις λόγω του 
συστήµατος που αναφέρθηκαν στη προηγούµενη ενότητα, απαιτείται να 
διορθωθεί εξαιτίας των ατµοσφαιρικών συνθηκών που επικρατούν κατά τον χρόνο 
των µετρήσεων. Σε αντίθετη περίπτωση παρουσιάζεται συστηµατικό σφάλµα. 

Βασική παράµετρος της διόρθωσης είναι ο δείκτης διάθλασης n  κατά µήκος της 
εκπεµπόµενης ακτινοβολίας (Παράρτηµα ΙΙ). Με βάση τον n , που είναι ο µέσος 

όρος των δεικτών διάθλασης Aη  και Bη  στα σηµεία Α και Β ( )/][ 2η+η=η BA , 

προσδιορίζεται η διαθλασιµότητα N  από την σχέση: 

610)1n(N ⋅= -                                                       (3.27) 

Η διαθλασιµότητα N  είναι η διόρθωση του µετρούµενου µήκους σε ppm. Στην 
περίπτωση που το ηλεκτρονικό όργανο χρησιµοποιεί ορατή ή υπέρυθρη 

ακτινοβολία η διαθλασιµότητα gN , για τις κανονικές συνθήκες ατµόσφαιρας 

(θερµοκρασία t=0±C, πίεση P=1013.25 mbar ξηρού αέρα µε περιεκτικότητα 0.03% 
CO2), υπολογίζεται από την επόµενη σχέση των Barrel και Sears: 

42g
λ

0136.05

λ

6288.13
604.287N

⋅
+

⋅
+=                                (3.28) 

όπου: λ το µήκος κύµατος της εκπεµπόµενης ακτινοβολίας σε µm. 

Για τις ατµοσφαιρικές συνθήκες κατά την µέτρηση ΑΒL , η σχέση των Barrel και 

Sears, µε βάση την οποία υπολογίζεται η διαθλασιµότητα '
gN  κατά µήκος του 

ΑΒL , προκύπτει ως συνάρτηση της gN  και των µέσων όρων των τιµών των 

µετεωρολογικών στοιχείων των άκρων Α και Β, ως εξής: 

T

eV

T

PQN
N

g'
g

⋅⋅⋅
= -                                               (3.29) 

όπου : t15.273T +=  σε ±K, t  η θερµοκρασία ξηρού αέρα σε ±C , P  η 

ατµοσφαιρική πίεση και e  η πίεση των υδρατµών. Για P  και e  σε mbar, 
Q=0.2696 και V=11.27,  για P  και e  σε mmHg, Q=0.3594 και V=15.02.  
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Η e  υπολογίζεται από την σχέση: 

)tt(P000662.0ee WS -- ⋅⋅=                                       (3.30) 

όπου : Wt  η θερµοκρασία υγρού αέρα σε ±C, Se  η πίεση των κορεσµένων 

υδρατµών σε mbars  που δίνεται από την σχέση : 

7857.0
3.237t

t5.7
elog

W

W
S +

+

⋅
=                                       (3.31) 

Στα σύγχρονα ηλεκτρονικά όργανα δίνονται σχετικά νοµογραφήµατα από τον 
κατασκευαστή µε βάση τα οποία, µε στοιχεία εισόδου την θερµοκρασία και την 
ατµοσφαιρική πίεση κατά τον χρόνο των µετρήσεων, υπολογίζεται η πρώτη 

διόρθωση ταχύτητας 1C  σε ppm. 

Στην περίπτωση που το ηλεκτρονικό όργανο χρησιµοποιεί µικροκύµατα, η 

διαθλασιµότητα mN  δίνεται από την σχέση των Essen και Froome: 

)
T

48.57
1(

T

e68.64

T

)eP(64.77
Nm +

⋅
+

⋅
=

-
                                 (3.32) 

όπου : P  και e   δίνονται σε mbar και T  σε ±K. 

Η προηγούµενη σχέση χρησιµοποιείται για µήκη κύµατος m1÷mµ030=λ .  

Γενικά αν '
gN  και ''

gN  οι διαθλασιµότητες κατά την βαθµονόµηση του οργάνου 

και κατά την µέτρηση του µήκους )(kmL AB  αντίστοιχα, τότε η πρώτη διόρθωση 

της ταχύτητας 1C  δίνεται από τις σχέσεις: 

)NN(C ''
g

'
g1 -=  σε ppm  ή AB

''
g

'
g1 L)NN(C ⋅= -  σε mm              (3.33)     

• ∆εύτερη διόρθωση ταχύτητας  C2 

Στην προηγούµενη ενότητα για τον προσδιορισµό της πρώτης διόρθωσης 

ταχύτητας 1C , στην µέτρηση του µήκους ΑΒL  χρησιµοποιήθηκε ο µέσος όρος του 

δείκτη διάθλασης η µεταξύ των άκρων Α και Β. Αυτή η τιµή είναι προσεγγιστική, η 
ακριβέστερη τιµή του δείκτη διάθλασης εισάγει την δεύτερη διόρθωση ταχύτητας 

2C . Η 2C  είναι πάντοτε αφαιρετική και δίνεται από την επόµενη σχέση: 

2

3
AB2

2
R12

L
)kk(C

⋅
⋅= --                                             (3.34) 

όπου : k  ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης (ενότητα 4.13.2), ΑΒL  το µήκος 

που έχει µετρήσει το ηλεκτρονικό όργανο και R η µέση ακτίνα καµπυλότητας του 
ελλειψοειδούς αναφοράς κατά το µήκος της γραµµής ΑΒ, η οποία για τον Ελληνικό 

χώρο µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι της τάξης R ≈ 6371km. 

Η 2C  για µήκη τάξης µεγέθους των km15  και k≈0.16 είναι 2C ≈-1mm, εποµένως 

µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι αµελητέα για µήκη µικρότερα από αυτή.  

Με βάση τις διορθώσεις 1C  και 2C το τελικό µήκος '
ABS  που θα χρησιµοποιηθεί 

στις επόµενες γεωµετρικές αναγωγές δίνεται από την σχέση : 

21AB
'
AB CCLS ++=                                                (3.35) 
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3.5.6γ Γεωµετρικές αναγωγές 

Μετά τις διορθώσεις, που παρουσιάζονται στην προηγούµενη ενότητα, το µήκος 

που αρχικά µετρήθηκε έχει διορθωµένη τιµή '
ABS . Σε αυτό το µήκος, θα γίνουν οι 

αναγωγές που απαιτούνται, για να υπολογισθεί το µήκος AB'd  (σχ. 3.20) πάνω 

στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής ΕΕΠ, που είναι η επιφάνεια αναφοράς. Αυτές οι 
αναγωγές επειδή βασίζονται στη γεωµετρία λέγονται γεωµετρικές αναγωγές. 

• Αναγωγή του µήκους στην επιφάνεια αναφοράς 

Βασικό µέγεθος των γεωµετρικών αναγωγών είναι η ακτίνα καµπυλότητας R  του 

ΕΕΠ κατά την διεύθυνση της ευθείας πάνω στην οποία µετριέται το µήκος '
ABS . 

Έτσι αντικαθίσταται το ΕΕΠ µε µια σφαίρα ακτίνας καµπυλότητας R , η τιµή της 
οποίας δίνεται από την επόµενη σχέση: 

ΑcosΝΑsinρ

Νρ
R

22 ⋅+⋅

⋅
=                                             (3.36) 

όπου : ρ  η ακτίνα καµπυλότητας του ΕΕΠ κατά την τοµή του µεσηµβρινού, N η 

ακτίνα καµπυλότητας του ΕΕΠ κατά τοµή κάθετη µε την προηγούµενη, Α  το 
αζιµούθιο της διεύθυνση κατά την οποία µετριέται το µήκος. Οι ακτίνες 
καµπυλότητας ρ  και Ν ορίζονται στην ενότητα 1.3.3. 

Εκτός της R , όπως ορίσθηκε µε την προηγούµενη σχέση 3.36, κατά την µέτρηση 
του µήκους, σε µια περιοχή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και η µέση ακτίνα 

καµπυλότητας ΜR , η οποία ορίζεται από την σχέση: 

ΝρR Μ ⋅=                                                          (3.37) 

Στο GRS 80, που είναι το ΕΕΠ του Ελληνικού Γεωδαιτικού Συστήµατος Αναφοράς 
(ΕΓΣΑ ΄87), οι παράµετροι που το ορίζουν, µεγάλος ηµιάξονας και επιπλάτυνση  
έχουν τις αντίστοιχες τιµές: m000.6378137a = , m081819191.0e = . Από αυτές τις 

τιµές υπολογίζεται ότι ο µικρός ηµιάξονας έχει τιµή m314.6356752b = . Για τον 

Ελληνικό χώρο µε βάση τις παραµέτρους του GRS 80 και για µέσο γεωδαιτικό 

πλάτος η m6371000R M ≈ . 
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Σχήµα 3.20 Αναγωγή του µήκους 
'
ABS  στο µήκος 

'
ABd  της επιφάνειας αναφοράς 

  

Το µήκος '
ABS , λόγω της διάθλασης της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας στην 

ατµόσφαιρα, µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι τόξο κύκλου κέντρου Κ και ακτίνας r. 

Αυτό το µήκος ανάγεται στο κεκλιµένο µήκος ABS , όπως παρουσιάζεται στα 

επόµενα. 

Με βάση την γεωµετρία ισχύει: 

r2

S
sinr2S

2

φ
sinr2S

φrS

'
AB

ABAB

'
AB

⋅
⋅⋅=⇒⋅⋅=

⋅=
 

Αντικαθιστώντας το r ως συνάρτηση του συντελεστή γεωδαιτικής διάθλασης k  και 
της ακτίνας καµπυλότητας R ( k/Rr = ) και µετά από ανάπτυξη του ηµίτονου σε 

σειρά, κρατώντας τους δυο πρώτους όρους, η προηγούµενη σχέση 
µετασχηµατίζεται ως εξής : 

2

3
AB

'2

ΑΒAB
R24

Sk
'SS

⋅

⋅
−=                                                      (3.38) 

Η διόρθωση λόγω της διάθλασης δίνεται από την σχέση :  
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2

3
AB

'2

∆
R24

Sk
δ

⋅

⋅
−=                                                         (3.39) 

Αυτή η διόρθωση έχει νόηµα ( mm1δ∆ > ) για µήκη πάνω από 30km. 

Για την αναγωγή του µήκους ABS  στο µήκος της χορδής της επιφάνειας αναφοράς 

ABd  (σχ. 3.20), από τα τρίγωνα (Ο 'A 'B ) και (ΟΑ1Β1), εφαρµόζοντας τον νόµο των 

συνηµιτόνων µετά από πράξεις προκύπτει: 

)
R

ΥΣh
1()

R

ΥΟh
1(

)]ΥΟh()ΥΣh[(S
d

BA

2
AB

2
AB

AB +
+⋅

+
+

+−+−
=   ή                           (3.40) 

 

)
R

h
1()

R

h
1(

h∆S
d

'B'A

2
'B'A

2
AB

AB

+⋅+

−
=                                            (3.41) 

όπου : Ah , Bh  τα γεωµετρικά υψόµετρα στα σηµεία Α, Β αντίστοιχα, 

            ΥΟ, ΥΣ τα ύψη οργάνου και σκόπευσης αντίστοιχα.  

Έτσι ισχύει ΥΟhh A'A +=  και ΥΣhh B'B += . Η ακτίνα καµπυλότητας R κατά 

µήκος της γραµµής ΑΒ υπολογίζεται από τις σχέσεις 3.36 ή 3.37. 

Τα γεωµετρικά υψόµετρα h  υπολογίζονται από τα ορθοµετρικά υψόµετρα H  µε 
βάση την σχέση της υψοµετρίας h=H+N. Γι’ αυτό τον λόγο πρέπει να είναι γνωστό 
το υψόµετρο του γεωειδούς Ν στην περιοχή. Στη περίπτωση που το Ν δεν είναι 
γνωστό, είναι δυνατό να χρησιµοποιηθούν τα ορθοµετρικά υψόµετρα, εφόσον 

'B'A'B'A ∆Ηh∆ ≅  και οι όροι στον παρονοµαστή των σχέσεων 3.40 και 3.41 

διαφέρουν ελάχιστα. 

Η προηγούµενη σχέση 3.41 µπορεί να απλοποιηθεί περισσότερο αν θεωρηθεί το 

µέσο υψόµετρο µεταξύ των σηµείων µέτρησης, 
2

hh
h 'B'A

m
+

= , οπότε γίνεται: 

m

2
'B'A

2
AB

AB hR

h∆SR
d

+

−⋅
=                                                (3.42) 

Επειδή 'B'A'B'A ∆Ηh∆ ≅ , το φυσικό νόηµα της ποσότητας ( 2
'B'A

2
AB h∆S − ) στον 

αριθµητή της σχέσης 3.42 είναι ότι αυτή αποτελεί το µήκος µεταξύ των σηµείων 
'A και 'B , πάνω στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από το σηµείο 'A .  Αυτό το 

µήκος συµπίπτει, µε πολύ καλή προσέγγιση, µε  το µήκος ABD  µεταξύ των 

σηµείων Α και Β, πάνω στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από το σηµείο Α (σχ. 
3.20). Με βάση αυτή τη θεώρηση, µετασχηµατίζοντας την σχέση 3.42 τελικά 
ισχύει: 

m

ABAB

hR

D

R

d

+
=                                                     (3.43)                     
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Η προηγούµενη σχέση 3.43 δίνει την δυνατότητα, µε πολύ καλή προσέγγιση, να 

αναχθεί στη χορδή ABd , της επιφάνειας αναφοράς, το οριζόντιο µήκος ABD  

µεταξύ των σηµείων Α και Β, το οποίο προκύπτει από τις µετρήσεις που γίνονται 

στο ύπαιθρο (κεκλιµένο µήκος ABS  και κατακόρυφη γωνία ABZ ). Το µέσο 

υψόµετρο µεταξύ των σηµείων Α και Β, mh , αν δεν είναι δυνατό να υπολογισθεί, 

µπορεί να εκτιµηθεί από χάρτη. 

Το µήκος ABd  της χορδής της επιφάνειας αναφοράς ανάγεται στο µήκος '
ABd  

πάνω στην επιφάνεια αναφοράς ως εξής. 

Με βάση τη γεωµετρία (σχ. 3.20) προκύπτει: 

)
R2

d
arcsin(R2

2

ω
R2ωRd AB'

AB ⋅
⋅⋅=⋅⋅=⋅=  

Αναπτύσσοντας το )
R2

d
(arcsin AB

⋅
 σε σειρά και κρατώντας τους δυο πρώτους όρους, 

τελικά προκύπτει: 

2

3
AB

AB
'
AB

R24

d
dd

⋅
+=                                                   (3.44) 

Η διόρθωση λόγω της αναγωγής του µήκους στην επιφάνεια αναφοράς δίνεται 
από την σχέση: 

2

3
AB

ΕΑ
R24

d
δ

⋅
=                                                       (3.45) 

Η διόρθωση έχει νόηµα ( mm1δΕΑ > ), για µήκη πάνω από 10 km. 

• Αναγωγή του κεκλιµένου µήκους στο οριζόντιο επίπεδο 

Σε απλές τοπογραφικές εργασίες (π.χ. αποτυπώσεις γηπέδων για µεταβίβαση, 
αποτύπωση οικοπέδων για την έκδοση οικοδοµικών αδειών κλπ.), ή στις 
περιπτώσεις όπου χρησιµοποιείται αυθαίρετο τοπικό σύστηµα αναφοράς (π.χ. 
µελέτη της κινηµατικής συµπεριφοράς κτιρίου, γεωµετρική τεκµηρίωση 
αρχαιολογικών συνόλων κ.λπ.), η επιφάνεια αναφοράς είναι το οριζόντιο επίπεδο. 

Σε αυτές τις περιπτώσεις (σχ. 3.21) το µετρηµένο κεκλιµένο µήκος ABS  ανάγεται 

στο οριζόντιο µήκος ABD  µετρώντας την κατακόρυφη γωνία ABZ , µε βάση τη 

επόµενη σχέση που προκύπτει από το ορθογώνιο τρίγωνο ( ''B'B'A ). 

ABABAB ZsinSD ⋅=                                                   (3.46) 
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Σχήµα 3.21 Αναγωγή κεκλιµένου µήκους στο οριζόντιο επίπεδο 

 

Αν είναι γνωστά τα ορθοµετρικά υψόµετρα ΗΑ και ΗΒ, µετρώντας τα ΥΟ και ΥΣ,  

τότε ΥΟHH A'A +=  και ΥΣHH B'B += . Το οριζόντιο µήκος ABD  είναι δυνατό 

να υπολογισθεί από το πυθαγόρειο θεώρηµα: 

2
'B'A

2
ABAB ∆ΗSD −=                                            (3.47) 

Η διαφορά δ  του µήκους ABd  στην χορδή της επιφάνειας αναφοράς, που δίνεται 

από την σχέση 3.42, από το µήκος ABD , που υπολογίζεται από την προηγούµενη 

σχέση 3.47, προσδιορίζεται ως εξής: 

⇒
−

=
+

=
m

ΑΒΑΒ

m

ABAB

h

dD

hR

D

R

d
 

)hR(

hD
δ

m

mAB

+

⋅
=   ή  6

m

m 10
hR

h
δ ⋅

+
=  σε ppm                             (3.48) 

Έτσι για µέσο υψόµετρο m300hm ≈ , σε µήκη της τάξης των m100D AB ≈  

θεωρώντας ότι m6371000R = , η διαφορά δ mm5≈ . Εποµένως παρουσιάζεται 

σφάλµα που µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι µέσα στον θόρυβο των µετρήσεων.  

• Αναγωγή του µήκους στο προβολικό επίπεδο 

Το προηγούµενο µήκος '
ABd  ανάγεται στο µήκος 

πρ
ABD  πάνω στο προβολικό 

επίπεδο µε βάση τη σχέση : 

mdD '
AB

πρ
AB ⋅=                                                          (3.49) 

όπου : m  είναι ο συντελεστής παραµόρφωσης λόγω της προβολής, ο οποίος για 
την περιοχή της Αττικής έχει τιµή 9996.0m = . Ο συντελεστής m , για µήκη µέχρι 

20km ÷ 25km, δίνεται από την σχέση : 

62 10]400)5.0X(12311[1m −⋅−−⋅+=                                    (3.50) 

όπου : X  η τετµηµένη του µέσου της περιοχής των µετρήσεων σε Mm. 
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ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 

Ανακεφαλαιώνοντας παρουσιάζεται σε πίνακα η διαδοχή των διορθώσεων και  

αναγωγών, οι οποίες πρέπει να γίνονται σε ένα µήκος '
ΑΒL  που µετριέται στο 

ύπαιθρο, για να αναχθεί πάνω στο προβολικό επίπεδο (
πρ
ABD ). Σε αυτό το 

διάγραµµα γίνεται παραποµπή στις αντίστοιχες σχέσεις των διορθώσεων και 
αναγωγών.    
 

∆ιόρθωση λόγω σταθεράς του συστήµατος (C) Σχέση 
3.23 

∆ιόρθωση λόγω κυκλικού σφάλµατος (CC) Σχέση 
3.25 

∆
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∆ιόρθωση λόγω µεταβολής της συχνότητας διαµόρφωσης (δf) Σχέση 
3.26 

Μήκος fC
'
ABΑΒ δCLL ++=  

 

∆ιόρθωση λόγω µείωσης της ισχύος της ακτινοβολίας  

∆
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∆ιόρθωση ταχύτητας (πρώτη και δεύτερη) (C1, C2) Σχέσεις 

3.33,3.34 

Μήκος 21AB
'
AB CCLS ++=   

Αναγωγή του µήκους '
ABS  στην επιφάνεια αναφοράς ( '

ABd ) Σχέση 
3.44 

Γ
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έ
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Αναγωγή του µήκους '
ABd  στο προβολικό επίπεδο (

πρ
ABD ) Σχέση 

3.49 

Πίνακας 3.1 ∆ιορθώσεις και αναγωγές του µετρηµένου µήκους 
'
ABL  στο ύπαιθρο, στο µήκος 

πρ
ABD  πάνω στο προβολικό επίπεδο 

 

3.6 ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

Όπως είναι γνωστό, µε τους γεωδαιτικούς σταθµούς µετρώνται συγχρόνως 
οριζόντιες γωνίες και µήκη. Γι’ αυτό τον λόγο, αποκτά ουσιαστικό ενδιαφέρον η 
διερεύνηση της ακρίβειας των συγκεκριµένων µετρουµένων στοιχείων (γωνίες, 
µήκη) µε σκοπό, τόσο τον έλεγχο της ακρίβειας κάθε ενός µετρούµενου στοιχείου, 
όσο και τη σύγκριση των ακριβειών µεταξύ τους. 

Για να γίνει αυτό δυνατό, θα πρέπει τα σφάλµατα (γωνιακό και γραµµικό) να 
εκφρασθούν µε κοινό τρόπο, τόσο για τις µετρηµένες οριζόντιες γωνίες όσο και για 
τα µετρηµένα µήκη, στην ίδια διεύθυνση, έτσι ώστε να µπορούν να συγκριθούν. 
Αυτή η δυνατότητα επιτυγχάνεται µε την µετατροπή του γωνιακού σφάλµατος σε 
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γραµµική απόκλιση. Υπενθυµίζεται ότι το γραµµικό σφάλµα είναι ήδη γραµµική 
απόκλιση.   

Έτσι, για την περίπτωση της οριζόντιας γωνιακής ανάγνωσης στην διεύθυνση, το 
σφάλµα µετατρέπεται σε γραµµική απόκλιση κατά την οριζόντια έννοια, κάθετα 
στην διεύθυνση, πάνω στο οριζόντιο επίπεδο. Στη συνέχεια, αυτή η γραµµική 
απόκλιση µετατρέπεται σε αναλογικό σφάλµα, όπως επίσης σε αναλογικό σφάλµα 
µετατρέπεται και το γραµµικό σφάλµα, που είναι γραµµική απόκλιση στην ίδια 
διεύθυνση. 

Όπως φαίνεται και στο παράδειγµα που ακολουθεί, το αναλογικό σφάλµα του 
γωνιακού µεγέθους στην διεύθυνση, είναι το αντίστοιχο γωνιακό σφάλµα 
εκφρασµένο σε ακτίνια (rad). Εκφράζοντας τα παραπάνω αναλογικά σφάλµατα σε 
µέρη στο εκατοµµύριο (parts per million – p.p.m.), έχουµε την δυνατότητα να 
εκτιµήσουµε άµεσα την τάξη µεγέθους τους και να συγκρίνουµε την ακρίβεια 
µεταξύ των µετρηµένων µεγεθών  

 
Σχήµα 3.22. Αρµονική ακρίβεια 

Aν η τάξη µεγέθους των σφαλµάτων, εκφρασµένων σε p.p.m., είναι ίδια, τότε 
έχουµε αρµονική ακρίβεια (σχήµα 3.22). Αν η τάξη µεγέθους των σφαλµάτων 
είναι ίδια αλλά µεγάλη, τότε έχουµε µικρή αρµονική ακρίβεια. Αν η τάξη 
µεγέθους των σφαλµάτων είναι ίδια αλλά µικρή, τότε έχουµε µεγάλη αρµονική 
ακρίβεια. Τέλος, αν η τάξη µεγέθους των σφαλµάτων διαφέρει, τότε δεν 
υπάρχει αρµονική ακρίβεια µεταξύ των µετρηµένων µεγεθών (σχήµα 3.23).  
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Σχήµα 3.23  Σύγκριση ακρίβειας γωνιακού και γραµµικού µεγέθους 

Σχετικά µε την έκφραση των σφαλµάτων σε µέρη στο εκατοµµύριο (p.p.m.), θα 
πρέπει να επισηµάνουµε ότι, αν θεωρήσουµε ως µέρος το 1 mm, τότε το σφάλµα 
σε (p.p.m.) αντιπροσωπεύει (mm) στο 1 km. Πιο συγκεκριµένα, το σφάλµα στο 
µήκος της πλευράς σε (p.p.m.) αντιπροσωπεύει τα (mm) του σφάλµατος σε µήκος 
1 km κατά την διεύθυνση αυτής της πλευράς (π.χ. σφάλµα µήκους 15 ppm 
αντιπροσωπεύει σφάλµα 15mm στο 1km). Το σφάλµα της οριζόντιας γωνιακής 
ανάγνωσης σε µια διεύθυνση, όταν εκφράζεται σε (p.p.m.), αντιπροσωπεύει τα 
(mm) της γραµµικής απόκλισης, σε µήκος 1 km, κατά την κάθετη έννοια σε αυτή 
την διεύθυνση (π.χ. 30 p.p.m. σφάλµα γωνιακού µεγέθους σε µια διεύθυνση 
αντιπροσωπεύει γραµµική απόκλιση 30mm σε απόσταση 1km, κατά την κάθετη 
στη συγκεκριµένη διεύθυνση).       
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

• Για τον προσδιορισµό της σταθεράς C  ενός συστήµατος (όργανο + 
ανακλαστήρας) µετρήθηκε, µε το συγκεκριµένο σύστηµα, το οριζόντιο µήκος της 

βάσης ΑΒ, ΑΒD . Στη συνέχεια έγινε πύκνωση της βάσης ΑΒ µε τα σηµεία Γ, ∆, Ε, 

Ζ και µετρήθηκαν τα επόµενα οριζόντια µήκη µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα 
(Μέθοδος της πολλαπλής βάσης) (σχ. 3.24).  

 

 
Σχήµα 3.24 Βάση προσδιορισµού σταθεράς οργάνου – καταφώτου. 
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483.542m=DΑΒ             

397.284m=D

284.603m=D

162.571m=D

73.428m=D

ΑΖ

ΑΕ

Α∆

ΑΓ

                           

86.283m=D

198.971m=D

320.998m=D

410.123m=D

ΖΒ

ΕΒ

Β∆

ΒΓ

  

Η ακρίβεια της µέτρησης του συγκεκριµένου συστήµατος δίνεται από τον 

κατασκευαστή ότι είναι 2ppm)+±(3mm=σD . Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων 

είναι διορθωµένα από τις µετεωρολογικές συνθήκες και ανηγµένα στο οριζόντιο 
επίπεδο. Ζητείται να υπολογισθεί η στατιστικά σηµαντική σταθερά του 

συστήµατος C  και η τυπική της απόκλιση Cσ . 

Με βάση τις µετρήσεις που έγιναν, ισχύουν οι επόµενες ισότητες: 

m025.0C)C283.86()C284.397(C542.483

m022.0C)C961.198()C603.284(C542.483

m027.0C)C998.320()C571.162(C542.483

m019.0C)C133.410()C428.73(C542.483

-

-

-

-

=⇒+++=+

=⇒+++=+

=⇒+++=+

=⇒+++=+

 

Η σταθερά του συστήµατος υπολογίζεται ως ο µέσος όρος των προηγούµενων 
τιµών ως εξής: 

mm23m023.0
4

)025.0()022.0()027.0()019.0(
C --

----
==

+++
=  

Η ακρίβεια της µέτρησης υπολογίζεται από την σχέση που δίνεται από τον 

κατασκευαστή, έτσι mm3)4840.2(3σ 22
D ±=⋅+±= . Αν η προσδιοριζόµενη 

σταθερά του συστήµατος είναι µικρότερη από την ακρίβεια µέτρησης τότε η 
σταθερά βρίσκεται µέσα στον θόρυβο των µετρήσεων και θεωρείται ότι δεν είναι 
στατιστικά σηµαντική. 

Επειδή ισχύει mm3σmm23C D =>=  η εκτιµώµενη σταθερά C  είναι στατιστικά 

σηµαντική. Η αβεβαιότητα της υπολογίζεται µε βάση την σχέση που δίνεται στην 
ενότητα 1.2.4 ως εξής:  

)15(5

)023.0025.0()023.0022.0()023.0027.0()023.0019.0(
σ

2222

C -

----

⋅
+++++++

±=

άρα mm4.1σC ±=  

• Για τον προσδιορισµό της σταθεράς C  ενός συστήµατος (όργανο + 

ανακλαστήρας) µετρήθηκε το οριζόντιο µήκος της βάσης ΑΒ, ΑΒD , µε ένα όργανο 

πολύ υψηλής ακρίβειας (όργανο µηδενικής τάξης). Στη συνέχεια έγινε πύκνωση 
της βάσης ΑΒ µε τα σηµεία Γ, ∆, Ε, Ζ (σχ. 3.24) και µετρήθηκαν τα επόµενα 
οριζόντια µήκη µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα. 

m531.505DΑΒ =            

m288.408D

m603.295D

m561.173D

m428.84D

ΑΖ

ΑΕ

Α∆

ΑΓ

=

=

=

=

                            

m249.97D

m939.209D

m980.331D

m111.421D

ΖΒ

ΕΒ

Β∆

ΒΓ

=

=

=

=
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Η ακρίβεια της µέτρησης του ελεγχόµενου συστήµατος δίνεται από τον 

κατασκευαστή ότι είναι )ppm5mm5(σD +±= . Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων 

είναι διορθωµένα από τις µετεωρολογικές συνθήκες και ανηγµένα στο οριζόντιο 
επίπεδο. Ζητείται να υπολογισθεί η στατιστικά σηµαντική σταθερά του 

συστήµατος C  και η τυπική της απόκλιση Cσ . 

Με βάση τις µετρήσεις που έγιναν, είναι φανερό ότι ισχύουν οι επόµενες ισότητες: 

m003.0C)C249.97()C288.408(531.505

m006.0C)C939.209()C603.295(531.505

m005.0C)C980.331()C561.173(531.505

m004.0C)C111.421()C428.84(531.505

-

-

-

-

=⇒+++=

=⇒+++=

=⇒+++=

=⇒+++=

 

mm5m005.0
4

)003.0()006.0()005.0()004.0(
C --

----
==

+++
=  

Η ακρίβεια µέτρησης υπολογίζεται από την σχέση που δίνεται από τον 

κατασκευαστή ότι είναι mm6)506.05(5σ 22
D ±=⋅+±= . 

Επειδή ισχύει mm6σmm5C D =<=  η εκτιµώµενη σταθερά C  δεν είναι 

στατιστικά σηµαντική, άρα θεωρείται ότι 0=C . Εποµένως δεν έχει νόηµα ο 

υπολογισµός της τυπικής απόκλισης Cσ . 

 

• Για τον έλεγχο του κυκλικού σφάλµατος ενός συστήµατος (όργανο – 

ανακλαστήρας), ακρίβειας µέτρησης )ppm2mm3(σD +±= , µετρήθηκαν µε αυτό 

τα µήκη µε τιµές 'L . Τα ίδια µήκη µετρήθηκαν και µε όργανο µεγαλύτερης 

ακρίβειας µε αποτελέσµατα L. Οι τιµές L  και 'L  δίνονται στον επόµενο πίνακα. 

Να προσδιορισθεί η καµπύλη του κυκλικού σφάλµατος του συστήµατος. Με αυτό 

το σύστηµα µετρήθηκε το µήκος m192.682'L = , να υπολογισθεί η διόρθωση CC  

του µήκους λόγω του κυκλικού σφάλµατος. 

Με βάση τις µετρήσεις L’, L που έχουν γίνει, υπολογίζονται τα σφάλµατα L'Ly -= , 

τα οποία δίνονται στον επόµενο πίνακα. 
 

 L' (m) L (m) y (mm) 

40.002 40.0011 0.9 

42.008 41.9989 9.1 

45.003 45.0005 2.5 

45.999 46.0032 -4.2 

46.996 47.0006 -4.6 

47.995 47.9999 -4.9 

48.996 49.0002 -4.2 

50.005 50.0010 4.0 
Πίνακας 3.2 Μετρήσεις για τον προσδιορισµό του κυκλικού σφάλµατος 

 

Στη συνέχεια σχεδιάζεται η καµπύλη του κυκλικού σφάλµατος στο επίπεδο 'L )(m  

και y )(mm , η οποία δίνεται στο επόµενο διάγραµµα 3.1. 
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∆ιάγραµµα 3.1 Καµπύλη κυκλικού σφάλµατος 
 

Η καµπύλη του κυκλικού σφάλµατος του συστήµατος υπολογιζόµενη µε την 
µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων δίνεται από την σχέση : 

)'L
20

π4
sin(008.0002.0y ⋅⋅+=  

Από την προηγούµενη σχέση υπολογίζεται το σφάλµα για το µήκος m192.682'L = : 

m0099.0y)192.682
20

π4
sin(008.0002.0y =⇒⋅⋅+= . 

Με βάση το διάγραµµα 3.1, το κυκλικό σφάλµα του µήκους m192.682'L =  

προσδιορίζεται από το σφάλµα y , που αντιστοιχεί στο µήκος 

m192.2 )000.680192.682( −= , δηλαδή στο τµήµα του µετρηµένου µήκους 'L ,  

που βρίσκεται µέσα στο διάστηµα )2/λ,0( m . Με γραµµική παρεµβολή από το 

διάγραµµα 3.1 εκτιµάται ότι m009.0y = , τιµή που είναι παραπλήσια µε την 

υπολογιζόµενη από την προηγούµενη σχέση. 

Εποµένως η διόρθωση CC , λόγω του κυκλικού σφάλµατος, είναι τελικά 

m010.0CC -= . Η διόρθωση είναι στατιστικά σηµαντική αφού ισχύει: 

DC σ C > ≅0.003m. 

 

• Ένας γεωδαιτικός σταθµός, µε µήκος κύµατος φέρουσας υπέρυθρης 
ακτινοβολίας mµ85.0λ = , χρησιµοποιήθηκε για την µέτρηση του µήκους 

m4732358=L AB . . Το όργανο είχε βαθµονοµηθεί σε εργαστηριακές συνθήκες : 

θερµοκρασία ξηρού αέρα C12t 0=  και ατµοσφαιρική πίεση mbar1013P = . Κατά 

την διάρκεια της µέτρησης του µήκους τα µέσα µετεωρολογικά στοιχεία µεταξύ 

των σηµείων Α και Β εκτιµήθηκαν ότι ήταν : θερµοκρασία ξηρού αέρα C30=t 0 , 

θερµοκρασία υγρού αέρα C25t 0
W =  και ατµοσφαιρική πίεση mbar1030P = . 

∆ίνεται ο συντελεστής διάθλασης k=0.16. 
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Να υπολογισθεί η πρώτη διόρθωση ταχύτητας 1C  και να συγκριθεί µε αυτή που 

προκύπτει από το νοµογράφηµα που δίνει ο κατασκευαστής. Να υπολογισθεί η 

δεύτερη διόρθωση ταχύτητας 2C . Να υπολογισθεί το τελικά διορθωµένο µήκος 

'
ABS . 

Υπολογίζεται η πίεση των υδρατµών e  : 

0.7857
237.3t

t7.5
loge

W

W
S +

+

⋅
= ï 7857.0

3.23725

255.7
elog S +

+
⋅

= ï mbar66.31eS =  

)tt(P000662.0ee WS -- ⋅⋅= ï )2530(1030000662.066.31e -- ⋅⋅= ï

mbar25.28e =  

Υπολογίζεται η διαθλασιµότητα gN  για κανονικές συνθήκες ατµόσφαιρας: 

497.294N

85.0

0136.05

85.0

6288.13
604.287N

λ

0136.05

λ

6288.13
604.287N

g

42g42g

=

⋅
+

⋅
+=⇒

⋅
+

⋅
+=

 

Υπολογίζονται οι διαθλασιµότητες '
gN  και ''

gN  για τις συνθήκες βαθµονόµησης 

του οργάνου και µέτρησης του µήκους αντίστοιχα: 

57.280N
1215.273

25.2802.15

1215.273

10132696.0497.294
N

T

eV

T

PQN
N '

g
'
g

g'
g =⇒

+
⋅

−
+

⋅⋅
=⇒

⋅
−

⋅⋅
=

36.268N
3015.273

25.2802.15

3015.273

10302696.0497.294
N

T

e.V

T

PQN
N ''

g
''
g

g''
g =⇒

+
⋅

−
+

⋅⋅
=⇒−

⋅⋅
=

 

Τελικά ppm21.1236.26857.280C1 =−=  ή mm8.28C1 = . 

Από το αντίστοιχο νοµογράφηµα του κατασκευαστή προσδιορίζεται η 

ppm5.12C1 = , η οποία ελάχιστα διαφέρει από την υπολογιζόµενη. 

 

Υπολογίζεται η δεύτερη διόρθωση ταχύτητας : 

mm0036.0C
637100012

473.2358
)16.016.0(C

R12

L
)kk(C 22

3
2

22

3
AB2

2 −=⇒
⋅

⋅−−=⇒
⋅

⋅−−=

Εποµένως αυτή η διόρθωση είναι αµελητέα. 

Υπολογίζεται το τελικά διορθωµένο µήκος: 

 m502.23580288.0473.2358S'
AB =+=  

 
• Με το σύστηµα δορυφορικού εντοπισµού GPS µετρήθηκε µια βάση από το 
τριγωνοµετρικό σηµείο «Λαµπαδάριος» στο σηµείο «∆ροσιά», όπως φαίνεται στο 
σχήµα (3.25). Οι συντεταγµένες της βάσης στο WGS84 υπολογίσθηκαν 

m821.11208X∆ −= , m974.2882Y∆ =  και m532.11909Z∆ = . Τα γεωµετρικά 

υψόµετρα των σηµείων προσδιορίσθηκαν m890.215h Λ =  και m235.388h∆ = . 

Τα ύψη κεραίας στα σηµεία µετρήθηκαν m252.0KΥ Λ =  µέχρι τη στέψη του 



 142 

βάθρου και m534.1KΥ ∆ =  µέχρι το έδαφος. Να προσδιορισθεί το µήκος της 

βάσης 
πρ
Λ∆D  στο προβολικό επίπεδο. 

 
Σχήµα 3.25 Μέτρηση της βάσης «Λαµπαδάριος» - «∆ροσιά» (Λ-∆) 

 

Υπολογισµός του κεκλιµένου µήκους 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα υπολογίζεται απευθείας το κεκλιµένο µήκος, το 
οποίο είναι φανερό ότι δεν διορθώνεται από διάθλαση.  

m811.16606S

)532.11909()974.2882()821.11208(Z∆Y∆X∆S

Λ∆

222222
Λ∆

=

⇒++−=++=
 

Υπολογισµός της ακτίνας R 

Από χάρτη εκτιµάται το µέσο φ µεταξύ των σηµείων µέτρησης '0338φ o= , οπότε: 

m875.6359683ρ
)φsine1(

)e1(a
ρ

2/322

2

=⇒
⋅−

−⋅
=  

m625.6386262Ν
)φsine1(

a
Ν

2/122
=⇒

⋅−
=  

m394.6372959RΝρR =⇒⋅=  

Υπολογισµός του µήκους Λ∆d  της χορδής της επιφάνειας αναφοράς 

Από την σχέση 3.40 προκύπτει: 
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m114.16605d

)
394.6372959

534.1235.388
1()

394.6372959

252.0890.215
1(

)]252.0890.215()534.1235.388[(811.16606
d

)
R

KΥh
1()

R

KΥh
1(

)]ΥΚh()ΥΚh[(S
d

Λ∆

22

Λ∆

∆∆ΛΛ

2
ΛΛ∆∆

2
Λ∆

Λ∆

=

⇒
+

+⋅
+

+

+−+−
=

⇒
+

+⋅
+

+

+−+−
=

 

Υπολογισµός του µήκους '
Λ∆d  στην επιφάνεια αναφοράς 

Από τη σχέση 3.44 προκύπτει: 

m119.16605d

394.637295924

114.16605
114.16605d

R24

d
dd

'
Λ∆

2

3
'
Λ∆2

Λ∆
3

Λ∆
'
Λ∆

=

⋅
+=⇒+=

  

Υπολογισµός του µήκους 
πρ
Λ∆D  στην επιφάνεια προβολής  

Από την σχέση 3.49 προκύπτει: 

m477.16598119.166059996.0D
πρ
Λ∆ =×=  

 
Αν χρησιµοποιηθεί η προσεγγιστική σχέση 3.45 για τον υπολογισµό του µήκους  
στην επιφάνεια αναφοράς προκύπτει: 

m303h956.302h
2

)534.1235.388()252.0890.215(
h mmm ≈⇒=⇒

+++
=  

Για τον υπολογισµό του µήκους πάνω στο οριζόντιο επίπεδο, που περνά από το 
σηµείο 'Λ , ισχύει: 

m903.16605D

)]252.0890.215()534.1235.388[(811.16606Dh∆SD

Λ∆

22
Λ∆

2
'∆'Λ

2
Λ∆Λ∆

=

⇒+−+−=⇒−=

 

Για τον υπολογισµό του µήκους στη χορδή της επιφάνειας αναφοράς ισχύει: 

m114.16605d

303394.6372959

903.16605394.6372959
d

hR

DR
d

Λ∆

Λ∆
m

Λ∆
Λ∆

=

⇒
+

×
=⇒

+

⋅
=

 

 

Παρατηρείται ότι το προηγούµενο µήκος που υπολογίζεται µε την προσεγγιστική 
σχέση 3.45, ταυτίζεται µε το αντίστοιχο µήκος στην χορδή που υπολογίζεται από 
την σχέση 3.41. Επίσης παρατηρείται ότι αυτό το µήκος, διαφέρει µόνο mm5  ή 

ppm3.0  από το µήκος στην επιφάνεια αναφοράς. Εποµένως είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθεί η προσεγγιστική σχέση 3.45 για τον υπολογισµό του µήκους απ’ 
ευθείας πάνω στην επιφάνεια αναφοράς. 



 144 

• Μήκος ΑΒ τάξης 700m µετρήθηκε µε όργανο ακρίβειας – σύµφωνα µε τον 
κατασκευαστή  ±(5mm+5ppm). Να  εκφρασθεί η ακρίβεια στη µέτρηση του 
µήκους σε αναλογική µορφή και σε ppm. Στη συνέχεια να συγκριθεί µε το γωνιακό 

σφάλµα στη διεύθυνση ΑΒ το οποίο εκτιµήθηκε 
cc

α 10σ ±= . 

Η ακρίβεια Dσ στη µέτρηση του µήκους ΑΒ είναι : 

( ) mm6
1000000

700000
5mm5σ

2
2

D ±=






 ⋅+±=  

Η ακρίβεια αυτή εκφρασµένη σε αναλογική µορφή είναι : 

100000

1
00001.0

700000

6

D

σD ≅== , ενώ εκφρασµένη σε p.p.m. είναι : 

.m.p.p1010
700000

6

D

σ 6D ≅⋅=  

Η γραµµική απόκλιση d κάθετα στη διεύθυνση ΑΒ εξαιτίας του γωνιακού 

σφάλµατος cc
α 10σ ±=  είναι :  

( ) .mm11σtanDd aΑΒ =⋅=   

Η απόκλιση αυτή εκφρασµένη σε αναλογική µορφή και στη συνέχεια σε p.p.m. 
είναι : 

( ) .m.p.p16rad106.1
ρ

σ
σσtan

D

d 5
cc

cc
αrad

αa
ΑΒ

=⋅==≅= −  

Από τη σύγκριση των δυο σφαλµάτων (γωνιακού και γραµµικού) εκφρασµένων σε 
p.p.m. διαπιστώνεται ότι δεν υπάρχει αρµονική ακρίβεια, αφού :  

.m.p.p16.m.p.p10 〈  

 
• Για τον υπολογισµό των συντεταγµένων των σηµείων Β, Γ από γνωστό σηµείο 
Α πρόκειται να µετρηθούν τα µήκη ΑΒ και ΒΓ (τάξης µεγέθους 300m) καθώς και η 
οριζόντια γωνία ΑΒΓ σε δύο πλήρεις περιόδους (n = 2). Οι µετρήσεις πρόκειται να 
γίνουν µε Γεωδαιτικό Σταθµό µε τα εξής χαρακτηριστικά (σύµφωνα µε τον 
κατασκευαστή): 
Ακρίβεια στη µέτρηση µηκών : ±(3mm + 2ppm) 
Μεγέθυνση M = 30Χ 
Ευαισθησία αεροστάθµης 60cc 

Απόδοση 15 cc 

Εκτιµάται ότι η αβεβαιότητα στην κέντρωση των στόχων στα Α και Γ καθώς και  
στην κέντρωση του οργάνου στην κορυφή Β θα είναι της τάξης των ±3mm, ενώ οι 
κατακόρυφες γωνίες προς τα Α και Γ είναι της τάξης ΖΒΑ = 95 g και ΖΒΓ = 110 g.  
Να διερευνηθεί αν υπάρχει αρµονική ακρίβεια στη µέτρηση των γραµµικών και 
γωνιακών µεγεθών. 
 
Η ακρίβεια στη µέτρηση των πλευρών ΑΒ και ΒΓ είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) mm23.023100000030000023σσ 2222
ΒΓΑΒ ±=⋅+=⋅+±== . Η 

ακρίβεια αυτή εκφρασµένη σε p.p.m. είναι : 

ppm710
mm300000

mm2
10

)mm(D

)mm(σ
σ 66D

ppm,D ≅⋅=⋅=  
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Από τις σχέσεις (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) και (2.27) υπολογίζεται η ακρίβεια 

ΑΒΓσ  στη µέτρηση της οριζόντιας γωνίας : 

2
β

2
β

2
β

2
βΑΒΓ

rPLC
σσσσσ +++±= , όπου : 

ccccccC
β 13ρ

300000

32
ρ

D

σ2
σ

C
±=⋅

⋅
±=⋅

⋅
±= , 

cc
ΓB

2
BA

2cc
β 2ΖcotΖcotε2.0σ

L
±=+⋅⋅±= , 

cc
cc

P
β 4

230

150

n

σ
σ

P
±≅

⋅
±=±= , και 

cc
cc

r
β 27

2

155.2

n

σ
σ

r
±≅

⋅
±=±= . 

Αρα : ( ) ( ) ( ) ( ) cc22222
β

2
β

2
β

2
βΑΒΓ 30274213σσσσσ

rPLC
±=+++±=+++±=  

 
Για να ελεγχθεί η ύπαρξη ή µη αρµονικής ακρίβειας πρέπει να υπολογισθεί η 
ακρίβεια σε κάθε µια από τις δύο σκοπευόµενες διευθύνσεις. ∆εδοµένου ότι η 
οριζόντια γωνία ΑΒΓ προκύπτει σαν διαφορά δύο διευθύνσεων, ισχύει : 

2
ΒΓ

2
ΒΑ

2
ΑΒΓ σσσ +=   

όπου : ΒΑσ , ΒΓσ  η γωνιακή ακρίβεια σε κάθε µια από τις δύο σκοπευόµενες 
διευθύνσεις ΒΑ, ΒΓ.  

∆εδοµένου ότι τα µήκη ΑΒ και ΒΓ είναι ίσα, ισχύει  ΒΑσ  = ΒΓσ , οπότε : 

cc
ΒΑ

cc
ΑΒΓ

ΒΑΒΑΑΒΓ
2
ΒΑΑΒΓ 21σ

2

30

2

σ
σ2σσσ2σ ±=⇒±=±=⇒⋅±=⇒⋅±= . 

Η ακρίβεια ΒΑσ εκφρασµένη σε rad είναι : 

rad1030.3
ρ

σ
σ 5

cc

cc
ΒΑrad

ΒΑ
−⋅±=±= , ενώ εκφρασµένη σε p.p.m. είναι : 

( ) ppm33101030.3σ 65
ppm,ΒΑ =⋅⋅= −  

Εποµένως δεν υπάρχει αρµονική ακρίβεια στη µέτρηση των γραµµικών και 
γωνιακών µεγεθών αφού : 

ppm33σppm7σ ppm,ΒΑppm,D =〈=  

Για να υπάρχει αρµονική ακρίβεια θα πρέπει ppm,BAppm,D σσ = . Επειδή δε, όπως 

αναφέρθηκε παραπάνω επιδιώκεται η αρµονική ακρίβεια να είναι όσο το δυνατόν 

πιο µικρή θα πρέπει ppm7σσ ppm,BAppm,D ==  και όχι 

ppm33σσ ppm,BAppm,D == . Από την ισότητα αυτή µπορούµε να εκτιµήσουµε την 

ακρίβεια µε την οποία πρέπει να µετρηθεί η οριζόντια γωνία έτσι ώστε να 
επιτυγχάνεται η απαίτηση σε αρµονική ακρίβεια. Έτσι : 

cccc
ΒΑ

cc6cc
ΒΑ

6rad
ΒΑΒΑ 5σρ)107(σ107σppm7σ ±≅⇒⋅⋅±=⇒⋅±=⇒= −− και  

cccc
ΑΒΓΒΑΑΒΓ 725σ2σσ ±=⋅±=⇒⋅±= . 
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3.7 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
1. Μία µετροταινία µήκους 50m βαθµονοµηµένη σε τάση 50Ν χρησιµοποιήθηκε 
για την µέτρηση ενός µήκους σε τρία διαδοχικά βήµατα ως εξής: 
  
 
 
 
 
 
 
 

Ζητείται να υπολογισθεί η συνολική διόρθωση λόγω διαφοράς από την τάση 
ελέγχου.  ∆ίνονται: 

1. το βάρος της µετροταινίας ανά µονάδα µήκους w=0.03kg/m 
2. η πυκνότητα του ατσαλιού ρ=7690kg/m3 
3. το µέτρο ελαστικότητας για το ατσάλι Ε=20×104Ν/mm2 

 (Απάντηση:  δΤ= 0.0013m) 

2.  Αναφορικά µε τα είδη και χαρακτηριστικά των πλαστικών και µεταλλικών 
µετροταινιών να απαντήσετε στα επόµενα: 
(α) Σε ποια µήκη συνήθως διατίθενται και τι υποδιαιρέσεις φέρουν; 
(β) ∆ώστε µια τάξη µεγέθους της ακρίβειας που µπορεί να επιτευχθεί για κάθε 
κατηγορία µετροταινιών. 
(γ) Αναφέρατε δύο βασικές κατηγορίες εφαρµογών για τις οποίες η χρήση 
µεταλλικών µετροταινιών συνίσταται έναντι των πλαστικών µετροταινιών. 

3.  Οι µετρήσεις µηκών µε µετροταινία υπόκεινται σε τυχαία, συστηµατικά και 
χονδροειδή σφάλµατα.  Για κάθε µία από αυτές τις κατηγορίες να αναφέρετε τρεις 
βασικές αιτίες που µπορεί να προκαλέσουν αντίστοιχα σφάλµατα.  Αιτιολογείστε 
την απάντησή σας. 

4.  Ένα µήκος της τάξης των 120m που µετρήθηκε µε µετροταινία σε περιοχή µε 
µέσο υψόµετρο 700m.  Εάν ο συντελεστής χαρτογραφικής παραµόρφωσης στην 
περιοχή των µετρήσεων είναι 0.9998 να υπολογισθούν οι απαιτούµενες αναγωγές 
λόγω ΜΣΘ και λόγω χαρτογραφικής απεικόνισης.  Ποια από τις δύο είναι 
µεγαλύτερη; 

5. Ποια είναι η βασική αρχή λειτουργίας των οργάνων µέτρησης µηκών µε 
ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. Να αναφερθούν τα είδη των οργάνων µέτρησης 
µηκών µε ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. 

6. Να αναφερθούν τα πλεονεκτήµατα των ολοκληρωµένων γεωδαιτικών σταθµών. 

7. Που οφείλονται οι διορθώσεις, που πρέπει να γίνουν στα µήκη που µετρούνται 
µε ηλεκτροµαγνητικά όργανα, λόγω της σταθεράς του συστήµατος όργανο - 
κατάφωτο και λόγω του κυκλικού σφάλµατος. 

8. Ποιες είναι οι γεωµετρικές αναγωγές που πρέπει να γίνουν στα µήκη που 
µετρούνται στο ύπαιθρο. Ποιες από αυτές είναι αναγκαίες να γίνουν όταν το 
σύστηµα αναφοράς είναι αυθαίρετο.  

9. Για τον προσδιορισµό της σταθεράς C ενός συστήµατος, µε ακρίβεια µέτρησης 

µήκους )ppm3mm2(σD +±= , µετρήθηκε το µήκος DAB της βάσης ΑΒ µε το 

συγκεκριµένο σύστηµα. Στη συνέχεια µε το ίδιο σύστηµα µετρήθηκαν τα µήκη που 

τµήµα 
(α/α) 

µετρηµένο 
µήκος 

(m) 

εφαρµοζόµενη 
τάση 
(N) 

1 22.980 60 
2 20.880 58 
3 31.458 72 
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ορίζονται από τις πυκνώσεις της ευθυγραµµίας ΑΒ µε τα σηµεία Γ, ∆ και Ε, όπως 
δίνονται: 

DAB=385.671m 
                                        DAΓ=84.524m                DΒΓ=301.135m 
                                        DA∆=156.615m               DΒ∆=229.046m 
                                        DAΕ=293.753m              DΒΕ=91.905m 

Αν το µήκος DAB της βάσης ΑΒ, έχει µετρηθεί µε ένα όργανο µηδενικής τάξης και 
έχει προσδιορισθεί ότι είναι DAB=385.687m, να υπολογισθεί η σταθερά του ίδιου 
συστήµατος και να συγκριθεί µε την προηγούµενη, αν είναι στατιστικά 
διαφορετική.  

(Απάντηση: 0.012m, 0.014m). 

10. Με ολοκληρωµένο γεωδαιτικό σταθµό µετρήθηκε το κεκλιµένο µήκος της 
πλευράς ΑΒ. Αφού έγιναν οι διορθώσεις, λόγω του συστήµατος όργανο - 

κατάφωτο και της ατµόσφαιρας, υπολογίσθηκε ότι m527.6357'S AB = . Να 

υπολογισθεί το µήκος της πλευράς ΑΒ πάνω: στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από 
το σηµείο Α, στην επιφάνεια αναφοράς, στην επιφάνεια προβολής, στην 
χωροσταθµική επιφάνεια που περνά από το σηµείο Α και στην χωροσταθµική 
επιφάνεια που περνά από το σηµείο Β.  

Μετρήθηκαν: ΖΑΒ=96.5423g, ΥΟ=1.650m, ΥΣ=1.450m, ΗΑ=562.320m 

∆ίνονται: R=6371km, m=1.000102, k=0.17 

(Απάντηση:6348.152m, 6347.389m, 6348.037m, 6347.949m, 6348.293m)  
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4. ΥΨΟΜΕΤΡΙΑ 

 

4.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Η θέση ενός σηµείου στο χώρο ορίζεται  µε τις συντεταγµένες του (Χ, Υ, Ζ) ως 
προς ένα τρισορθογώνιο καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς. Συνηθέστερα όµως η 
θέση ενός σηµείου στο χώρο ορίζεται µε τις συντεταγµένες του πάνω σε µια 
επιφάνεια αναφοράς (γεωγραφικές ή γεωδαιτικές συντεταγµένες) ή στο 
προβολικό επίπεδο µιας χαρτογραφικής απεικόνισης (ορθογώνιες συντεταγµένες 
χ, y) και την απόσταση του σηµείου από την επιφάνεια αναφοράς.  

O προσδιορισµός της απόστασης σηµείων της Φυσικής Γήινης Επιφάνειας (ΦΓΕ) ή 
τεχνικών έργων από µια επιφάνεια αναφοράς αποτελεί το αντικείµενο της 
υψοµετρίας.  

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι µέθοδοι και τα όργανα που 
χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό υψοµέτρων και υψοµετρικών διαφορών. 

 

4.2 ΟΡΙΣΜΟΙ 

Υψόµετρο σηµείου ονοµάζεται η απόστασή του από µια επιφάνεια αναφοράς.  

Αν η επιφάνεια αναφοράς είναι ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής (ελλειψοειδές 
αναφοράς), το υψόµετρο ονοµάζεται γεωµετρικό ( h ) και η απόσταση µετριέται 
κατά µήκος της κάθετης από το σηµείο προς το ελλειψοειδές (σχ. 4.1). Σήµερα τα 
γεωµετρικά υψόµετρα προσδιορίζονται, συνήθως, από παρατηρήσεις σε τεχνητούς 
δορυφόρους (π.χ. σύστηµα GPS).  

Αν η επιφάνεια αναφοράς είναι το γεωειδές το υψόµετρο ονοµάζεται ορθοµετρικό  
(Η) και η απόσταση µετριέται κατά µήκος της κατακορύφου. Η κατακόρυφος 
ταυτίζεται µε τη διεύθυνση του διανύσµατος της βαρύτητας που περνά από το 
σηµείο και είναι κάθετη στο γεωειδές (σχ. 4.1). Ορθοµετρικά υψόµετρα ή 
σωστότερα ορθοµετρικές υψοµετρικές διαφορές µετρώνται ή προσδιορίζονται µε 
τα συνήθη τοπογραφικά όργανα.  

Τέλος, αν επιλεγεί αυθαίρετα ένα οριζόντιο επίπεδο ως επιφάνεια αναφοράς το 
υψόµετρο του σηµείου ονοµάζεται σχετικό και η απόσταση µετράται κατά µήκος 
της κάθετης από το σηµείο προς το επίπεδο. 
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Σχήµα 4.1 Ορθοµετρικό – γεωµετρικό υψόµετρο 

 

Οι δύο επιφάνειες (γεωειδές – ελλειψοειδές) δεν είναι µεταξύ τους παράλληλες. 
Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να µην  ταυτίζονται η κατακόρυφος και η κάθετη από 
το σηµείο  αλλά να σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία ϑ  που ονοµάζεται απόκλιση 
της κατακορύφου. Η απόκλιση της κατακορύφου είναι διανυσµατικό µέγεθος µε 
συνιστώσες ξ (στη διεύθυνση βορρά – νότου) και η  (στη διεύθυνση ανατολής – 

δύσης).   

Το γεωµετρικό και το ορθοµετρικό υψόµετρο ενός σηµείου συνδέονται µεταξύ 
τους µε την ακόλουθη βασική σχέση : 

N+= Hh                                                                   (4.1) 

όπου N  : το υψόµετρο του γεωειδούς ως προς το ελλειψοειδές αναφοράς.  

Τα γεωµετρικά υψόµετρα εξαρτώνται από το ελλειψοειδές εκ περιστροφής που 
επιλέγεται ως επιφάνεια αναφοράς και εποµένως δεν είναι µονοσήµαντα 
ορισµένα. Επιπλέον, η κάθετη στο ελλειψοειδές δεν είναι άµεσα υλοποιήσιµη σε 
αντίθεση µε την κατακόρυφο που υλοποιείται από όλα τα τοπογραφικά όργανα. 
Έτσι τα γεωµετρικά υψόµετρα δεν είναι εύχρηστα και δεν µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν στις συνήθεις τοπογραφικές εφαρµογές. Με τα συµβατικά 
τοπογραφικά όργανα µετρώνται ή προσδιορίζονται ορθοµετρικές υψοµετρικές 
διαφορές, η διεύθυνση της κατακορύφου υλοποιείται άµεσα, ενώ το γεωειδές στην 
πράξη προσεγγίζεται µε µια άµεσα αντιληπτή επιφάνεια, τη µέση στάθµη της 
θάλασσας Τα ορθοµετρικά υψόµετρα είναι εποµένως εκείνα που 
χρησιµοποιούνται σε όλες τις τρέχουσες τοπογραφικές εργασίες. Τα υψόµετρα 
αυτά ονοµάζονται και απόλυτα. 
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Υψοµετρική διαφορά µεταξύ δύο σηµείων Α, Β ονοµάζεται η διαφορά των 
υψοµέτρων τους:  

ABAB HHH −=∆  ή Ahhh −=∆ ΒΑΒ                                          (4.2) 

και αντίστοιχα :  

BABA HHH −=∆  ή   ΒΑΒΑ −=∆ hhh                                       (4.3) 

Φυσικά ισχύει και : 

( ) ( ) ABABAABBABAB NHNHNHhhh ∆+∆=+−+=−=∆                          (4.4) 

Από τις παραπάνω σχέσεις διαπιστώνεται ότι : 

• αν το σηµείο Β είναι ψηλότερα από το σηµείο Α ( AB HH 〉 ), η υψοµετρική 

διαφορά ABH∆  είναι θετική ενώ στην αντίθετη περίπτωση ( AB HH 〈 ), η 

υψοµετρική διαφορά είναι αρνητική, δηλ. οι υψοµετρικές διαφορές είναι 
προσηµασµένοι αριθµοί. 

• Οι υψοµετρικές διαφορές ABH∆  και BAH∆  είναι αριθµοί ίσοι κατ΄ απόλυτη 

τιµή µε αντίθετα πρόσηµα ( BAAB HH ∆=∆ ). 

• Το υψόµετρο του σηµείου Β µπορεί να προσδιορισθεί αν είναι γνωστό το 
υψόµετρο του σηµείου Α και µετρηθεί ή προσδιορισθεί η υψοµετρική διαφορά 

ABH∆  : 

ABAB HHH ∆+=                                                                  (4.5) 

 

4.3  ΜΕΣΗ ΣΤΑΘΜΗ ΤΗΣ ΘΑΛΑΣΣΑΣ (ΜΣΘ) 

Επιφάνεια αναφοράς των ορθοµετρικών υψοµέτρων είναι το γεωειδές (ενότητα 
1.3.2α). Επειδή το γεωειδές είναι µια πολύ ανώµαλη επιφάνεια που δεν 
περιγράφεται µε κλειστές αναλυτικές σχέσεις, στην πράξη υλοποιείται από την 

Μέση Στάθµη της Θάλασσας (ΜΣΘ) µε ακρίβεια της τάξης του ±1m για ολόκληρη 
τη γη. Ο προσδιορισµός της ΜΣΘ γίνεται αφού ληφθούν υπόψη (και 
ελαχιστοποιηθούν) οι επιδράσεις των παλιρροιών, των θαλάσσιων ρευµάτων και 
κυµατισµών, των µεταβολών της ατµοσφαιρικής πίεσης, των διαφορών στην 
πυκνότητα του θαλάσσιου νερού, της τήξης των παγετώνων, των τεκτονικών 
κινήσεων του φλοιού της γης  κ.λπ.  

Ο προσδιορισµός της ΜΣΘ, δηλ. της χωροσταθµικής επιφάνειας µε µηδενικό 
υψόµετρο, γίνεται µετά από µακροχρόνιες καταγραφές των διακυµάνσεών της (20 
ή και 30 ετών), µε ειδικά όργανα τους παλιρροιογράφους (Εικόνα 4.1). Οι 
µεταβολές της στάθµης της θάλασσας καταγράφονται (σήµερα ψηφιακά) ως προς 
ένα σηµείο αναφοράς, το µηδέν του παλιρροιογράφου, και µετά από την απαλοιφή 
των διάφορων επιδράσεων προσδιορίζεται η ΜΣΘ ως προς το µηδέν του 
παλιρροιογράφου. Από την ανάλυση των καταγραφών των παλιρροιογράφων που 
είναι εγκαταστηµένοι σε διάφορα σηµεία µιας χώρας προσδιορίζονται οι 
µεταβολές της ΜΣΘ ως προς ένα παλιρροιογράφο αναφοράς.  

Η ΜΣΘ µπορεί να προσδιορισθεί µε ακρίβεια µερικών δεκάτων του µέτρου και µε 
τη χρήση του παλιρροιόµετρου (Εικόνα 4.2). Το παλιρροιόµετρο είναι ένας 
διαιρεµένος πήχυς ο οποίος πακτώνεται σε σταθερό και προστατευµένο από τους 
κυµατισµούς µέρος, έτσι ώστε τµήµα των υποδιαιρέσεων του να είναι βυθισµένο 
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µέσα στο νερό. Με την καταγραφή των µεταβολών της στάθµης της θάλασσας ανά 
τακτά χρονικά διαστήµατα (π.χ. ανά µία ώρα) για µερικά 24ωρα προσδιορίζεται η 
ΜΣΘ για την περιοχή µε µια ακρίβεια, που όπως προαναφέρθηκε,  φθάνει στην 
καλύτερη περίπτωση τα µερικά δέκατα του µέτρου. Στη συνέχεια προσδιορίζεται 
το υψόµετρο, ως προς την υπολογισµένη ΜΣΘ, µιας κατάλληλα επιλεγµένης 
υποδιαίρεσης του πήχυ.  

 
           Εικόνα 4.1 Παλιρροιογράφος                                     Εικόνα 4.2 Παλιρροιόµετρο 
 

Σήµερα, η ΜΣΘ προσδιορίζεται σε παγκόσµιο επίπεδο µέσω της δορυφορικής 
αλτιµετρίας. Χρησιµοποιώντας ειδικούς δορυφόρους, εξοπλισµένους µε 
δορυφορικά αλτίµετρα (ειδικά όργανα ραντάρ) προσδιορίζεται κάθε φορά η 
απόσταση του δορυφόρου από τη στιγµιαία επιφάνεια της θάλασσας. 
Χρησιµοποιώντας επαναλαµβανόµενες µετρήσεις µε χρονικό εύρος µερικά έτη, 
προσδιορίζεται τελικά η ΜΣΘ ως ο µέσος όρος των µετρήσεων στο αντίστοιχο 
χρονικό διάστηµα. 

 

4.4 Ι∆ΡΥΣΗ ΥΨΟΜΕΤΡΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΑΝΑΦΟΡΑΣ 

Αφού ορισθεί η επιφάνεια αναφοράς των υψοµέτρων, ιδρύεται, και στη συνέχεια 
υλοποιείται, το Υψοµετρικό Σύστηµα Αναφοράς.  

Σε µικρή απόσταση από τον παλιρροιογράφο αναφοράς, σε ασφαλή και σταθερή 
θέση, ιδρύεται (υλοποιείται) ένα βασικό σηµείο αναφοράς R του οποίου η θέση 
προσδιορίζεται υψοµετρικά ως προς το µηδέν του παλιρροιογράφου, µετράται 

δηλ. µε µεγάλη ακρίβεια η υψοµετρική διαφορά τους R.H −ρπαλιρροιογ∆  (σχ. 4.2). 

Προσθέτοντας, αλγεβρικά, τη θέση της ΜΣΘ ( ΜΣΘH ) ως προς το µηδέν του 

παλιρροιογράφου, σε αυτή την υψοµετρική διαφορά, προσδιορίζεται το 
ορθοµετρικό υψόµετρο του σηµείου αναφοράς R ως προς τη ΜΣΘ 

R.ρπαλιρροιογΜΣΘR H∆HH −+=                                        (4.6) 

Με τον τρόπο αυτό ιδρύεται το Υψοµετρικό Σύστηµα Αναφοράς µιας χώρας.  
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Σχήµα 4.2 Σύνδεση παλιρροιογράφου µε υψοµετρική αφετηρία αναφοράς 

 

Το Υψοµετρικό Σύστηµα Αναφοράς για κάθε χώρα υλοποιείται από ένα σύνολο 
σταθερών σηµείων, οµοιόµορφα κατανεµηµένων, έτσι ώστε να καλύπτουν όλη την 
έκταση της χώρας. Τα σηµεία αυτά ονοµάζονται Χωροσταθµικές ή Υψοµετρικές 
Αφετηρίες (Répères). Υλοποιούνται µε ειδικά ορειχάλκινα σήµατα (µπουλόνια) 
(Εικόνα 4.3), τα οποία πακτώνονται λίγο ψηλότερα από την επιφάνεια του 
εδάφους ή τη στάθµη των πεζοδροµίων, σε ασφαλείς και σταθερές θέσεις (µεγάλες 
κατασκευές, συνήθως δηµόσια κτίρια, ή και βάθρα από οπλισµένο σκυρόδεµα) 
έτσι ώστε να εξασφαλίζεται η µονιµότητά τους. Τα υψόµετρά τους 
προσδιορίζονται µε µεγάλη ακρίβεια, συνήθως από κρατικές υπηρεσίες, µε 
εξάρτηση από το βασικό υψοµετρικό σηµείο αναφοράς, που όπως αναφέρθηκε 
έχει ιδρυθεί κοντά στον παλιρροιογράφο αναφοράς. Ο κωδικός, η περιγραφή της 
θέσης τους και το υψόµετρό τους καταγράφονται και αρχειοθετούνται σε ειδικούς 
πίνακες από την κρατική υπηρεσία που έχει αναλάβει τον προσδιορισµό των 
υψοµέτρων τους (Πίνακας 4.1).  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Εικόνα 4.3 Τύποι χωροσταθµικών αφετηριών [2] 
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Πίνακας 4.1  Απόσπασµα καταχώρησης στοιχείων υψοµετρικού δικτύου 

 

Οι Υψοµετρικές αφετηρίες συνδέονται µεταξύ τους µε κλειστά πολύγωνα 
(βρόχους) και αποτελούν το Χωροσταθµικό ή Υψοµετρικό ∆ίκτυο της χώρας. 
Ανάλογα µε την πυκνότητα κατανοµής των σηµείων και την ακρίβεια στον 
προσδιορισµό των υψοµέτρων τους, τα χωροσταθµικά ∆ίκτυα διακρίνονται σε 1ης, 
2ης, 3ης κλπ. Τάξης. Το υψόµετρο οποιουδήποτε σηµείου προσδιορίζεται εάν 
µετρηθεί ή προσδιορισθεί η υψοµετρική διαφορά µεταξύ του σηµείου και µιας 
χωροσταθµικής αφετηρίας. 

 

4.4.1 Ελληνικό Υψοµετρικό Σύστηµα Αναφοράς  

Στην Ελλάδα παλιρροιογράφος αναφοράς είναι ο παλιρροιογράφος του Πειραιά. 
Η ΜΣΘ έχει υπολογισθεί από την Υδρογραφική Υπηρεσία του Πολεµικού 
Ναυτικού από τις καταγραφές του παλιρροιογράφου το χρονικό διάστηµα 1933 – 
1978. Το βασικό υψοµετρικό σηµείο αναφοράς είναι η Χωροσταθµική Αφετηρία 
R287 που έχει υλοποιηθεί στη Σχολή Ναυτικών ∆οκίµων, κοντά στον 
παλιρροιογράφο του Πειραιά. Το υψόµετρο της ως προς τη ΜΣΘ της περιόδου 
1933 – 1978 είναι ΗR287 = + 14.665m.  

Το Χωροσταθµικό ∆ίκτυο της χώρας έχει εξαρτηθεί από αυτή την υψοµετρική 
αφετηρία (R287). Τα υψόµετρα των κορυφών του ∆ικτύου έχουν προσδιορισθεί µε 
γεωµετρική χωροστάθµηση. Η Γεωγραφική Υπηρεσία Στρατού (ΓΥΣ) είναι η 
κρατική υπηρεσία υπεύθυνη για την ίδρυση, τις µετρήσεις και τον προσδιορισµό 
των υψοµέτρων των κορυφών του Εθνικού Χωροσταθµικού ∆ικτύου καθώς και για 
την αρχειοθέτηση των χωροσταθµικών αφετηριών. Εκτός από την ΓΥΣ, 
υψοµετρικά δίκτυα, που καλύπτουν το σύνολο ή µέρος της χώρας, έχουν ιδρυθεί 
και από άλλες κρατικές υπηρεσίες (Υπουργείο Γεωργίας, ΕΥ∆ΑΠ, ∆ήµοι κ.α.). 

Στο σχήµα 4.3 φαίνεται το Υψοµετρικό ∆ίκτυο 1ης και 2ης Τάξης της ΓΥΣ καθώς και 
η θέση των εγκαταστηµένων παλιρροιογράφων. 
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Σχήµα 4.3 Υψοµετρικό δίκτυο 1ης και 2ης τάξης της ΓΥ. [4] 

 

4.5 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ ΟΡΘΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΥΨΟΜΕΤΡΙΚΩΝ 

       ∆ΙΑΦΟΡΩΝ 

Ο προσδιορισµός της ορθοµετρικής υψοµετρικής διαφοράς µεταξύ δύο σηµείων 
γίνεται µε µια από τις ακόλουθες µεθόδους: 

• Γεωµετρική χωροστάθµηση: Είναι η ακριβέστερη µέθοδος προσδιορισµού 

ορθοµετρικών υψοµετρικών διαφορών ( km/mm3.0± έως km/cm1± ). Με τη 

γεωµετρική χωροστάθµηση µετρώνται άµεσα ορθοµετρικές υψοµετρικές 
διαφορές, χρησιµοποιώντας ως βασικό όργανο το χωροβάτη και βοηθητικό 
όργανο ένα διαιρεµένο πήχη (χωροσταθµικός πήχης ή σταδία).  

• Υδραυλική ή υδροστατική χωροστάθµηση: Είναι µέθοδος αντίστοιχης 
ακρίβειας µε αυτή της γεωµετρικής χωροστάθµησης. Με την υδροστατική 
χωροστάθµηση µετρώνται άµεσα µικρού µεγέθους ορθοµετρικές υψοµετρικές 
διαφορές. Η µέθοδος βασίζεται στην αρχή των συγκοινωνούντων δοχείων, 
σύµφωνα µε την οποία, οι επιφάνειες του υγρού, (που ηρεµεί) µέσα στα 
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συγκοινωνούντα δοχεία, βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. Για τις µετρήσεις 
χρησιµοποιούνται ειδικές συσκευές. 

• Τριγωνοµετρική υψοµετρία: Προσδιορίζει ορθοµετρικές υψοµετρικές 
διαφορές µε ακρίβεια µερικά εκατοστά. Με την τριγωνοµετρική υψοµετρία 
προσδιορίζονται έµµεσα ορθοµετρικές υψοµετρικές διαφορές από µετρήσεις 
κατακόρυφων γωνιών και κεκλιµένων µηκών ή οριζόντιων αποστάσεων µεταξύ 
των σηµείων των οποίων ζητείται η υψοµετρική διαφορά. 

• Βαροµετρική υψοµετρία: προσδιορίζονται άµεσα ορθοµετρικά υψόµετρα µε 
ακρίβεια της τάξης του ±1m. Η µέθοδος βασίζεται στο γεγονός ότι η ατµοσφαιρική 
πίεση µεταβάλλεται όταν µεταβάλλεται το υψόµετρο του σηµείου. Για τον 
προσδιορισµό των υψοµέτρων χρησιµοποιούνται βαρόµετρα ή αλτίµετρα. 

Στις υψοµετρικές ορθοµετρικές διαφορές θα πρέπει να γίνει µια διόρθωση λόγω 
της µη παραλληλίας των χωροσταθµικών επιφανειών. Η διόρθωση αυτή 
ονοµάζεται ορθοµετρική διόρθωση (OC) και για τον υπολογισµό της απαιτείται η 
γνώση του γήινου πεδίου βαρύτητας. Η ορθοµετρική διόρθωση έχει νόηµα όταν οι 
υψοµετρικές διαφορές των σηµείων είναι µεγάλες ή όταν τα σηµεία των οποίων 
προσδιορίζεται η υψοµετρική διαφορά απέχουν πολύ µεταξύ τους. 

 

4.6 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΥΨΟΜΕΤΡΩΝ  

Τα γεωµετρικά υψόµετρα σηµείων προσδιορίζονται σήµερα, κυρίως, µε το 
σύστηµα δορυφορικού εντοπισµού θέσης (π.χ. σύστηµα GPS). Σε κάθε σηµείο που 
ενδιαφέρει προσδιορίζονται οι ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγµένες του (Χ, Υ, 
Ζ) ως προς το παγκόσµιο γεωκεντρικό σύστηµα αναφοράς. Οι συντεταγµένες 
αυτές µετατρέπονται σε γεωδαιτικές συντεταγµένες (φ, λ) στο ελλειψοειδές 
αναφοράς  του  παγκόσµιου γεωδαιτικού συστήµατος αναφοράς WGS84, καθώς 
και στο γεωµετρικό του υψόµετρο h ως απόσταση του σηµείου (κατά την κάθετο) 
από το ελλειψοειδές αναφοράς. Η ακρίβεια προσδιορισµού των γεωµετρικών ∆h 
είναι της τάξης των ±1 έως  ±2cm.  

Για να µετατραπούν τα γεωµετρικά υψόµετρα σε ορθοµετρικά, πρέπει να είναι 
γνωστό το υψόµετρο του γεωειδούς στη θέση των σηµείων των οποίων 
προσδιορίσθηκαν τα γεωµετρικά υψόµετρα και µάλιστα µε την ίδια τάξη 
ακρίβειας. Κάτι τέτοιο όµως δεν είναι ακόµα εφικτό, ιδιαίτερα για τον ελλαδικό 
χώρο όπου η ακρίβεια προσδιορισµού του υψοµέτρου του γεωειδούς ως προς το 

ελλειψοειδές αναφοράς είναι της τάξης του ±0.5m. Έτσι, για τις τρέχουσες 
εφαρµογές της υψοµετρίας, χρησιµοποιούνται οι παραπάνω επίγειες µέθοδοι 
προσδιορισµού ορθοµετρικών υψοµετρικών διαφορών.  

 

4.7  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΧΩΡΟΣΤΑΘΜΗΣΗ 

4.7.1  Αρχή της µεθόδου  - Υπολογισµοί 

Η βασική αρχή της µεθόδου δίνεται στο σχήµα 4.4. Έστω δύο σηµεία Α και Β τα 
οποία δεν απέχουν πολύ µεταξύ τους οριζοντιογραφικά και υψοµετρικά. Στα 
σηµεία αυτά τοποθετούνται δύο κατακόρυφοι διαιρεµένοι πήχεις (σταδίες). Με το 
τηλεσκόπιο ενός γεωδαιτικού οργάνου (χωροβάτης), ο σκοπευτικός άξονας του 
οποίου υλοποιεί ένα οριζόντιο επίπεδο, λαµβάνονται οι αναγνώσεις α και β στις 
σταδίες στα Α και Β αντίστοιχα. Οι αναγνώσεις αυτές αντιστοιχούν στα σηµεία 
που το οριζόντιο επίπεδο που υλοποιεί το τηλεσκόπιο τέµνει τους δύο πήχεις. 
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Θεωρώντας ότι από κάθε ένα από τα σηµεία Α και Β περνά ένα οριζόντιο επίπεδο 
η διαφορά των δύο αναγνώσεων (α – β) ισούται µε την υψοµετρική διαφορά 

ABH∆  µεταξύ των σηµείων Α και Β. Από το σχήµα 4.4 φαίνεται επίσης ότι ο 

χωροβάτης τοποθετείται σε τυχαία θέση ως προς τα Α και Β. 

Σχήµα 4.4 Αρχή της γεωµετρικής χωροστάθµησης 

 
Αν από το υψόµετρο του σηµείου Α πρόκειται να προσδιορισθεί το υψόµετρο του 
Β, η ανάγνωση στο σηµείο Α λαµβάνεται πρώτη και ονοµάζεται Οπισθοσκόπευση 
ή Όπισθεν ανάγνωση (Ο). Αντίστοιχα, η ανάγνωση στο σηµείο Β ονοµάζεται 
Εµπροσθοσκόπευση ή Έµπροσθεν ανάγνωση (Ε). 

ΕΟβαHHH∆ ABAB −=−=−=                                            (4.7) 

Αν είναι γνωστό το υψόµετρο του σηµείου Α τότε το υψόµετρο του Β υπολογίζεται 
κατά τα γνωστά από τη σχέση :  

ABAB H∆HH +=                                                              (4.8) 

Η γεωµετρική χωροστάθµηση που περιγράφηκε παραπάνω ονοµάζεται µοναδιαία 
χωροστάθµηση (µία στάση χωροβάτη). 

Στην πραγµατικότητα, από τα σηµεία Α και Β δεν περνά αντίστοιχα ένα οριζόντιο 
επίπεδο, αλλά µια χωροσταθµική επιφάνεια. Ωστόσο, το τηλεσκόπιο του 
χωροβάτη υλοποιεί ένα οριζόντιο επίπεδο, το οποίο εφάπτεται στην χωροσταθµική 
επιφάνεια η οποία περνά από το σηµείο  τοµής των αξόνων του οργάνου. Έτσι, 
λαµβάνονται οι αναγνώσεις α και β, ενώ οι ορθές αναγνώσεις θα ήταν οι α΄ και β΄ 
αντίστοιχα. Σε κάθε µια ανάγνωση δηλ. υπάρχει ένα συστηµατικό σφάλµα 

( )ααeα ′−=  και ( )ββeβ ′−=  αντίστοιχα. Για να εξαλειφθεί αυτό το συστηµατικό 

σφάλµα αρκεί ο χωροβάτης να τοποθετείται στη µεσοκάθετη της απόστασης 
µεταξύ των Α και Β, αφού, όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.5, σε αυτή την 

περίπτωση τα αe  και βe  είναι µεταξύ τους ίσα και αλληλοαναιρούνται : 

( ) ( ) βαeβeαβαΕΟH∆ βαAB −=−−−=′−′=−=                                (4.9) 
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Σχήµα 4.5 Επίδραση της καµπυλότητας των χωροσταθµικών επιφανειών στη µέτρηση της 
υψοµετρικής διαφοράς 

 
Συνήθως, για τον προσδιορισµό της υψοµετρικής διαφοράς µεταξύ δύο σηµείων Α 
και Β γίνονται µετρήσεις µε φορά από το Α προς το Β (µετάβαση ή aller) και µε 
φορά από το Β προς το Α (επιστροφή ή retour), χωρίς να είναι ίδιες οι στάσεις του 
χωροβάτη. Αυτή η γεωµετρική χωροστάθµηση ονοµάζεται διπλή γεωµετρική 
χωροστάθµηση ή χωροστάθµηση σε µετάβαση και επιστροφή (aller – retour). 

Με τη διπλή γεωµετρική χωροστάθµηση προσδιορίζονται δύο υψοµετρικές 

διαφορές: οι ΑΒH∆  και ΒΑH∆ . Οι δύο αυτές υψοµετρικές διαφορές προφανώς 

έχουν αντίθετα πρόσηµα και θεωρητικά την ίδια απόλυτη τιµή. Στην πράξη αυτό 
δεν συµβαίνει εξαιτίας της επίδρασης των σφαλµάτων στις µετρήσεις (ενότητα 
4.5.4). Στην περίπτωση που η διαφορά µεταξύ τους είναι ανεκτή, η τελική 
υψοµετρική διαφορά είναι ο µέσος όρος των απόλυτων τιµών τους µε το πρόσηµο 
της µετάβασης:  

2

H∆H∆
H∆

retour
AB

aller
AB

AB

+
=                                               (4.10) 

Στην αντίθετη περίπτωση η χωροστάθµηση πρέπει να επαναληφθεί στο σύνολό 
της. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Για τον προσδιορισµό του υψοµέτρου του σηµείου Β έγινε διπλή γεωµετρική 
χωροστάθµηση µεταξύ των Α και Β, µε τα παρακάτω αποτελέσµατα : 

m556.1H∆ aller
ΑΒ −=    και    m554.1H∆ retour

ΑΒ +=   

Αν το υψόµετρο του σηµείου Α είναι m378.15HA += , να υπολογισθεί το 

υψόµετρο του σηµείου Β. 

Σύµφωνα µε τη σχέση (5.10) η τελική υψοµετρική διαφορά µεταξύ των Α και Β 
είναι : 

m555.1H∆

2

554.1556.1
H∆

2

H∆H∆
H∆

ΑΒ

AB

retour
AB

aller
AB

AB

−=

⇒
++−

=⇒
+

=  
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και το υψόµετρο του σηµείου Β, είναι : 

m823.13H555.1378.15H∆HH ΒΑΒΑB +=⇒−=+=  

 

4.7.2 Χωροσταθµικές οδεύσεις 

Αν η απόσταση ή η υψοµετρική διαφορά µεταξύ των Α και Β είναι µεγάλη,  ή 

συµβαίνουν και τα δύο, η υψοµετρική διαφορά ABH∆  δεν µπορεί να 

προσδιοριστεί µε µια στάση χωροβάτη. Στην περίπτωση αυτή, απαιτούνται 
περισσότερες στάσεις χωροβάτη, η δε υψοµετρική διαφορά προσδιορίζεται από το 
άθροισµα των επιµέρους υψοµετρικών διαφορών (σχ. 4.6). Στα ενδιάµεσα σηµεία, 
ανεξάρτητα της φύσης του εδάφους, χρησιµοποιούνται ειδικές χωροσταθµικές 
βάσεις (χελώνες)  για να επιτυγχάνεται καλή έδραση των σταδιών. 

Σχήµα 4.6 Χωροσταθµική όδευση 

 

Για τον προσδιορισµό της υψοµετρικής διαφοράς ABH∆  που φαίνεται στο σχήµα 

4.6, µετρήθηκαν οι επιµέρους υψοµετρικές διαφορές 1AH∆ , 12H∆ , B2H∆ . 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η υψοµετρική διαφορά ABH∆  υπολογίζεται από τη 

σχέση : 

( ) ( ) ( ) ∑−∑=−+−+−

=++=

EΟΕΟΕΟΕΟ

H∆H∆H∆H∆

B2211A

B2121AAB
                         (4.11) 

 Η γεωµετρική χωροστάθµηση που απαιτεί περισσότερες από µια στάσεις 
χωροβάτη για τον προσδιορισµό της ζητούµενης υψοµετρικής διαφοράς λέγεται 
χωροσταθµική όδευση. Οι χωροσταθµικές οδεύσεις χρησιµοποιούνται και για τον 
διαδοχικό προσδιορισµό των υψοµέτρων σηµείων, όπως π.χ. των υψοµέτρων των 
κορυφών µιας πολυγωνικής όδευσης. 

 Οι χωροσταθµικές οδεύσεις, όµοια µε τις πολυγωνικές, διακρίνονται ανάλογα µε 
το σχήµα τους σε ανοιχτές ή κλειστές (σχ. 4.7). εξαρτηµένες ή ανεξάρτητες. Οι 
ανοιχτές χωροσταθµικές οδεύσεις διακρίνονται σε πλήρως εξαρτηµένες ή 
εξαρτηµένες από το ένα άκρο (σχ. 4.8), ανάλογα µε το αν ξεκινούν ή και 
καταλήγουν σε σηµείο γνωστού υψοµέτρου, αντίστοιχα. Οι µετρήσεις 
καταγράφονται σε ειδικό έντυπο.  
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Σχήµα 4.7 Ανοιχτή (α) και κλειστή (β) χωροσταθµική όδευση 

 
Σχήµα 4.8 Πλήρως εξαρτηµένη (α) και εξαρτηµένη από το ένα άκρο(β)  χωροσταθµική όδευση 

 

Ειδικά για τις κλειστές χωροσταθµικές οδεύσεις, καθώς και για τις ανοιχτές 
πλήρως εξαρτηµένες, µε τις οποίες προσδιορίζονται διαδοχικά τα υψόµετρα 
σηµείων, υπάρχει η δυνατότητα επιπλέον ελέγχου (και διόρθωσης) των 
µετρήσεων, εκτός από αυτόν της σύγκρισης των αποτελεσµάτων των µετρήσεων 
σε µετάβαση και επιστροφή. 

• Πλήρως εξαρτηµένη χωροσταθµική όδευση 

Σε αυτή την περίπτωση εφαρµόζεται η ακόλουθη διαδικασία για τον προσδιορισµό 
των υψοµέτρων των σηµείων:   

1. Υπολογίζονται οι διαφορές (Ο – Ε) για κάθε στάση χωροβάτη, για την µετάβαση 
και την επιστροφή. 

2. Υπολογίζονται οι υψοµετρικές διαφορές allerH∆  και retourH∆  µεταξύ των 
σηµείων των οποίων θέλουµε να προσδιορίσουµε το υψόµετρο. 

3. Υπολογίζονται οι µέσοι όροι των υψοµετρικών διαφορών από µετάβαση και 
επιστροφή. 
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4. Υπολογίζεται το άθροισµα των υψοµετρικών διαφορών ∑ ij∆Η , που είναι η 

µετρηµένη υψοµετρική διαφορά µεταξύ των Χωροσταθµικών Αφετηριών αρχής 
και τέλους.  

5. Η µετρηµένη υψοµετρική διαφορά συγκρίνεται µε αυτήν που  υπολογίζεται από 
τα υψόµετρα των Χωροσταθµικών Αφετηριών, και που είναι η, θεωρητικά, σωστή.  

6. Η διαφορά των δύο υψοµετρικών διαφορών (µετρηµένη H∆ -  υπολογισµένη  
H∆ ) δίνει το συνολικό σφάλµα της χωροστάθµησης. Αν το σφάλµα αυτό δεν 

υπερβαίνει το όριο που δίνουν οι κανονισµοί υπολογίζεται στη συνέχεια η 
συνολική διόρθωση δ : 

δ= Υπολογισµένη H∆ (δει-πρέπει)–Μετρηµένη H∆ (εστί-είναι)           (4.12) 

η οποία κατανέµεται στις υψοµετρικές διαφορές των σηµείων και υπολογίζονται οι 
τελικές υψοµετρικές διαφορές. 

7. Τέλος υπολογίζονται διαδοχικά τα υψόµετρα των σηµείων που ενδιαφέρουν.  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Για τον προσδιορισµό των υψοµέτρων των σηµείων Α, Β και Γ έγινε γεωµετρική 
χωροστάθµηση σε µετάβαση και επιστροφή από την χωροσταθµική αφετηρία 
R100 στην χωροσταθµική αφετηρία R200. Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων 
δίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. Να υπολογισθούν τα τελικά υψόµετρα των 

Α, Β και Γ. ∆ίνεται: m826.332Η 100R =  και m735.331Η 200R =  

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

α/α 
ΜΗΚΗ 

(βήµατα) 
Οπισθεν Εµπροσθεν Ο - Ε 

Προσωρινές 

∆Η 
δ∆Η 

Τελικές 

∆Η 
Υψόµετρα 

ΜΕΤΑΒΑΣΗ (aller)     

R100 20/23 1.523      332.826 

1 24/22 2.019 0.629 +0.894     

A 17/19 0.485 1.729 +0.290 + 1.186 -0.002 +1.184 334.010 

Β 25/23 0.738 1.344 -0.859 -0.861 -0.001 -0.862 333.148 

2 22/22 2.888 1.633 -0.895     

Γ 20/21 0.932 1.959 +0.929 +0.033 -0.002 +0.031 333.179 

R200 23  2.377 -1.445 -1.443 -0.001 -1.444 331.735 

       

  

ΣΟ-ΣΕ=8.585-
9.671= 

-1.086m 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 

α/α 
ΜΗΚΗ 

(βήµατα) 
Οπισθεν Εµπροσθεν Ο - Ε 

Προσωρινές 

∆Η 
δ∆Η 

Τελικές 

∆Η 
Υψόµετρα 

ΕΠΙΣΤΡΟΦΗ (retour)     

R200 19/20 1.892       

Γ 22/20 1.010 0.452 +1.440     

3 17/19 2.526 1.743 -0.733     

Β 24/26 1.337 1.825 +0.701     

Α 20/20 0.679 0.474 +0.863     

4 18/19 0.732 1.381 -0.702     

R100 17  1.218 -0.486     

       

  

ΣΟ-ΣΕ=8.176-
7.093= 

-1.083m 
     

 

1.Υπολογίζονται οι aller
A100RH∆ − , aller

BAH∆ − , aller
ΓΒH∆ − , aller

200RΓH∆ −  (στήλη 5) :  

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−=−+−=− 729.1019.2629.0523.1ΕΟΕΟH∆ Α11100R
aller

A100R  

m184.1H∆290.0894.0 aller
Α100R +=⇒+ −  

( ) ( ) m859.0H∆344.1485.0ΕΟH∆ aller
ΒΑΒA

aller
ΒΑ −=⇒−=−= −−  

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−=−+−=− 959.1888.2633.1738.0ΕΟΕΟH∆ Γ22Β
aller

ΓB  

m034.0H∆929.0895.0 aller
ΓΒ +=⇒+− −  

( ) ( ) m445.1H∆377.2932.0ΕΟH∆ aller
200RΓ200RΓ

aller
200RΓ −=⇒−=−= −−  

 

2. Υπολογίζονται οι retour
Γ200RH∆ − , retour

ΒΓH∆ − , retour
ΑΒH∆ − , retour

100RΑH∆ −   (στήλη 5) : 

( ) ( ) m440.1H∆452.0892.1ΕΟH∆ retour
200RΓΓ200R

retour
200RΓ +=⇒−=−= −−  

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−=−+−=− 825.1526.2743.1010.1ΕΟΕΟH∆ Β33Γ
retour

ΓΒ  

m032.0H∆701.0733.0 retour
ΓΒ −=⇒+− −  

( ) ( ) m863.0H∆474.0337.1ΕΟH∆ retour
BAΑΒ

retour
BA +=⇒−=−= −−   

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−=−+−=− 218.1732.0381.1679.0ΕΟΕΟH∆ 100R44A
retour

A100R  

m188.1H∆486.0702.0 retour
A100R −=⇒−− −  
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3. Υπολογίζονται οι µέσοι όροι από µετάβαση και επιστροφή  (στήλη 6 – 
Προσωρινές ∆Η): 

m186.1H∆

2

188.1184.1

2

H∆H∆
H∆

A100R

retour
A100R

aller
A100R

A100R

+=

⇒
−++

=
+

=

−

−−
−  

mH
HH

H BA

retour
BA

aller

BA 8610
2

86308590

2
.

..
−=⇒

++−
=

+
= −

−−
− ∆

∆∆
∆

ΒΑ
 

m033.0H∆
2

032.0034.0

2

H∆H∆
H∆ ΓΒ

retour
ΓB

aller
ΓB

ΓB +=⇒
−++

=
+

= −
−−

−  

m443.1H∆

2

440.1445.1

2

H∆H∆
H∆

200RΓ

retour
200RΓ

aller
200RΓ

200RΓ

−=

⇒
++−

=
+

=

−

−−
−  

 

4. Υπολογίζεται η µετρηµένη υψοµετρική διαφορά Μ
200R100RH∆ − , από το άθροισµα 

των µέσων όρων των επιµέρους υψοµετρικών διαφορών: 

m085.1H∆443.1033.0861.0186.1

H∆H∆H∆H∆H∆

200R100R

200RΓΓΒΒAΑ100R
Μ

200R100R

−=⇒−+−+

=+++=

−

−−−−−  

 

5. Από τα υψόµετρα των χωροσταθµικών αφετηριών 100R  και 200R  υπολογίζεται 

η «ορθή» υψοµετρική διαφορά Υ
200R100RH∆ −  : 

m091.1H∆826.332735.331HHH∆ 200R100R100R200R
Υ

200R100R −=⇒−=−= −−  

 

6. Επειδή Μ
200R100R

Υ
200R100R H∆H∆ −− ≠   οι επιµέρους υψοµετρικές διαφορές 

(µέσοι όροι από µετάβαση και επιστροφή) πρέπει να διορθωθούν.  Η συνολική 
διόρθωση δ είναι : 

( ) m006.0δ085.1091.1H∆H∆δ Μ
200R100R

Υ
200R100R −=⇒−−=−= −−  

 

7. Η διαφορά αυτή µοιράζεται στις επιµέρους υψοµετρικές διαφορές (στήλη 7 – 
δ∆Η), και υπολογίζονται οι τελικές υψοµετρικές διαφορές. Συνήθως δίνεται 
µεγαλύτερη διόρθωση στις υψοµετρικές διαφορές που έχουν προκύψει από 

περισσότερες της µιας στάσεις χωροβάτη. Ετσι, στις A100RH∆ −  και ΓΒH∆ −  

δίνεται διόρθωση –0.002m ενώ τις υπόλοιπες –0.001m. (στήλη 8 – Τελικές ∆Η): 

m184.1002.0186.1H∆ A100R +=−+=−  

m184.1002.0186.1H∆ A100R +=−+=−  

m031.0002.0033.0H∆ ΓΒ +=−+=−  

m444.1001.0443.1H∆ 200RΓ −=−−=−  



 164

8. Τέλος υπολογίζονται τα υψόµετρα των σηµείων Α, Β και Γ (στήλη 9 - 
Υψόµετρα): 

m010.334H184.1826.332H∆HH AA100R100RA =⇒+=+= −  

( ) m148.333H862.0010.334H∆HH BBAAΒ =⇒−+=+= −  

m179.333H031.0148.333H∆HH ΓΓBΒΓ =⇒+=+= −  

( ) m735.331H444.1179.333H∆HH 200R200RΓΓ200R =⇒−+=+= −   

(για έλεγχο). 
 

• Κλειστή χωροσταθµική όδευση  

Στην περίπτωση της κλειστής χωροσταθµικής όδευσης το άθροισµα των επιµέρους 
υψοµετρικών διαφορών (µέσοι όροι από µετάβαση και επιστροφή) πρέπει να είναι 
µηδέν (0). Ετσι, η συνολική διόρθωση υπολογίζεται από τη σχέση : 

 ( ) ( ) ∑−=∑−= H∆ειναιH∆πρεπει0δ                               (5.13) 

όπου ∑ H∆ το άθροισµα των επιµέρους υψοµετρικών διαφορών. Κατά τα άλλα 

ακολουθείται η ίδια  ακριβώς διαδικασία µε αυτή που περιγράφηκε για την 
ανοιχτή πλήρως εξαρτηµένη χωροσταθµική όδευση. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Μεταξύ των κορυφών Σ1, Σ2, Σ3, Σ4 µιας κλειστής όδευσης έγινε γεωµετρική 
χωροστάθµηση σε µετάβαση και επιστροφή. Οι µετρήσεις δίνονται στο έντυπο που 

ακολουθεί. Αν στην κορυφή Σ1 δοθεί αυθαίρετο υψόµετρο m000.100H 1Σ =  να 

υπολογισθούν τα υψόµετρα των υπόλοιπων κορυφών της όδευσης. 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

α/α 
ΜΗΚΗ 
(βήµατα) 

Οπισθεν Εµπροσθεν Ο - Ε 
Προσωρινές 

∆Η 
δ∆Η 

Τελικές 
∆Η 

Υψόµετρα 

ΜΕΤΑΒΑΣΗ (aller)     

Σ1 22/25 0.826      100.000 
Σ2 20/18 2.002 1.329 -0.503 -0.505 +0.002 -0.503 99.497 
Σ3 23/20 0.958 1.545 +0.457 +0.458 +0.002 0.460 99.957 
Σ4 20/19 0.637 1.332 -0.374 -0.374 +0.002 -0.372 99.585 
Σ1   0.225 0.412 +0.413 +0.002 +0.415 100.000 

       

  

ΣΟ-ΣΕ= 
4.423-4.431= 

-0.008m 
     

ΕΠΙΣΤΡΟΦΗ (retour)     

Σ1 19/20 1.256       
Σ4 22/20 0.749 1.670 -0.414     
Σ3 24/20 1.009 0.375 +0.374     
Σ2 17/18 1.528 1.468 -0.459     
Σ1 20/20  1.022 +0.506     
       

  

ΣΟ-ΣΕ= 
4.542-4.535= 

+0.007m 
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1.Υπολογίζονται οι aller
2Σ1ΣH∆ − , aller

3Σ2ΣH∆ − , aller
4Σ3ΣH∆ − , aller

1Σ4ΣH∆ −  (στήλη 5 ) :  

( ) ( ) m503.0H∆329.1826.0ΕΟH∆ aller
2Σ1Σ2Σ1Σ

aller
2Σ1Σ −=⇒−=−= −−  

( ) ( ) m457.0H∆545.1002.2ΕΟH∆ aller
3Σ2Σ3Σ2Σ

aller
3Σ2Σ +=⇒−=−= −−  

( ) ( ) m374.0H∆332.1958.0ΕΟH∆ aller
4Σ3Σ4Σ3Σ

aller
4Σ3Σ −=⇒−=−= −−  

( ) ( ) m412.0H∆225.0637.0ΕΟH∆ aller
1Σ4Σ1Σ4Σ

aller
1Σ4Σ +=⇒−=−= −−  

 

2. Οµοια υπολογίζονται οι retour
1Σ2ΣH∆ − , retour

2Σ3ΣH∆ − , retour
3Σ4ΣH∆ − , retour

4Σ1ΣH∆ −  (στήλη 5) : 

( ) ( ) m414.0H∆670.1256.1ΕΟH∆ retour
4Σ1Σ4Σ1Σ

retour
4Σ1Σ −=⇒−=−= −−  

( ) ( ) m374.0H∆375.0749.0ΕΟH∆ retour
3Σ4Σ3Σ4Σ

retour
3Σ4Σ +=⇒−=−= −−  

( ) ( ) m459.0H∆468.1009.1ΕΟH∆ retour
2Σ3Σ2Σ3Σ

retour
2Σ3Σ −=⇒−=−= −−   

( ) ( ) m506.0H∆022.1528.1ΕΟH∆ retour
1Σ2Σ1Σ2Σ

retour
1Σ2Σ +=⇒−=−= −−  

 
3. Υπολογίζονται οι µέσοι όροι από µετάβαση και επιστροφή  (στήλη 6– 
Προσωρινές ∆Η) : 

m505.0H∆

2

506.0503.0

2

H∆H∆
H∆

2Σ1Σ

retour
1Σ2Σ

aller
2Σ1Σ

2Σ1Σ

−=

⇒
++−

=
+

=

−

−−
−  

m458.0H∆

2

459.0457.0

2

H∆H∆
H∆

3Σ2Σ

retour
2Σ3Σ

aller
3Σ2Σ

3Σ2Σ

+=

⇒
−++

=
+

=

−

−−
−  

m374.0H∆

2

374.0374.0

2

H∆H∆
H∆

4Σ3Σ

retour
3Σ4Σ

aller
4Σ3Σ

4Σ3Σ

−=

⇒
++−

=
+

=

−

−−
−  

m413.0H∆

2

414.0412.0

2

H∆H∆
H∆

1Σ4Σ

retour
4Σ1Σ

aller
1Σ4Σ

1Σ4Σ

+=

⇒
−++

=
+

=

−

−−
−  

 
4. Υπολογίζεται το άθροισµα των µέσων όρων των επιµέρους υψοµετρικών 

διαφορών, ∑ H∆ : 

=+++=∑ −−−− 1Σ4Σ4Σ3Σ3Σ2Σ2Σ1Σ H∆H∆H∆H∆H∆   
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m008.0413.0374.0458.0505.0 −=+−+−  

 
5. Η συνολική διόρθωση δ είναι : 

( ) m008.0δ008.00H∆0δ +=⇒−−=∑−=  

Η διαφορά αυτή ισοκατανέµεται στις επιµέρους υψοµετρικές διαφορές (στήλη 7 – 
δ∆Η), και υπολογίζονται οι τελικές υψοµετρικές διαφορές (στήλη 8 – Τελικές ∆Η): 

m503.0002.0505.0H∆ 2Σ1Σ −=+−=−  

m460.0002.0458.0H∆ 3Σ2Σ +=++=−  

m372.0002.0374.0H∆ 4Σ3Σ −=+−=−  

m415.0002.0413.0H∆ 1Σ4Σ +=++=−  

 
6. Τέλος υπολογίζονται τα υψόµετρα των κορυφών Σ2, Σ3 και Σ4 (στήλη 9- 
Υψόµετρα): 

( ) m497.99H503.0000.100H∆HH 2Σ2Σ1Σ1Σ2Σ =⇒−+=+= −  

m957.99H460.0497.99H∆HH 3Σ3Σ2Σ2Σ3Σ =⇒+=+= −  

( ) m585.99H372.0957.99H∆HH 4Σ4Σ3Σ3Σ4Σ =⇒−+=+= −  

m000.100H415.0585.99H∆HH 1Σ1Σ4Σ4Σ1Σ =⇒+=+= −  (για έλεγχο). 

 

4.8 ΟΡΓΑΝΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΧΩΡΟΣΤΑΘΜΗΣΗΣ  - ΧΩΡΟΒΑΤΕΣ 

Το βασικό όργανο για την µέτρηση των υψοµετρικών διαφορών είναι ο χωροβάτης 
σε συνδυασµό µε τους χωροσταθµικούς πήχεις (σταδίες). Ο χωροβάτης 
αποτελείται από ένα τηλεσκόπιο, το οποίο υλοποιεί ένα σκοπευτικό άξονα (ΣΣ΄) 
και το οποίο µπορεί να περιστρέφεται γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα (ΠΠ΄). 
Ο σκοπευτικός άξονας (ΣΣ΄) οριζοντιώνεται µε µεγάλη ακρίβεια µε τη βοήθεια 
µιας σωληνωτής αεροστάθµης ή ενός ισοσταθµητή (compensator).  Ο χωροβάτης 
έχει επίσης κοχλίες εστίασης και οριζόντιων µικροκινήσεων καθώς και µια 
σφαιρική αεροστάθµη (αντίστοιχη µε αυτή των θεοδόλιχων) για την χονδρική 
οριζοντίωσή του. Για τις µετρήσεις τοποθετείται σε τρίποδα.  

Οι χωροβάτες διακρίνονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες ανάλογα µε τον τρόπο 
λήψης των αναγνώσεών τους : οπτικοµηχανικούς (απευθείας αναγνώσεις στις 
σταδίες) και ψηφιακούς (αναγνώσεις σε ειδικές κωδικοποιηµένες σταδίες).   

 

4.8.1 Οπτικοµηχανικοί χωροβάτες 

Οι οπτικοµηχανικοί χωροβάτες (σχ. 4.9) ανάλογα µε τον τρόπο οριζοντίωσης του 
σκοπευτικού άξονα (ΣΣ΄) διακρίνονται σε απλούς και αυτόµατους.  

Στους απλούς χωροβάτες η οριζοντίωση του ΣΣ΄ γίνεται µέσω µιας σωληνωτής 
αεροστάθµης. Ο σκοπευτικός άξονας είναι οριζόντιος όταν γίνει παράλληλος προς 
την κανονική ευθεία της αεροστάθµης (ΑΑ΄). Οι απλοί χωροβάτες τείνουν σήµερα 
να εκλείψουν. 
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Στους αυτόµατους χωροβάτες ο σκοπευτικός άξονας είναι συνδεδεµένος µε τον 
κατακόρυφο άξονα (ΠΠ΄). Ο ΣΣ΄ οριζοντιώνεται αυτόµατα µετά την χονδρική 
οριζοντίωσή του µε την σφαιρική αεροστάθµη. Αυτό επιτυγχάνεται µέσω του 
ισοσταθµητή, ένα σύστηµα αναρτηµένων πρισµάτων σε µορφή εκκρεµούς, που 
είναι συνδεδεµένο µε το τηλεσκόπιο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4.9 Σχηµατική τοµή χωροβάτη [2] 

 

4.8.2 Ψηφιακοί χωροβάτες 

Τη δεκαετία του 1980 εµφανίσθηκαν οι ψηφιακοί χωροβάτες (Εικόνα 4.3) σε 
συνδυασµό µε τις ειδικές κωδικοποιηµένες σταδίες (bar coded) από πολυµερές 
υλικό (fiberglass), οι οποίοι τείνουν σήµερα να αντικαταστήσουν τους 
οπτικοµηχανικούς. Οι χωροβάτες αυτοί είναι αυτόµατοι και έχουν την δυνατότητα 
αυτοελέγχου και αυτορυθµίσεων. ∆ιαθέτουν ενσωµατωµένο µικροϋπολογιστή που 
υποστηρίζει λογισµικό το οποίο ο χρήστης µπορεί να χρησιµοποιήσει κατά τη 
διάρκεια των µετρήσεων. Οι αναγνώσεις στις σταδίες γίνονται αυτόµατα, 
ανεξάρτητα από την εκτίµηση του παρατηρητή και αποθηκεύονται στην 
ενσωµατωµένη καταγραφική µονάδα. Έτσι, ο παρατηρητής είναι υπεύθυνος 
µόνον για την καλή σκόπευση στις σταδίες  ενώ, λόγω της αυτόµατης καταγραφής 
των µετρήσεων, έχουν εξαλειφθεί τα χονδροειδή σφάλµατα στην ανάγνωση και 
καταγραφή των µετρήσεων. Η ακρίβεια των χωροβατών αυτών σε συνδυασµό µε 

τις ειδικές σταδίες είναι της τάξης του km/mm1±  ή και καλύτερη. 

 
Εικόνα 4.3 Ψηφιακός χωροβάτης [12] 
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Τόσο οι οπτικοµηχανικοί όσο και οι ψηφιακοί χωροβάτες διακρίνονται σε 
χωροβάτες γενικής χρήσης και χωροβάτες ακριβείας. Οι τελευταίοι διαθέτουν 
τηλεσκόπια µε µεγάλη µεγέθυνση και µεγάλο άνοιγµα αντικειµενικού φακού, 
ευαίσθητα συστήµατα οριζοντίωσης (αεροστάθµες µεγάλης ευαισθησίας ή 
ευαίσθητους ισοσταθµητές) και συστήµατα ανάγνωσης ακριβείας. Συνδυάζονται 
µε ειδικές σταδίες (σταδίες invar) και παρελκόµενα, ενώ για τους 
οπτικοµηχανικούς χωροβάτες ακριβείας ακολουθείται ειδική διαδικασία 
αναγνώσεων. 

 

4.8.3 Χωροβάτες Laser 

Τα όργανα αυτά εµφανίσθηκαν τη δεκαετία του 1980. Η αρχή λειτουργίας τους 
βασίζεται στην εκποµπή µιας ακτίνας laser η οποία προβάλλεται από ένα 
περιστρεφόµενο πρίσµα έτσι ώστε να υλοποιείται ένα οριζόντιο επίπεδο. Μια 
µονάδα εντοπισµού τοποθετηµένη σε αριθµηµένη ράβδο ή σταδία παρέχει τη 
δυνατότητα άµεσης ανάγνωσης των υψοµετρικών διαφορών σε σχέση µε το 
υλοποιηµένο οριζόντιο επίπεδο (Εικόνα 4.4).  Η ακρίβεια των χωροβατών αυτών 

είναι της τάξης του ±1cm. 

 
Εικόνα 4.4 Χωροβάτης laser [13] 

Τέλος υπάρχουν ειδικά εξαρτήµατα εκποµπής laser που προσαρµόζονται είτε στο 
προσοφθάλµιο του τηλεσκοπίου του χωροβάτη είτε επιβατικά και υλοποιούν τον 
σκοπευτικό άξονα δηλ. υλοποιούν µια οριζόντια γραµµή. 

 

4.8.4 Παρελκόµενα γεωµετρικής χωροστάθµησης 

 Για την πραγµατοποίηση των µετρήσεων της γεωµετρικής χωροστάθµησης 
χρησιµοποιούνται, σε συνδυασµό µε το χωροβάτη, χωροσταθµικοί πήχεις ή 
σταδίες. Οι σταδίες τοποθετούνται κατακόρυφες στα σηµεία των οποίων πρόκειται 
να προσδιορισθεί η υψοµετρική διαφορά. Στις χωροσταθµικές οδεύσεις στα 
σηµεία αλλαγής οι σταδίες χρησιµοποιούνται σε συνδυασµό µε τις χωροσταθµικές 
βάσεις ή χελώνες. 

 

4.8.4α Χωροσταθµικοί πήχεις ή σταδίες 

Οι χωροσταθµικοί πήχεις ή σταδίες που χρησιµοποιούνται µαζί µε το χωροβάτη 
στη γεωµετρική χωροστάθµηση είναι αριθµηµένοι κανόνες µε υποδιαιρέσεις ανά 
cm και αρίθµηση ανά 10cm (Εικόνα 4.5α). Παλαιότερα κατασκευάζονταν από 
ξύλο, σήµερα κατασκευάζονται από αλουµίνιο ή fiberglass, είναι πτυσσόµενες ή 
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τηλεσκοπικές, µε αποτέλεσµα να είναι ελαφρότερες και εύχρηστες στη µεταφορά. 
Πολλές από αυτές δίνουν τη δυνατότητα απευθείας ανάγνωσης 1mm. Οι ψηφιακοί 
χωροβάτες χρησιµοποιούν ειδικές κωδικοποιηµένες σταδίες από fiberglass 
(Εικόνα 4.5β) µε µικρό συντελεστή γραµµικής διαστολής. Στις σταδίες αυτές, οι 
κλασσικές υποδιαιρέσεις έχουν αντικατασταθεί από barcodes.  

Τόσο οι οπτικοµηχανικοί  όσο και οι ψηφιακοί χωροβάτες ακριβείας συνδυάζονται 
µε έναν ειδικό τύπο σταδιών, τις σταδίες invar (Εικόνα 4.5γ). Έχουν 
ενσωµατωµένη σφαιρική αεροστάθµη, και χρησιµοποιούνται µε ειδικά 
στηρίγµατα (αντηρίδες) και ειδικές βαριές χελώνες για την όσο το δυνατόν 
καλύτερη σταθερότητά τους. Οι σταδίες  invar, συµβατικές ή κωδικοποιηµένες, 
είναι µονοκόµµατες   και έχουν ενσωµατωµένη ταινία από µέταλλο invar πάνω στο 
οποίο είναι χαραγµένες οι υποδιαιρέσεις. Οι συµβατικές σταδίες invar έχουν δύο 
σειρές χαραγών ανά 1cm ή 0.5cm, διπλή αρίθµηση ανά σειρά διαιρέσεων, δεξιά 
και αριστερά της ταινίας invar (Εικόνα 4.5γ). Σε κάθε σκόπευση, σε αυτές τις 
σταδίες, λαµβάνονται δύο αναγνώσεις, µια σε κάθε κλίµακα. Η διαφορά αυτών 
των αναγνώσεων ανά σκόπευση είναι σταθερός αριθµός και αποτελεί τη σταθερά 
της σταδίας. 

 

                        

                   (α)                            (β)                                (γ) 
Εικόνα 4.5 Τύποι σταδιών [12], [13], [14] 

 

4.8.4β Xωροσταθµικές βάσεις ή χελώνες 

Οι σταδίες πρέπει να είναι κατακόρυφες κατά τη διάρκεια των µετρήσεων. Αυτό 
εξασφαλίζεται µε τη βοήθεια σφαιρικής αεροστάθµης ενσωµατωµένης ή µη. Τέλος 
η σταθερότητά τους κατά τη διάρκεια των µετρήσεων στα σηµεία αλλαγής 
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επιτυγχάνεται µε τη χρήση ειδικών βάσεων, τις χωροσταθµικές βάσεις ή χελώνες 
(Εικόνα 4.6). 

 
Εικόνα 4.6 Χωροσταθµική βάση [14] 

 

4.8.5 Συνθήκες ορθής λειτουργίας χωροβατών – Έλεγχοι –  

           Αποκατάσταση 

Τόσο στους οπτικοµηχανικούς όσο και στους ψηφιακούς χωροβάτες πρέπει να 
πληρούνται οι συνθήκες ορθής λειτουργίας. Οι συνθήκες αυτές αφορούν τους 
βασικούς άξονες του οργάνου και τη µεταξύ τους σχέση, και είναι οι ακόλουθες : 

• Ο σκοπευτικός άξονας του χωροβάτη (ΣΣ΄) να είναι οριζόντιος όταν η 
σωληνωτή αεροστάθµη είναι στο κανονικό της σηµείο δηλ. ο σκοπευτικός άξονας 
ΣΣ΄ να είναι παράλληλος µε την κανονική ευθεία ΑΑ΄ της αεροστάθµης όταν η 
τελευταία βρίσκεται στο κανονικό της σηµείο (ΣΣ΄//ΑΑ΄). 

Η συνθήκη αυτή ονοµάζεται πρωτεύουσα ή κύρια συνθήκη του χωροβάτη 
δεδοµένου ότι, όταν πληρούται, οι σκοπεύσεις που λαµβάνονται είναι ορθές. Στην 
αντίθετη περίπτωση υπάρχει σφάλµα σκοπευτικού άξονα, και οι αναγνώσεις που 
λαµβάνονται δεν είναι ορθές, αλλά έχουν ένα συστηµατικό σφάλµα. 

 
Σχήµα 4.10 Επίδραση από τη µη πλήρωση της κύριας συνθήκης 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 4.10, στην περίπτωση που δεν πληρούται η συνθήκη 
αυτή, ο σκοπευτικός άξονας σχηµατίζει γωνία ω µε την κανονική ευθεία της 
αεροστάθµης. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα  στις αναγνώσεις στις σταδίες Όπισθεν 

και Έµπροσθεν να περιέχονται τα γραµµικά σφάλµατα Οε  και Εε . Εποµένως αντί 

για τις σωστές αναγνώσεις Ο και Ε λαµβάνονται οι λανθασµένες Ο΄ και Ε΄ 
αντίστοιχα. Από το σχήµα 4.10 είναι φανερό ότι : 

ΟεΟΟ +=′  και    ΕεΕ'Ε +=                                                  (4.14) 
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άρα :  

( ) ( ) ( ) ( )ΕΟΕo εεΕΟεΕεΟΕΟH∆ −+−=+−+=′−′=                        (4.15) 

∆ηλαδή, σε κάθε µετρηµένη υψοµετρική διαφορά υπεισέρχεται το συστηµατικό 

σφάλµα ( )ΕΟ εε − . Από το σχήµα 4.10 επίσης προκύπτει ότι : 

rad
11Ο ωDωtanDε ==  και rad

22Ε ωDωtanDε ==                                 (4.16) 

εποµένως το σφάλµα του σκοπευτικού άξονα είναι ανάλογο της απόστασης του 
χωροβάτη από τις σταδίες.  

Στην ειδική περίπτωση που 21 DD = , είναι φανερό ότι τα σφάλµατα Οε  και Εε  

γίνονται ίσα ( )EΟ εε =  και εποµένως, µολονότι ο σκοπευτικός άξονας δεν είναι 

οριζόντιος, η µετρηµένη υψοµετρική διαφορά είναι σωστή. 

Από τα παραπάνω συµπεραίνεται ότι το σφάλµα από τη µη πλήρωση της 
πρωτεύουσας συνθήκης µπορεί να εξαλειφθεί αν ο χωροβάτης τοποθετείται στη 
µεσοκάθετη της απόστασης µεταξύ των δύο σταδιών. Μολονότι η επίδραση από τη 
µη πλήρωση της κύριας συνθήκης µπορεί να εξαλειφθεί όπως αναφέρθηκε πιο 
πάνω, είναι σκόπιµο να γίνεται έλεγχος για τη ύπαρξη σφάλµατος στον 
σκοπευτικό άξονα πριν την έναρξη των µετρήσεων. Ο έλεγχος αυτός γίνεται στο 
ύπαιθρο και ακολουθείται η διαδικασία που φαίνεται στο σχήµα 4.11. 

Σχήµα 4.11 Έλεγχος πλήρωσης κύριας συνθήκης χωροβάτη 

 
α. Ο χωροβάτης τοποθετείται στη µεσοκάθετη της απόστασης µεταξύ των δύο 

σταδιών και προσδιορίζεται η υψοµετρική διαφορά ΑΒH∆  (σχ. 4.11  - α) 

β. Ο χωροβάτης τοποθετείται κοντά στο Α (σταδία Όπισθεν) ή στο Β (σταδία 

Έµπροσθεν) και προσδιορίζεται η υψοµετρική διαφορά ABH∆ ′  (σχ. 4.11 - β) .  
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Αν ΑΒH∆  = ABH∆ ′  ο σκοπευτικός άξονας του οργάνου είναι οριζόντιος. Στην 

αντίθετη περίπτωση ( ΑΒΑΒ H∆H∆ ′≠ ) ο σκοπευτικός άξονας παρουσιάζει κλίση ως 

προς την (οριζόντια) κανονική ευθεία της αεροστάθµης. Η γωνία κλίσης 
εκφρασµένη σε ακτίνια (rad)  υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση : 

ΑΒ

ΑΒΑΒ

D

H∆H∆
ω

−′
=                                                         (4.17) 

όπου ΑΒD  η απόσταση των δύο σταδιών.  

Ο έλεγχος αυτός είναι γνωστός και ως «έλεγχος άκρου – µέσου» και ισχύει για 
όλες τις κατηγορίες των χωροβατών (απλούς ή αυτόµατους, οπτικοµηχανικούς ή 
ψηφιακούς). Η εξάλειψη του σφάλµατος γίνεται όπως αναφέρθηκε παραπάνω µε 
τον χωροβάτη στη µεσοκάθετη µεταξύ των σταδιών. 

Οι ψηφιακοί χωροβάτες διαθέτουν στο λογισµικό τους υπορουτίνα µε την οποία, 
µέσω ειδικής διαδικασίας, ελέγχεται η πλήρωση της κύριας συνθήκης του οργάνου 
(υπορουτίνα «Check & Adjust»). Με την υπορουτίνα αυτή προσδιορίζεται κάθε 
φορά η γωνία ω  που σχηµατίζει ο σκοπευτικός άξονας µε το οριζόντιο επίπεδο. Η 

γωνία εκφράζεται σε εξηκονταδικά δευτερόλεπτα (′′) και έχει θετικό πρόσηµο, αν 
ο σκοπευτικός άξονας είναι πάνω από το οριζόντιο επίπεδο ή αρνητικό στην 
αντίθετη περίπτωση. Η τιµή αυτή αποθηκεύεται στην εσωτερική µνήµη του 
οργάνου έτσι ώστε, κάθε φορά που το όργανο πραγµατοποιεί µια µέτρηση, να 
υπολογίζεται η αντίστοιχη διόρθωση και να καταγράφεται η διορθωµένη, σωστή 
µέτρηση. Για τον λόγο αυτό, µε τους ψηφιακούς χωροβάτες δεν υπάρχει η 
απαίτηση της τοποθέτησής τους στη µεσοκάθετη µεταξύ των σταδιών, αλλά αρκεί 
οι αποστάσεις οργάνου - σταδιών να µην υπερβαίνουν το λόγο 1 : 2. 

• Η κανονική ευθεία (ΑΑ΄) της αεροστάθµης να είναι κάθετη στον κατακόρυφο 

άξονα  (ΠΠ΄) του οργάνου (ΑΑ΄⊥ΠΠ΄). 

Η συνθήκη αυτή ονοµάζεται και δευτερεύουσα συνθήκη. Όταν πληρούται 
αποφεύγονται οι µεγάλες αποκλίσεις της αεροστάθµης και δεν χρειάζεται να 
διορθώνεται η αεροστάθµη σε κάθε σκόπευση. Η συνθήκη ελέγχεται και 
αποκαθίσταται όπως στα θεοδόλιχα. 

• Το ένα από τα δύο νήµατα του σταυρονήµατος του προσοφθάλµιου να είναι 
οριζόντιο. 

 

4.9  ΣΦΑΛΜΑΤΑ ΣΤΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΧΩΡΟΣΤΑΘΜΗΣΕΙΣ 

Όπως και σε κάθε είδος µετρήσεων έτσι και στις χωροσταθµήσεις τα σφάλµατα 
των µετρήσεων διακρίνονται σε τρεις βασικές κατηγορίες (ενότητα 1.2.3): 

• Χονδροειδή σφάλµατα 

• Συστηµατικά σφάλµατα 

• Τυχαία σφάλµατα 

Τα χονδροειδή σφάλµατα αφορούν λάθος ανάγνωση στη σταδία, λάθος 
καταγραφή των µετρήσεων, µετακίνηση της σταδίας σε σηµείο αλλαγής χωρίς 
αυτό να γίνει αντιληπτό. Σήµερα, µε την χρήση των ψηφιακών χωροβατών η 
επίδραση των χονδροειδών σφαλµάτων έχει ελαχιστοποιηθεί, δεδοµένου ότι η 
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ανάγνωση στη σταδία και η καταγραφή της γίνεται από το όργανο χωρίς την 
παρεµβολή  του παρατηρητή.  

Τα τυχαία σφάλµατα περιγράφονται στο αντίστοιχο κεφάλαιο περί σφαλµάτων. 
Στη συνέχεια εξετάζονται αναλυτικά τα συστηµατικά σφάλµατα που εµφανίζονται 
στις µετρήσεις υψοµετρικών διαφορών µε τη µέθοδο της γεωµετρικής 
χωροστάθµησης. Τα σφάλµατα αυτά οφείλονται στη µη ορθή λειτουργία των 
οργάνων (π.χ. µη πλήρωση συνθηκών), σε κατασκευαστικές ατέλειες ή σε λάθη 
στη χρήση τους (π.χ. σφάλµατα υποδιαιρέσεων στις σταδίες, µη κατακόρυφες 
σταδίες κατά τις µετρήσεις), στο περιβάλλον στο οποίο πραγµατοποιούνται οι 
µετρήσεις (καµπυλότητα της γης) και στις συνθήκες µέτρησης (ατµοσφαιρική 
διάθλαση). 

 

4.9.1 Συστηµατικά σφάλµατα που οφείλονται στο χωροβάτη 

Προέρχονται από την µη πλήρωση των συνθηκών ορθής λειτουργίας του (ενότητα 
4.8.5), ιδιαίτερα της κύριας συνθήκης. Όπως αναφέρθηκε στην αντίστοιχη 
ενότητα (4.8.5) εξαλείφονται µε την τοποθέτηση του χωροβάτη στη µεσοκάθετη 
µεταξύ των δύο σταδιών. 

 

4.9.2 Συστηµατικά σφάλµατα που οφείλονται στις σταδίες  

Τα σφάλµατα αυτά προέρχονται από σφάλµα στο µηδέν (αρχή) της σταδίας, 
ανώµαλες υποδιαιρέσεις στις σταδίες (αµελητέα για χωροσταθµήσεις 
συνηθισµένης ακρίβειας), µεταβολή του µήκους της σταδίας από την επίδραση της 
θερµοκρασίας (διαστολές – συστολές), σφάλµα στη σφαιρική αεροστάθµη της 
σταδίας, σφάλµα µη κατακόρυφης θέσης της σταδίας.  

Το σφάλµα στο µηδέν της σταδίας εξαλείφεται όταν στις χωροσταθµήσεις 
χρησιµοποιείται µία µόνον σταδία, στην αντίθετη περίπτωση εξαλείφεται όταν το 
πλήθος των στάσεων του χωροβάτη είναι άρτιο.  

Η κατακόρυφη τοποθέτηση της σταδίας ελέγχεται µε τη βοήθεια της σφαιρικής 
αεροστάθµης (ενσωµατωµένης ή επιβατικής), ενώ πιθανό  σφάλµα στην σφαιρική 
αεροστάθµη αντιµετωπίζεται µε τον έλεγχο της κατακόρυφης θέσης της σταδίας 
από τον παρατηρητή, χρησιµοποιώντας το κατακόρυφο νήµα του σταυρονήµατος 
του οργάνου, σε δύο θέσεις της σταδίας κάθετες µεταξύ τους.  

Συστηµατικά σφάλµατα παρουσιάζονται επίσης από την υποχώρηση του τρίποδα 
του οργάνου ή των χωροσταθµικών βάσεων κατά τη διάρκεια των µετρήσεων. Για 
την ελαχιστοποίηση τέτοιων σφαλµάτων πρέπει τόσο ο χωροβάτης όσο και οι 
σταδίες να τοποθετούνται σε σταθερό έδαφος και οι µετρήσεις σε κάθε στάση του 
οργάνου να ολοκληρώνονται χωρίς µεγάλη καθυστέρηση. 

 

4.9.3 Συστηµατικά σφάλµατα που οφείλονται στη διάθλαση και την 
καµπυλότητα της γης. 

Αποµακρυσµένα σηµεία του εδάφους φαίνονται ψηλότερα από ότι είναι στην 
πραγµατικότητα εξαιτίας της ατµοσφαιρικής διάθλασης. Αντίθετα, εξαιτίας της 
καµπυλότητας της γης, φαίνονται χαµηλότερα (παράρτηµα ΙΙ). 

Για τις συνηθισµένες αποστάσεις µεταξύ σταδιών και χωροβάτη και για 
χωροσταθµήσεις µέσης ακρίβειας η επίδραση των δύο παραπάνω παραγόντων 
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είναι αµελητέα. Σε κάθε περίπτωση δε, εξαλείφονται όταν ο χωροβάτης 
τοποθετείται στη µεσοκάθετη µεταξύ των δύο σταδιών. Πράγµατι, όπως φαίνεται 
και στο σχήµα 4.12, όταν ο χωροβάτης βρίσκεται στη µεσοκάθετη της απόστασης 

ΑΒ τα σφάλµατα αε  και βε  στις αναγνώσεις στις σταδίες Όπισθεν και 

Έµπροσθεν, που οφείλονται στην επίδραση της ατµοσφαιρικής διάθλασης και της 

καµπυλότητας της γης είναι ίσα ( αε = βε ). Εποµένως, µολονότι λαµβάνονται οι 

«εσφαλµένες αναγνώσεις ( αεα + ) και ( βεβ + ) στις σταδίες Όπισθεν και 

Έµπροσθεν αντίστοιχα, η υψοµετρική διαφορά ΑΒ∆Η  θα είναι απαλλαγµένη από 

την επίδρασή τους : 

( ) ( ) βαεβεαΕΟ∆Η βαΑΒ −=+−+=−=                           (4.18) 

 
Σχήµα 4.12 Επίδραση της διάθλασης και της καµπυλότητας της γης στη Γεωµετρική 

                                                                    Χωροστάθµηση 

 

Στις περιπτώσεις χωροσταθµήσεων σε εδάφη µε µεγάλες κλίσεις θα πρέπει να 
αποφεύγονται οι πολύ χαµηλές ή πολύ ψηλές σκοπεύσεις στις σταδίες γιατί τότε η 
επίδραση της διάθλασης είναι ανοµοιόµορφη. 

Στους ψηφιακούς χωροβάτες υπάρχουν ειδικές υπορουτίνες για τον υπολογισµό 
της επίδρασης της καµπυλότητας της γης και την αυτόµατη διόρθωση των 
καταγραφών των µετρήσεων, ενώ στη περίπτωση των πολύ χαµηλών ή πολύ 
ψηλών σκοπεύσεων ο χωροβάτης δεν παίρνει µέτρηση αλλά εµφανίζει στην οθόνη 
µήνυµα σφάλµατος. 

Τέλος πρέπει να αναφερθεί ότι στις χωροσταθµήσεις ακριβείας πρέπει να γίνεται 
η αντίστοιχη ορθοµετρική διόρθωση λόγω της µη παραλληλίας των 
χωροσταθµικών επιφανειών. Στην αντίθετη περίπτωση στις προσδιοριζόµενες 
υψοµετρικές διαφορές θα υπάρχει συστηµατικό σφάλµα µεγέθους κατά απόλυτη 
τιµή ίσο µε τη διόρθωση αυτή. 

 

4.10  ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΧΩΡΟΣΤΑΘΜΗΣΗΣ 

Η ακρίβεια των µετρήσεων µε τη µέθοδο της Γεωµετρικής Χωροστάθµησης είναι 
συνάρτηση των τυχαίων σφαλµάτων τα οποία επηρεάζουν το αποτέλεσµα των 
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µετρήσεων. Σφάλµατα χονδροειδή και συστηµατικά θεωρείται ότι έχουν ήδη 
εξαλειφθεί από τις µετρήσεις. 

Η αβεβαιότητα ( µ
H∆σ ) µιας µοναδιαίας χωροστάθµησης προσδιορίζεται από την 

παρακάτω σχέση (Εφαρµογή του νόµου µετάδοσης µεταβλητοτήτων στη σχέση 
ΕΟH∆ −= ) : 

2
Ε

2
Ο

µ
H∆ σσσ +±=                                                         (4.19) 

όπου Οσ , Εσ  η αβεβαιότητα στην µέτρηση στη σταδία Όπισθεν και Έµπροσθεν 

αντίστοιχα. Οι αβεβαιότητες αυτές είναι συνάρτηση των τυχαίων σφαλµάτων στη 
σκόπευση και την ανάγνωση στις σταδίες καθώς και στο τυχαίο σφάλµα 
τοποθέτησης της αεροστάθµης στο κανονικό της σηµείο. 

Κάνοντας την παραδοχή ότι Οσ  = Εσ = σ  η σχέση (4.19) γίνεται : 

2σσ2σ 2µ
H∆ ±=±=                                                                  (4.20) 

Σε µια χωροσταθµική όδευση στην οποία απαιτούνται n  στάσεις χωροβάτη 

ισχύει: n21 H∆H∆H∆H∆ +++= K   

και : 

n2σσσn

σnσσσσ

H∆
2

µ,H∆

2
H∆

2
H∆

2
H∆

2
H∆H∆ n21

±=⇒±

=±=+++±= K

                  (4.21) 

Η τελική τιµή µιας διπλής γεωµετρικής χωροστάθµησης δίνεται από τη σχέση 
(4.10): 

2

H∆H∆
H∆

retouraller
____ +

=  

ενώ η αβεβαιότητά της υπολογίζεται από τη σχέση : 

2

σσ
σ

2
H∆

2
H∆

H∆

retouraller
____

+
±=                                      (4.22) 

Αν έχουν απαιτηθεί 1n  στάσεις χωροβάτη για τη µετάβαση και αντίστοιχα 2n  

στάσεις για την επιστροφή, η σχέση (4.22), µέσω της σχέσης (4.21), γίνεται : 

( )21
H∆

nn2
2

σ
σ ____ +±=                                                 (4.23) 

ενώ µε την παραδοχή nnn 21 ==  : 

nσσ ___

H∆
±=                                                       (4.24) 

∆ηλαδή η ακρίβεια της διπλής γεωµετρικής χωροστάθµησης εκφράζεται σαν 
συνάρτηση της αβεβαιότητας στη σκόπευση στη σταδία και του πλήθους των 
στάσεων του χωροβάτη.  

Για παράδειγµα, σε µια διπλή γεωµετρική χωροστάθµηση µήκους 1km, κάνοντας 
την παραδοχή ότι µια µέση απόσταση χωροβάτη – σταδίας είναι της τάξης των 
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25m, θα απαιτηθούν 1000m/2 ⋅ 25m=20 στάσεις χωροβάτη. Χρησιµοποιώντας 

χωροβάτη µε αβεβαιότητα στη µοναδιαία σκόπευση ±1mm, η ακρίβεια της 
παραπάνω χωροστάθµησης, σύµφωνα µε τη σχέση (4.24), υπολογίζεται : 

mm5σ20mm120mm1σ
km1km1 H∆H∆

±≅⇒±=±=  

Όµοια, για µια διπλή γεωµετρική χωροστάθµηση µήκους 3km, που θα µετρηθεί µε 

το ίδιο όργανο, θα απαιτηθούν 3 ⋅ 20 =60 στάσεις χωροβάτη, και η ακρίβειά της 
εκτιµάται : 

mm8σ3σ203mm1203mm1σ H∆H∆H∆ km1
±≅⇒±=⋅±=⋅±=  

Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνεται ότι η ακρίβεια µιας χωροστάθµησης 
µετρηµένης µε συγκεκριµένο σύστηµα «χωροβάτης – σταδίες» είναι ανάλογη της 
τετραγωνικής ρίζας του µήκους της εκφρασµένου σε km, καθώς και της ακρίβειας 
µιας χωροστάθµησης µήκους 1km µετρηµένης µε το ίδιο σύστηµα. Για το λόγο 
αυτό οι κατασκευαστές των οργάνων εκφράζουν την ακρίβεια ενός χωροβάτη για 

διπλή χωροστάθµηση µε τη µορφή km/mmα±  όπου η ποσότητα α εκφράζει την 

ακρίβεια που επιτυγχάνεται µε το συγκεκριµένο όργανο σε µια διπλή 
χωροστάθµηση µήκους 1km. 

Σύµφωνα µε όσα έχουν αναφερθεί οι υψοµετρικές διαφορές που προκύπτουν στην 
µετάβαση και την επιστροφή πρέπει να είναι ίσες κατ΄ απόλυτη τιµή 

( retouraller H∆H∆ = ). Στην πραγµατικότητα, αυτό δεν συµβαίνει εξαιτίας των 

τυχαίων σφαλµάτων που υπεισέρχονται στις µετρήσεις. Χρησιµοποιώντας τις 
σχέσεις (4.20) και (4.21) είναι δυνατόν, για το συγκεκριµένο σύστηµα «χωροβάτης 
– σταδίες» που χρησιµοποιήθηκε στις µετρήσεις, να τεθεί ένα όριο πάνω από το 
οποίο το σφάλµα κλεισίµατος της χωροστάθµησης w ,που είναι ίσο µε το άθροισµα 

µετάβασης και επιστροφής ( retouraller H∆H∆w +=  ) δεν µπορεί να γίνει 

αποδεκτό.                                          

Εφαρµόζοντας τον νόµο µετάδοσης σφαλµάτων στη σχέση που υπολογίζει το 
σφάλµα κλεισίµατος προκύπτει : 

2
H∆

2
H∆

2
w

retouraller
σσσ +=                                                       (4.25) 

Η αβεβαιότητα 
allerH∆σ της χωροστάθµησης στη µετάβαση, όπου έχουν γίνει 1n  

στάσεις χωροβάτη, είναι : 

1
2

1H∆
n2σσn2σ

aller
±=±= , 

Αντίστοιχα, η αβεβαιότητα 
retourH∆σ  της χωροστάθµησης στην επιστροφή (µε 2n  

στάσεις χωροβάτη, είναι : 

2
2

2H∆
n2σσn2σ

retour
±=±= , 

µε σ  την αβεβαιότητα στη µέτρηση του χωροβάτη στη σταδία. 

Ετσι, η σχέση (4.25) γίνεται :    
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( )21
22

∆Η
2
∆Η

2
w nn2σσσσ

retouraller
+⋅=+=  

και για nnn 21 == : 

nσ2σ w ±=                                                                  (4.26) 

Αφού υπολογισθεί η ποσότητα wσ  ελέγχεται αν το κλείσιµο w  της 

χωροστάθµησης σε µετάβαση και επιστροφή βρίσκεται µέσα στο διάστηµα 

( ww σt,σt ⋅+⋅− ). Η τιµή του µεγέθους t , εξαρτάται από το επίπεδο εµπιστοσύνης, 

την πιθανότητα δηλ. το κλείσιµο w  να βρίσκεται µέσα στο συγκεκριµένο 
διάστηµα. Συνήθως επιλέγεται επίπεδο εµπιστοσύνης 95%, οπότε το µέγεθος t  
έχει την τιµή 96.1t = . Αν : 

wσ96.1w ⋅≤                                                                 (4.27) 

το κλείσιµο της χωροστάθµησης θεωρείται αποδεκτό. Στην αντίθετη περίπτωση η 
χωροστάθµηση πρέπει να επαναληφθεί στο σύνολό της. 

 

4.11  ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΧΩΡΟΣΤΑΘΜΗΣΗΣ 

Οι ειδικές αυτές περιπτώσεις που εξετάζονται στις επόµενες παραγράφους 
περιγράφουν µεθοδολογίες µέτρησης για τον προσδιορισµό υψοµετρικών 
διαφορών όταν δεν είναι δυνατή η εφαρµογή της µεθόδου όπως περιγράφηκε στις 
προηγούµενες παραγράφους αυτού του κεφαλαίου. 

 

4.11.1 Αµοιβαία Χωροστάθµηση  

Όταν µεταξύ των σηµείων των οποίων πρόκειται να υπολογισθεί η υψοµετρική 
διαφορά µε γεωµετρική χωροστάθµηση παρεµβάλλεται φυσικό εµπόδιο (ποταµός, 
θαλάσσια διώρυγα, λίµνη κλπ.) δεν είναι δυνατόν να εφαρµοσθεί η γνωστή 
διαδικασία της γεωµετρικής χωροστάθµησης (ο χωροβάτης στη µεσοκάθετη της 
απόστασης των σηµείων) για την εξάλειψη της επίδρασης των συστηµατικών 
σφαλµάτων από τη µη πλήρωση της βασικής συνθήκης του χωροβάτη, καθώς και 
την επίδραση της καµπυλότητας της γης και της ατµοσφαιρικής διάθλασης.  Για 
να είναι τα αποτελέσµατα απαλλαγµένα από την επίδραση των παραπάνω 
συστηµατικών σφαλµάτων ακολουθείται ειδική διαδικασία η οποία σχηµατικά 
παρουσιάζεται στο σχήµα 4.13 που ακολουθεί. Η διαδικασία των µετρήσεων 
ονοµάζεται αµοιβαία χωροστάθµηση. 
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Σχήµα 4.13 Αµοιβαία χωροστάθµηση 
 

Για την εφαρµογή της µεθόδου απαιτούνται ένας χωροβάτης µε ισχυρό 
τηλεσκόπιο και δύο σταδίες. Ο χωροβάτης τοποθετείται αρχικά τόσο κοντά στη 
σταδία στο Α, όσο είναι η ελάχιστη απόσταση εστίασης (θέση Χ1), και 
λαµβάνονται οι αναγνώσεις Ο1 (σταδία στο Α) και Ε1 (σταδία στο σηµείο Β). Στη 
συνέχεια, ο χωροβάτης µεταφέρεται στη θέση Χ2, αντίστοιχα κοντά στο σηµείο Β, 
και λαµβάνονται οι αναγνώσεις Ο2 (σταδία στο Β) και Ε2 (σταδία στο Α).  

Αν οι µετρήσεις ολοκληρωθούν σε σύντοµο χρονικό διάστηµα µπορεί να γίνει η 
παραδοχή ότι η επίδραση της ατµοσφαιρικής διάθλασης είναι ίδια για τα δύο 

ζεύγη µετρήσεων. Εστω 1ε  το σφάλµα από την επίδραση της µη πλήρωσης της 

κύριας συνθήκης του χωροβάτη, ενώ 2ε  είναι το σφάλµα από τη συνδυασµένη 

επίδραση της διάθλασης και της καµπυλότητας της γης (που φυσικά είναι ίδια και 

για τις δύο υψοµετρικές διαφορές ΑΒH∆  και ΒΑH∆ ). Τα σφάλµατα αυτά θα 

επηρεάζουν τις αναγνώσεις στις σταδίες Ε1 και Ε2 (µακρινές σκοπεύσεις). Αν 

ΑΒH∆ ′  και ΒΑH∆ ′  οι ορθές υψοµετρικές διαφορές, ισχύει : 

( ) ( ) ( )21ΑΒ21112111ΑΒ εεH∆εεΕΟ)εεΕ(ΟH∆ ++=++−=−−−=′       (4.28) 

( ) ( ) ( )21ΒΑ21222122ΒΑ εεH∆εεΕΟ)εεΕ(ΟH∆ ++=++−=−−−=′    (4.28α) 

Η τελική υψοµετρική διαφορά ΑΒH∆ ′ , που είναι ο µέσος όρος από µετάβαση και 

επιστροφή, θα είναι απαλλαγµένη από την επίδραση των παραπάνω σφαλµάτων, 
αφού αυτά αλληλοαναιρούνται: 

( )[ ] ( )[ ]
2

H∆H∆
H∆

2

εεH∆εεH∆

2

H∆H∆

2

H∆H∆
H∆

ΒΑΑΒ
ΑΒ

21ΒΑ21ΑΒ

ΒΑΑΒΒΑΑΒ
ΑΒ

−
=′⇒

++−++

=
′−′

=
′+′

=′
          (4.29) 

Όταν η απόσταση µεταξύ των Α και Β είναι µεγάλη ή απαιτείται ακρίβεια στα 
αποτελέσµατα, χρησιµοποιούνται δύο χωροβάτες (της θέσεις Χ1 και Χ2 
αντίστοιχα). Οι µετρήσεις γίνονται τότε ταυτόχρονα, ώστε να εξαλειφθούν πλήρως 
τα σφάλµατα από την επίδραση της διάθλασης και της καµπυλότητας της γης και 
σε δύο φάσεις (εναλλάσσονται δηλαδή οι χωροβάτες της θέσεις Χ1 και Χ2) για να 
εξαλειφθούν και τα σφάλµατα από τη µη πλήρωση της βασικής συνθήκης και στα 
δύο όργανα. 
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4.11.2 Χωροσταθµήσεις για τον προσδιορισµό υψοµέτρων οροφών  

Πολλές φορές απαιτείται ο προσδιορισµός υψοµέτρων πελµάτων πλακών ή δοκών 
π.χ. για τον έλεγχο της οριζοντιότητας τους, ή για τον προσδιορισµό του πάχους 
τους µε ακρίβεια της τάξης των µερικών mm. Αφού επιλεγούν τα σηµεία πάνω στα 
δοµικά στοιχεία, και σηµανθούν κατάλληλα, εφαρµόζεται η µέθοδος της 
γεωµετρικής χωροστάθµησης. Ο χωροβάτης τοποθετείται σε κατάλληλη θέση, και 
λαµβάνεται η ανάγνωση στη σταδία Όπισθεν τοποθετηµένη σε χωροσταθµική 
αφετηρία γνωστού υψοµέτρου. Στη συνέχεια η σταδία τοποθετείται ανεστραµµένη 
διαδοχικά στα σηµεία της οροφής και λαµβάνονται αναγνώσεις Έµπροσθεν για 
κάθε σηµείο. Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.14 στην περίπτωση αυτή το 
υψόµετρο του i  σηµείου θα δίνεται από τη σχέση: 

( )iRRiRi EOHH∆HH ++=+=                                                    (4.30)   

Σχήµα 4.14 Χωροστάθµηση για τον προσδιορισµό υψοµέτρων πελµάτων πλακών 

 

4.12  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΥΨΟΜΕΤΡΙΑ 

 Η τριγωνοµετρική υψοµετρία είναι έµµεση µέθοδος προσδιορισµού υψοµετρικών 
διαφορών.  Εφαρµόζεται στις περιπτώσεις εκείνες που είτε η απόσταση µεταξύ 
των σηµείων των οποίων ζητείται η υψοµετρική διαφορά είναι µεγάλη, είτε είναι 
µεγάλη η υψοµετρική τους διαφορά καθώς και σε περιπτώσεις που δεν είναι 
δυνατή η εφαρµογή της γεωµετρικής χωροστάθµησης. 

 

4.12.1 Αρχή της µεθόδου 

Η τριγωνοµετρική υψοµετρία βασίζεται στην επίλυση ενός ορθογώνιου τριγώνου 
το οποίο σχηµατίζεται από την ευθεία ΑΒ και την προβολή της στο οριζόντιο 
επίπεδο στο οποίο ανήκει το Α. 

Η αρχή της µεθόδου φαίνεται στο σχήµα 4.15. Για τον προσδιορισµό της 
υψοµετρικής διαφοράς µεταξύ δύο σηµείων Α και Β (∆ΗΑΒ) κεντρώνεται στο 
σηµείο Α και οριζοντιώνεται γωνιοµετρικό όργανο ενώ στο σηµείο Β τοποθετείται 
κατάλληλος στόχος ο οποίος σκοπεύεται µε το όργανο σε συγκεκριµένη θέση. Από 
το σχήµα γίνεται φανερό ότι αρκεί να µετρηθεί η κατακόρυφη γωνία ΖΑΒ, το 
κεκλιµένο µήκος SAB ή το οριζόντιο µήκος DAB, το Ύψος Οργάνου (Υ.Ο. - απόσταση 
του σηµείου τοµής των αξόνων από την κεφαλή της σήµανσης που υλοποιεί το 
σηµείο Α) και το Ύψος Σκόπευσης (Υ.Σ.  - απόσταση του σηµείου που σκοπεύθηκε 
από την κεφαλή της σήµανσης που υλοποιεί το σηµείο Β) .   
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Σχήµα 4.15 Αρχή της Τριγωνοµετρικής Υψοµετρίας 

 

Η µέτρηση της κατακόρυφης γωνίας γίνεται µε θεοδόλιχο ή γεωδαιτικό σταθµό, 
οπωσδήποτε σε δύο θέσεις τηλεσκοπίου και συνήθως, (ιδιαίτερα αν η απόσταση 
µεταξύ των δύο σηµείων είναι µεγάλη), σε δύο περιόδους. Η µέτρηση του µήκους 
γίνεται µε µετροταινία ή γεωδαιτικό σταθµό. Σήµερα η µέτρηση γωνιών και µηκών 
γίνεται ταυτόχρονα µε τη χρήση γεωδαιτικού σταθµού. 

Στην περίπτωση που µετρηθεί το κεκλιµένο µήκος ΑΒS  η υψοµετρική διαφορά 

∆ΗΑΒ υπολογίζεται από τη σχέση:  

.Σ.Υ.Ο.ΥzcosSH∆ ABABAB −+⋅=                                        (4.31) 

ενώ, στην περίπτωση που µετρηθεί το οριζόντιο µήκος DAB, η αντίστοιχη σχέση 
υπολογισµού της υψοµετρικής διαφοράς ∆ΗΑΒ είναι : 

.Σ.Υ.Ο.ΥzcotDΣ.Υ.Ο.Υ
ztan

D
H∆ ABAB

AB

AB
AB −+⋅=−+=                          (4.31α) 

Το οριζόντιο µήκος DAB µπορεί να µετρηθεί απευθείας ή να προσδιορισθεί από το 
2ο θεµελιώδες πρόβληµα, εφόσον είναι γνωστές οι συντεταγµένες των Α και Β. Αν 
οι συντεταγµένες των Α και Β αναφέρονται στο Κρατικό Σύστηµα Αναφοράς, το 
µήκος DAB πρέπει να αναχθεί από το προβολικό επίπεδο στην επιφάνεια 
αναφοράς (εφόσον αυτό απαιτείται λόγω της προβολής που χρησιµοποιείται) και 
στη συνέχεια να αναχθεί στη χωροσταθµική επιφάνεια που περνά από το Α. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Για τον υπολογισµό της  υψοµετρικής διαφοράς ∆ΗΑΒ µετρήθηκαν τα ακόλουθα 
στοιχεία :  

ΖΑΒ  = 98.535g (τελική τιµή), SΑΒ  = 258.246m, Y.O.  = 1.49 m, Υ.Σ. = 1.70m. 
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Αν το υψόµετρο του Α είναι ΗΑ = 386.97m να υπολογισθεί το υψόµετρο του 
σηµείου Β. 

Είναι :  

( )
m70.392H73.597.386H∆HH

m73.570.149.1535.98cos246.258.Σ.Υ.Ο.ΥzcosSH∆

BABAΒ

g
ABABAB

=⇒+=+=

⇒=−+⋅=−+⋅=
  

 

4.13 ΣΦΑΛΜΑΤΑ ΣΤΗΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΥΨΟΜΕΤΡΙΑ 

Στον προσδιορισµό µιας υψοµετρικής διαφοράς µε τη µέθοδο της τριγωνοµετρικής 
υψοµετρίας υπεισέρχονται σφάλµατα χονδροειδή, συστηµατικά και τυχαία. 

Τα χονδροειδή σφάλµατα αφορούν κυρίως λάθη στην ανάγνωση ή την καταγραφή 
των µετρήσεων των µεγεθών που χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό της 
υψοµετρικής διαφοράς (κατακόρυφη γωνία, κεκλιµένο µήκος, ύψη οργάνου και 
στόχου). Σήµερα η χρήση των Γεωδαιτικών Σταθµών έχει ελαχιστοποιήσει την 
επίδραση των χονδροειδών σφαλµάτων που αφορούν τα δύο πρώτα µεγέθη 
(κατακόρυφες γωνίες και µήκη) δεδοµένου ότι τα όργανα αυτά έχουν τη 
δυνατότητα καταγραφής των µετρήσεων στη µνήµη του µικρο-υπολογιστή που 
διαθέτουν. Έτσι, το συνηθέστερο χονδροειδές σφάλµα οφείλεται σε εσφαλµένη 
µέτρηση ή καταγραφή των υψών οργάνου και στόχου. 

 Τα συστηµατικά σφάλµατα οφείλονται στη : 

• µη ορθή λειτουργία των οργάνων εξαιτίας της µη πλήρωσης των βασικών τους 
συνθηκών, 

• επίδραση της καµπυλότητας της γης,  

• επίδραση του περιβάλλοντος των µετρήσεων (ατµοσφαιρική διάθλαση), 

Η πρώτη οµάδα συστηµατικών σφαλµάτων εξαλείφεται µε εργαστηριακούς 
ελέγχους των οργάνων που εξασφαλίζουν την ορθή λειτουργία τους. Στις επόµενες 
παραγράφους εξετάζεται αναλυτικά η επίδραση των άλλων δύο συστηµατικών 
σφαλµάτων (καµπυλότητα της γης και διάθλαση). 

 

4.13.1 Επίδραση της καµπυλότητας της γης 

Για µικρές αποστάσεις µεταξύ των σηµείων Α και Β γίνεται η παραδοχή ότι αυτά 
προβάλλονται στο οριζόντιο επίπεδο το οποίο εφάπτεται στη σφαιρική γη στο 
σηµείο Α. Στην περίπτωση αυτή, οι κατακόρυφες που περνούν από τα σηµεία Α 
και Β είναι παράλληλες µεταξύ τους, και η υψοµετρική διαφορά των σηµείων 
προσδιορίζεται από τη σχέση 4.31 ή 4.31α. Όσο όµως η απόσταση µεταξύ των Α 
και Β µεγαλώνει, δεν µπορεί να αγνοηθεί το γεγονός ότι στην πραγµατικότητα οι 
κατακόρυφες δεν είναι µεταξύ τους παράλληλες αλλά συγκλίνουν στο κέντρο της 
γης: υπεισέρχεται δηλαδή η επίδραση της καµπυλότητας της γης. 

Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.16, αν εφαρµοσθεί η σχέση 4.31, θα υπολογισθεί η 
ΒΒ1 αντί της  ΒΒ2, που είναι η ορθή υψοµετρική διαφορά.  
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Σχήµα  4.16 Επίδραση της καµπυλότητας της γης στην Τριγωνοµετρική Υψοµετρία 

 

Στο τρίγωνο Β3ΒΒ1 η γωνία ωΒΒΒ 13 =−− (γεωκεντρική γωνία). Η γωνία ω είναι 

πολύ µικρή (περίπου 1c για µήκος 1km πάνω στη σφαίρα), εποµένως µπορεί να 

θεωρηθεί ότι : ΒΒ1 ≅ ΒΒ3, και ΑΒ1 = DΑΒ ≅ AΒ3, όπου DΑΒ το (οριζόντιο) µήκος πάνω 
στο οριζόντιο επίπεδο που περνάει από το Α.  

Τότε, η ορθή υψοµετρική διαφορά είναι 2332ΑΒ ΒΒΒΒΒΒh∆ +== . Από το σχήµα 

φαίνεται ότι: 

( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) ⇒++=⇒++=++ 2
2323Α

2
ΑΒ

2
23Α

2
ΑΒ

2
Α ΒBΒBhR2DΒBhRDhR  

( )
( ) R2

D

hR2

D
ΒΒ

2
ΑΒ

Α

2
ΑΒ

23 ≅
+

≅ . 

Για ένα µήκος DΑΒ = 500m η Β3Β2 = 0.020m, άρα η επίδραση της καµπυλότητας 
της γης πρέπει να λαµβάνεται υπόψη στον υπολογισµό υψοµετρικών διαφορών µε 
τη µέθοδο της Τριγωνοµετρικής Υψοµετρίας. Η διόρθωση, όπως φαίνεται και από 
το σχήµα 4.16, είναι προσθετική και ίση µε : 

R2

D
H∆δ

2
ΑΒ

.καµπ =                                                                       (4.32) 

Ετσι, 

( ).Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
ZcosSh∆

2
ΑΒ

ΑΒΑΒ −++=                                (4.33) 

 

4.13.2 Επίδραση της διάθλασης 

Η οπτική ακτίνα, καθώς διέρχεται από την ατµόσφαιρα, συναντά στρώµατα 
διαφορετικής πυκνότητας, µε αποτέλεσµα να διαθλάται και να καµπυλώνεται 
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στρέφοντας τα κοίλα προς τα κάτω. Εξαιτίας της καµπύλωσης της οπτικής ακτίνας 
ο παρατηρητής στο Α βλέπει το στόχο στο Β΄ αντί για το Β (σχ. 4.17). Το Β΄ είναι 
το σηµείο στο οποίο η εφαπτόµενη στην καµπυλωµένη οπτική ακτίνα συναντά την 
κατακόρυφο στο Β. Η επίδραση της διάθλασης έχει, εποµένως, σαν αποτέλεσµα τα 
σηµεία τα οποία σκοπεύονται να φαίνονται ψηλότερα από την πραγµατική τους 
θέση (σχ. 4.17).  

Στο σχήµα 4.17 φαίνεται ότι αντί να µετρηθεί από το Α η κατακόρυφη γωνία Ζ 
στην πραγµατικότητα µετράται η Ζ*. Η διαφορά των δύο γωνιών ( *ZZ − ) 
ονοµάζεται γωνία διάθλασης δ .  

Για αποστάσεις µέχρι 3Km µπορεί να γίνει η παραδοχή ότι η καµπύλη οπτική 
ακτίνα είναι τόξο κύκλου ακτίνας ρ. Στην περίπτωση αυτή (σχ. 4.17)  ισχύει η 
σχέση : 

         
2

θ
*ΖΖδ =−=                                                (4.34) 

όπου θ  η επίκεντρη γωνία του κύκλου µε ακτίνα ρ που βαίνει στο τόξο ΑΒ : 

ρ

S

ρ

ΑΒ
θ AB≅=                                                         (4.35) 

 
Σχήµα 4.17 Επίδραση της διάθλασης στην Τριγωνοµετρική Υψοµετρία 
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Ο λόγος της ακτίνας R της σφαιρικής γης προς την ακτίνα καµπυλότητας ρ της 
οπτικής ακτίνας ονοµάζεται συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης, k: 

ρ

R
k =                                                                    (4.36) 

Από τη σχέση (4.36) είναι φανερό ότι ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης 
εξαρτάται από την καµπυλότητα της οπτικής ακτίνας δηλ. από τις ατµοσφαιρικές 
συνθήκες που επικρατούν κατά µήκος της διαδροµής της οπτικής ακτίνας.  

Η σχέση (4.35) λόγω της (4.36) γίνεται 
R

kS
θ ΑΒ= , εποµένως η γωνία διάθλασης 

είναι : 

R2

kS

2

θ
δ ABrad ==                                                 (4.37) 

ή                                                    ccABcc ρ
R2

kS

2

θ
δ ==                                            (4.37α) 

Υπολογίζοντας τη γωνία δ  µπορεί να διορθωθεί η µετρηµένη κατακόρυφη γωνία 
Ζ* από την επίδραση της διάθλασης, και στη συνέχεια να υπολογισθεί η 
υψοµετρική διαφορά από τη σχέση (4.33).  

Αν στη σχέση (4.33) αντικαταστήσουµε όπου Ζ το (Ζ*+ δ) έχουµε : 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ).Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D

R2

*ZsinkS
*ZcosS

.Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D

R2

kS
*ZsinS*ZcosS

.Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
δ*ZsinS*ZcosS

.Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
δsin*ZsinSδcos*ZcosS

.Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
δ*ZcosSh∆

2
ΑΒ

2
ΑΒ

ΑΒ

2
ΑΒΑΒ

ΑΒΑΒ

2
ΑΒrad

ΑΒΑΒ

2
ΑΒ

ΑΒΑΒ

2
ΑΒ

ΑΒΑΒ

−++−

=−++−

=−++−

=−++−

=−+++=

 

Ο όρος 
R2

*ZsinkS2
ΑΒ  µπορεί να αντικατασταθεί µε τον όρο 

R2

kD2
ΑΒ  αφού η 

διαφορά τους για µήκη µέχρι 5km είναι µικρότερη από 1mm, οπότε : 

( ) ( ).Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
k1*ZcosSh∆

2
ΑΒ

ΑΒΑΒ −+−+=                                       (4.38)  

ή            ( ) ( ).Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
k1*ZcotDh∆

2
ΑΒ

ΑΒΑΒ −+−+=                                     (4.38α) 

όπου : 

• Ζ*  : η µετρηµένη κατακόρυφη γωνία.  
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      Στην περίπτωση που ως επιφάνεια αναφοράς θεωρηθεί το ελλειψοειδές 
αναφοράς και όχι η σφαίρα, η κατακόρυφη γωνία θα πρέπει να διορθωθεί από 
την επίδραση της απόκλισης της κατακορύφου. Η διόρθωση αυτή οφείλεται 
στο γεγονός ότι η κατακόρυφος (διεύθυνση αναφοράς για τη µέτρηση των 
κατακόρυφων γωνιών) στο σηµείο από το οποίο γίνεται η µέτρηση της 
κατακόρυφης γωνίας δεν ταυτίζεται µε την κάθετη στο ΕΕΠ στο ίδιο σηµείο.   

• ΑΒS  : το κεκλιµένο µήκος, διορθωµένο από την επίδραση των πιθανών 

σφαλµάτων του συστήµατος «Οργανο – Ανακλαστήρας», την επίδραση της 
θερµοκρασίας και της πίεσης, καθώς και την επίδραση της διάθλασης (για 
µήκη ≥ 10km). (Ενότητα 3.2), 

• ΑΒD  : το οριζόντιο µήκος που προκύπτει από την προβολή του σηµείου Β 

πάνω στο οριζόντιο επίπεδο που εφάπτεται στο σηµείο Α στην χωροσταθµική 
επιφάνεια που περνάει από αυτό.  

• k  : ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης.  

Με τη σχέση (4.38) ή (4.38α) υπολογίζεται η υψοµετρική διαφορά των Α, Β 
διορθωµένη ταυτόχρονα από την επίδραση της διάθλασης και της καµπυλότητας 
της γης.  

Από όσα αναφέρθηκαν παραπάνω γίνεται φανερό ότι, αν για τον προσδιορισµό 
της υψοµετρικής διαφοράς µεταξύ δύο σηµείων Α και Β γίνουν αµοιβαίες 
παρατηρήσεις κατακόρυφων γωνιών, η επίδραση της καµπυλότητας της γης 
εξαλείφεται, ενώ, αν οι µετρήσεις των κατακόρυφων γωνιών εκτός από αµοιβαίες 
είναι και ταυτόχρονες, εξαλείφεται και η επίδραση της διάθλασης.  Πράγµατι : 

( ) ( )ΒΑ

2
ΑΒ*

ΑΒΑΒΑΒ .Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
k1ZcosSh∆ −+−+=  , και  

( ) ( )ΑΒ

2
ΑΒ*

ΒΑΒΑΒΑ .Σ.Υ.Ο.Υ
R2

D
k1ZcosSh∆ −+−+=  

Τότε :  

⇒
−

=
+

=
2

h∆h∆

2

h∆h∆
h∆ ΒΑΑΒΒΑΑΒ

ΑΒ

____

 

( ) ( ) ( )[ ]ΑΒΒΑ
*
ΒΑΒΑ

*
ΑΒΑΒΑΒ

____

.Σ.Υ.Ο.Υ.Σ.Υ.Ο.ΥZcosScozZS
2

1
h∆ −−−+−=                 (4.39) 

Τέλος, πρέπει να επισηµανθεί το γεγονός ότι, στην περίπτωση κατά την οποία η 
απόσταση µεταξύ των Α, Β έχει µέγεθος τέτοιο που επιβάλει τη διόρθωση λόγω 

καµπυλότητας της γης, υπολογίζονται γεωµετρικές υψοµετρικές διαφορές ( ΑΒh∆ ) 

και όχι ορθοµετρικές ΑΒH∆ . Ωστόσο, µπορεί να γίνει η παραδοχή ότι τα 

υψόµετρα του γεωειδούς στα σηµεία Α και Β είναι ίσα ( ΒΑ NN = ), για αποστάσεις 

µεταξύ των σηµείων της τάξης των 3km, οπότε  ΑΒΑΒ h∆H∆ ≅ . 

 

4.13.3 Προσδιορισµός του συντελεστή γεωδαιτικής διάθλασης k 

Ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης k µεταβάλλεται στη διάρκεια του 
εικοσιτετράωρου. Παίρνει τις µέγιστες  τιµές του τις νυχτερινές  ώρες, αρχίζει να 
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µειώνεται νωρίς το πρωί, ενώ έχει τις µικρότερες τιµές του τις µεσηµεριανές ώρες, 
οπότε παραµένει σταθερός και ξαναρχίζει να αυξάνεται νωρίς το απόγευµα (σχ. 
4.18). Το εύρος της απόκλισης (µέγιστο - ελάχιστο) εξαρτάται από την εποχή, την 
απόσταση που διανύει η οπτική ακτίνα και το είδος της περιοχής πάνω από την 
οποία περνάει  (στεριά ή υδάτινη επιφάνεια ή συνδυασµός των δύο), καθώς και 
την υψοµετρική διαφορά των άκρων της οπτικής ακτίνας. Έχει επίσης 
παρατηρηθεί αντιστροφή του µέγιστου και ελάχιστου όταν η οπτική ακτίνα περνά 
σε µικρό ύψος πάνω από υδάτινη επιφάνεια.  Ο κύκλος αυτός έχει άµεση σχέση µε 
τον κύκλο της ηλιοφάνειας και της θερµοκρασίας και υφίσταται διαταραχές 
αρκετά αισθητές όταν µεταβληθούν οι καιρικές συνθήκες. Θα µπορούσε να πει 
κανείς ότι οι ώρες, κατά τις οποίες ο συντελεστής παίρνει τις ελάχιστες τιµές του 
και παρουσιάζει σταθερότητα, είναι ιδανικές για παρατηρήσεις κατακόρυφων 
γωνιών.  Ταυτόχρονα όµως, σε αυτό το χρονικό διάστηµα, η θερµοκρασία παίρνει 
τις µέγιστες τιµές της, µε αποτέλεσµα να εµφανίζονται έντονες ατµοσφαιρικές 
διακυµάνσεις, που αλλοιώνουν τη µορφή των ειδώλων των στόχων και έτσι να 
έχουµε τη µεγαλύτερη αβεβαιότητα στην παρατήρηση. Παρ΄ όλα αυτά οι ώρες 
αυτές θεωρούνται οι βέλτιστες για παρατηρήσεις κατακόρυφων γωνιών.  
 

 
Σχήµα 4.18 ∆ιάγραµµα µεταβολής του k 

 

Στην Ελλάδα έχουν παρατηρηθεί τιµές του συντελεστή που κυµαίνονται από 0.11 
έως 0.30. Μια µέση τιµή του για τον ελλαδικό χώρο θεωρείται η k = 0.16. 

Ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης προσδιορίζεται από µετεωρολογικά 
δεδοµένα (µέθοδος της θερµοβαθµίδας) είτε, συνηθέστερα, από παρατηρήσεις 
κατακόρυφων γωνιών, µε αµοιβαίες ταυτόχρονες σκοπεύσεις από τα δύο άκρα της 
οπτικής ακτίνας ή µε απλές σκοπεύσεις από το ένα άκρο, εφόσον είναι γνωστή η 
απόσταση των δύο σηµείων και η υψοµετρική τους διαφορά. 
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4.13.3α Μέθοδος των αµοιβαίων, ταυτόχρονων σκοπεύσεων 
κατακόρυφων γωνιών  

Για τη µέθοδο αυτή απαιτούνται δύο θεοδόλιχα και δύο κατάλληλοι στόχοι που 
τοποθετούνται στα δύο σηµεία (έστω Α και Β). Σε προκαθορισµένες χρονικές 
στιγµές πραγµατοποιούνται παρατηρήσεις κατακόρυφων γωνιών σε τουλάχιστον 
δύο πλήρεις περιόδους από το Α προς το Β και αντίστροφα. Με την παραδοχή ότι 
η καµπυλωµένη οπτική ακτίνα είναι τµήµα κυκλικού τόξου, και δεδοµένου ότι οι 
κατακόρυφες γωνίες παρατηρούνται την ίδια χρονική στιγµή οι γωνίες διάθλασης 
δ  είναι ίσες. Από το σχ. 4.18  φαίνεται ότι : 

( ) ( ) ( )

( )[ ] cccc
ΒΑ

ΑΒΑΒ

g
ΒΑ

g
ΒΑ

ρ/ZZ200
R

S

R

kL

200ωδ2ZZ200ωδZδZ

+−≅
′

−

⇒=−++⇒=−+++
 

Με την παραδοχή ότι ΑΒΑΒ SL ′≅ , ( ΑΒS′  το µήκος στην επιφάνεια αναφοράς),  

( ) ( )[ ] cccc
ΒΑ

ΑΒ ρ/ZZ200
R

S
1k +−=

′
− ,  δηλ.  

( )[ ]

R
S

ρ/ZZ200
1k

ΑΒ

cccc
ΒΑ

′
+−

+=   ή  
( )

ω

ZZπ
1k

rad
ΒΑ +−

+=                     (4.40) 

 
Σχήµα 4.18 Υπολογισµός k από αµοιβαίες ταυτόχρονες παρατηρήσεις κατακόρυφων γωνιών  
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Οι κατακόρυφες γωνίες που χρησιµοποιούνται στη σχέση (5.40) πρέπει να 
διορθωθούν, έτσι ώστε να αναφέρονται στην ίδια σκοπευτική γραµµή ΑΒ. Πρέπει 
επίσης να διορθωθούν από την επίδραση της απόκλισης της κατακορύφου εφόσον 
τα σηµεία Α, Β απέχουν µεταξύ τους απόσταση µεγαλύτερη από 5km. Στην 
αντίθετη περίπτωση, οι διορθώσεις στις δύο κατακόρυφες γωνίες από την 
επίδραση της απόκλισης θεωρούνται ίσες και αλληλοαναιρούνται.   
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  

Για τον προσδιορισµό του συντελεστή γεωδαιτικής διάθλασης k  µεταξύ των 
σηµείων Α και Β έγιναν αµοιβαίες και ταυτόχρονες παρατηρήσεις κατακόρυφων 
γωνιών από τα Α και Β. Τα τελικά αποτελέσµατα, έχουν αναχθεί στη σκοπευτική 
γραµµή ΑΒ και έχουν διορθωθεί από την επίδραση της απόκλισης της 
κατακορύφου. ∆ίνονται : 

g
Α 8338.100Z = , g

Β 4086.99Z = , το µήκος ΑΒ στην επιφάνεια αναφοράς 

m651.28699DΑΒ =  και η µέση ακτίνα καµπυλότητας της γης στην περιοχή 

m6371000R = . 

Είναι : rad004505.0
6371000

651.28699
ω ==  

( ) radg
ΒΑ 003808.02424.0ZZ200 −=−=+−  

Αρα : 15.0k =  

 

4.13.3β Μέθοδος των απλών σκοπεύσεων 

Αν η σχέση (4.38) επιλυθεί ως προς k  προκύπτει : 

( )[ ]ΒΑΑΒΑΑΒ2
ΑΒ

.Σ.Υ.Ο.Υh∆ZcotD
D

R2
1k −+−+=                       (4.41) 

Είναι φανερό ότι για τον υπολογισµό του συντελεστή γεωδαιτικής διάθλασης 

πρέπει να είναι γνωστή η υψοµετρική διαφορά και το µήκος ΑΒD  (µετρηµένο ή 

υπολογισµένο από συντεταγµένες και αναγµένο στην επιφάνεια αναφοράς), ενώ 

πρέπει να µετρηθούν η κατακόρυφη γωνία ΑZ , καθώς και τα ύψη οργάνου και 

στόχου. Αν ως επιφάνεια αναφοράς θεωρηθεί ελλειψοειδές εκ περιστροφής, η 

γωνία ΑZ πρέπει επιπλέον να διορθωθεί από την απόκλιση της κατακορύφου. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Για τον προσδιορισµό του συντελεστή γεωδαιτικής διάθλασης k  µεταξύ των 
σηµείων Α και Β µετρήθηκε η  κατακόρυφη γωνία από το σηµείο Α σε δύο πλήρεις 

περιόδους. Η τελική τιµή της κατακόρυφης γωνίας είναι: g
Α 2387.95Z = . Το 

µήκος ΑΒ στην επιφάνεια αναφοράς προσδιορίσθηκε m335.2332DΑΒ = , η 

υψοµετρική διαφορά των Α και Β είναι m140.175h∆ ΑΒ = , η µέση ακτίνα 

καµπυλότητας της γης στην περιοχή είναι m6371000R = , ενώ ισχύει Υ.Ο. = Υ.Σ. 

Είναι : 
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4.14 ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΗΣ ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑΣ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ ΤΗΣ 
ΥΨΟΜΕΤΡΙΚΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΑΣ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΗΣ 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗΣ ΥΨΟΜΕΤΡΙΑΣ   

Από την εφαρµογή του νόµου µετάδοσης σφαλµάτων στη σχέση (4.38α) µπορεί να 
εκτιµηθεί η αβεβαιότητα στον προσδιορισµό της υψοµετρικής διαφοράς µε τη 
µέθοδο της Τριγωνοµετρικής Υψοµετρίας. 
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                (4.42) 

Στη συνέχεια εξετάζεται αναλυτικά η επίδραση κάθε ενός από τα µετρούµενα 
µεγέθη στην αβεβαιότητα της υψοµετρικής διαφοράς. 

• Επίδραση της αβεβαιότητας του D 

( ) DD σ
R

D
k1Zcotσ
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⋅





−+=⋅








∂

∂
  

Για km10D =  και 16.0k =  ο όρος 







−

R

D
k1  είναι ίσος µε 0.001m, και εποµένως 

µπορεί να αγνοηθεί. Τότε : 
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Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση η επίδραση της αβεβαιότητας του µήκους 
αυξάνει όσο µικραίνει η κατακόρυφη γωνία Ζ. 

Αν για τη µέτρηση ενός µήκους  m2000D =  χρησιµοποιηθεί Total Station 

ονοµαστικής ακρίβειας ( )ppm2mm3 +± τότε mm5σD ±=  και για  

g99Z =            mm1.0σ
D
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D ≅⋅
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D mm1σ

D

h∆
≅⋅








∂

∂
 

 

• Επίδραση της αβεβαιότητας της κατακόρυφης γωνίας Ζ 
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







⋅








=








⋅








∂

∂
cc

Z
2cc

Z

ρ

σ

Zsin

D

ρ

σ

Z

h∆
 

Ο όρος αυτός παίρνει την ελάχιστη τιµή του για g100Z = . 

Για  m2000D = , g99Z =  και cc
Z 10σ ±=     

      2
cc

Z m031.0
ρ

σ

Z

h∆
=








⋅








∂

∂
, ενώ για : 

  m2000D = , g99Z =  και cc
Z 50σ ±=    

m157.0
ρ

σ

Z

h∆
cc

Z =







⋅








∂

∂
 

• Επίδραση της αβεβαιότητας του συντελεστή k 

k

2

k σ
R2

D
σ

k

h∆














=⋅








∂

∂
 

Σύµφωνα µε τον όρο αυτό η επίδραση της αβεβαιότητας του συντελεστή k  
αυξάνει όσο αυξάνει το µήκος D . 

Για  m2000D = ,  και 05.0σ k ±=   ⇒  m016.0σ
k

h∆
k =⋅








∂

∂
, ενώ  

για  m3000D = ,  και 05.0σ k ±=   ⇒  m035.0σ
k

h∆
k =⋅








∂

∂
  

• Επίδραση της αβεβαιότητας στη µέτρηση των ΥΟ και ΥΣ  

Θεωρώντας ότι : ΥΣΥΟ σσ =    ⇒       2
ΥΟ

2
ΥΣ

2
2
ΥΟ

2

σ2σ
ΥΣ

h∆
σ

ΥΟ

h∆
=








∂
∂

+







∂
∂

 

Για m01.0σσ ΥΣΥΟ ±==             ⇒    22
ΥΣ

2
2
ΥΟ

2

m0002.0σ
ΥΣ

h∆
σ

ΥΟ

h∆
=








∂
∂

+







∂
∂

 

Τέλος η επίδραση της αβεβαιότητας στον προσδιορισµό της ακτίνας R  είναι 
αµελητέα. 

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι τη µεγαλύτερη συµµετοχή στη διαµόρφωση 
της αβεβαιότητας προσδιορισµού της υψοµετρικής διαφοράς µε τη µέθοδο της 
τριγωνοµετρικής υψοµετρίας έχει η αβεβαιότητα στη µέτρηση της κατακόρυφης 
γωνίας, και ακολουθεί η αβεβαιότητα στον προσδιορισµό του συντελεστή 
γεωδαιτικής διάθλασης και η αβεβαιότητα στη µέτρηση των υψών οργάνου και 
στόχου. Πράγµατι : 

• Για   m2000D = ,  mm5σD ±= , g99Z = , cc
Z 50σ ±= , 05.0σ k ±=  και 

m01.0σσ ΥΣΥΟ ±== : 

( ) ( ) ( ) ( ) m159.0σ01.020157.01571.00001.0σ h∆
22222

h∆
±=⇒+++= ,  ενώ για : 
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• Για   m2000D = ,  mm5σD ±= , g99Z = , cc
Z 10σ ±= , 05.0σ k ±=  και 

m01.0σσ ΥΣΥΟ ±== : 

( ) ( ) ( ) ( ) m038.0σ01.020157.00314.00001.0σ h∆
22222

h∆
±=⇒+++=  

 

4.14.1 Προσδιορισµός των  υψών Οργάνου (Υ.Ο.) και Στόχου (Υ.Σ.)  

             µε ακρίβεια καλύτερη του ±1mm 

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται µία µέθοδος µε την οποία τα ύψη οργάνου 
και στόχου προσδιορίζονται µε ακρίβεια καλύτερη του ±1mm. Για την εφαρµογή 
της απαιτείται ένας χωροβάτης, µια σταδία µε υποδιαιρέσεις mm και µία 
χωροσταθµική βάση (χελώνα). Η µέθοδος φαίνεται στο σχήµα 4.19. 

Σχήµα  4.19 Μέθοδος προσδιορισµού του ύψους οργάνου 
 

Σε κατάλληλη θέση κοντά στο γωνιοµετρικό όργανο ή τον γεωδαιτικό σταθµό του 
οποίου ζητείται το ύψος οργάνου, τοποθετείται η χωροσταθµική βάση και πάνω σ΄ 
αυτή τοποθετείται κατακόρυφη η σταδία.  

• Με τον κατακόρυφο δίσκο του οργάνου στους 100g (τηλεσκόπιο οριζόντιο) 
σκοπεύεται η σταδία και λαµβάνεται η ανάγνωση H1. Στη συνέχεια, µε το 
τηλεσκόπιο σε θέση ΙΙ και τον κατακόρυφο δίσκο στους 300g σκοπεύεται και 
πάλι η σταδία και λαµβάνεται η ανάγνωση Η2. (σχ. 4.19α) 

• Υπολογίζεται ο ορίζοντας  του οργάνου 
2

HΗ
Ηορ 21 +

=  

• Προσδιορίζεται η υψοµετρική διαφορά ∆Η  Στάσης Οργάνου  - Χωροσταθµικής Βάσης µε 
διπλή γεωµετρική χωροστάθµηση (aller – retour).(σχ. 4.19β) 

• Τελικά Ηορ∆Η.Ο.Υ +=  

Ακρίβεια της µεθόδου 

Αν η ακρίβεια στην ανάγνωση στη σταδία είναι mm25.0σ i ±= , τότε  

2

σ

σ

2

2
Ηορ

i
= ,  

2

σ

4

σσ
σ

2
aller

2
retour

2
aller2

∆Η
=

+
=   ( 2σσσ iretouraller

== )  � 

2
i

2
∆Η σσ = . 
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Τελικά : 2
i

2
Ηορ

2
∆Η

2 σ5.1σσσ
ΥΟ

⋅=+=      � mm5.0σ
ΥΟ

±≅  

Αν για τη µέτρηση της κατακόρυφης γωνίας και του µήκους χρησιµοποιηθεί 
ειδικός στόχος (συνδυασµός στόχου γωνιοµετρήσεων και ανακλαστήρα) σε 
τρίποδα, η ίδια µέθοδος µπορεί να εφαρµοσθεί για τον προσδιορισµό του ύψους 
του στόχου. Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να µετρηθεί ανεξάρτητα το ύψος ∆h1 
του στόχου από το κέντρο του (σηµείο σκόπευσης για την κατακόρυφη γωνία και 
µέτρησης του µήκους) µέχρι την κεφαλή του τρίποδα χρησιµοποιώντας 
µετροταινία µε υποδιαιρέσεις mm. Στη συνέχεια αφαιρείται ο στόχος, 
τοποθετείται ο γεωδαιτικός σταθµός και εφαρµόζεται η µέθοδος που περιγράφηκε 
παραπάνω. Η διαδικασία ολοκληρώνεται µε τη µέτρηση του ύψους ∆h2 του 
οργάνου από την κεφαλή του τρίποδα µέχρι το σηµείο τοµής των αξόνων του. 
Ετσι: 

( ) 1h∆2h∆ορΗH∆.Σ.Υ +−+=  

Ιδιαίτερη προσοχή θα πρέπει να δοθεί στην εναλλαγή στόχου – οργάνου στον 
τρίποδα ώστε να µην χαλάσει η κέντρωση. 

 

4.15 Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ ΧΩΡΟΣΤΑΘΜΗΣΗ 

Η µέθοδος αυτή προσδιορισµού υψοµετρικών διαφορών βασίζεται στην αρχή των 
συγκοινωνούντων δοχείων. Σύµφωνα µε αυτή, οι επιφάνειες υγρού που ηρεµεί 
µέσα σε δύο συγκοινωνούντα δοχεία βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο, 
εποµένως ορίζουν την ίδια χωροσταθµική επιφάνεια. Εποµένως, η υδραυλική 
χωροστάθµηση εφαρµόζεται στην περίπτωση προσδιορισµού µικρών 
υψοµετρικών διαφορών. 

Η πιο συνηθισµένη εφαρµογή της µεθόδου είναι το αλφαδολάστιχο, διαφανής 
πλαστικός σωλήνας µε νερό, που χρησιµοποιείται στις οικοδοµές για τον έλεγχο 
της οριζοντιότητας (αλφάδιασµα) δοµικών στοιχείων, κυρίως πλακών, αλλά και 
για την χάραξη µικρών κλίσεων. Η ακρίβειά του είναι της τάξης του 1 έως 2cm. 

 Χρησιµοποιώντας ειδικές συσκευές η ακρίβεια στον προσδιορισµό της 
υψοµετρικής διαφοράς µε την υδραυλική χωροστάθµηση µπορεί να φθάσει την 
ακρίβεια της γεωµετρικής χωροστάθµησης ακριβείας.  Μια τέτοια συσκευή είναι η 
συσκευή Meiser. Η συσκευή αποτελείται από δύο γυάλινους µετρητικούς σωλήνες 
οι οποίο συνδέονται µε διαφανή πλαστικό σωλήνα, γεµάτο µε υγρό. Σε κάθε 
σωλήνα υπάρχει ακίδα η οποία δίνει τη στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας του 
υγρού. Η ακίδα έχει τη δυνατότητα να µετακινηθεί κατά 100mm µέσα στον 
σωλήνα, ενώ συνδέεται µε µετρητική διάταξη η οποία δίνει τη δυνατότητα 

ανάγνωσης µε ακρίβεια ±0.01mm. Οι δύο σωλήνες έχουν τη δυνατότητα να 
αναρτώνται σε ειδικά µπουλόνια τα οποία υλοποιούν τα σηµεία των οποίων 
ζητείται η υψοµετρική τους διαφορά. Οι σωλήνες κατακορυφώνονται µε τη 
βοήθεια σφαιρικής αεροστάθµης. Η διαφορά των αναγνώσεων στους δύο σωλήνες 
δίνει άµεσα την υψοµετρική διαφορά των σηµείων. Για να αποφευχθούν 
συστηµατικά σφάλµατα στις αναγνώσεις οι σωλήνες εναλλάσσονται στα δύο 
σηµεία ενώ παίρνονται περισσότερες της µιας αναγνώσεις σε κάθε σηµείο. Με τη 

συσκευή αυτή προσδιορίζονται υψοµετρικές διαφορές µεγέθους µέχρι ±10cm µε 

ακρίβεια  ±0.02mm. 

Η µέθοδος της υδραυλικής χωροστάθµησης εφαρµόζεται για : 
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• Την οριζοντίωση ή την υλοποίηση µικρών κλίσεων δοµικών στοιχείων σε 
οικοδοµές, 

• Τον προσδιορισµό υψοµετρικής διαφοράς σηµείων που χωρίζονται από 
υδάτινη επιφάνεια (κανάλια, ποτάµια, λίµνες κλπ.) 

• Τον προσδιορισµό µικρών υψοµετρικών διαφορών σε βιοµηχανικές 
εγκαταστάσεις και συναρµολογήσεις µηχανηµάτων. 

Στις Κάτω χώρες (Ολλανδία, Βέλγιο, Λουξεµβούργο) η µέθοδος έχει εφαρµοσθεί 
για τον προσδιορισµό υψοµετρικών διαφορών σηµείων σε αποστάσεις πολλών 

χιλιοµέτρων µε ακρίβειες της τάξης του ± 1mm. 

 

4.16 ΒΑΡΟΜΕΤΡΙΚΗ ΥΨΟΜΕΤΡΙΑ 

Η µέθοδος αυτή βασίζεται στο γεγονός ότι η ατµοσφαιρική πίεση µεταβάλλεται µε 
την αύξηση του υψοµέτρου. Στην επιφάνεια της θάλασσας (Μ.Σ.Θ.) η 
ατµοσφαιρική πίεση, υπό κανονικές ατµοσφαιρικές συνθήκες, είναι ίση µε την 
πίεση στήλης υδραργύρου ύψους 760mm, µειώνεται δε όσο αυξάνει το υψόµετρο. 
Η µεταβολή αυτή δεν είναι σταθερή: εξαρτάται από το υψόµετρο, τις 
µετεωρολογικές συνθήκες και το γεωγραφικό πλάτος φ. Έτσι, ενώ είναι δύσκολο 
να µετρηθούν απόλυτα υψόµετρα µε τη µέθοδο της βαροµετρικής υψοµετρίας, 
είναι δυνατόν να µετρηθούν υψοµετρικές διαφορές,  µετρώντας τη µεταβολή της 
ατµοσφαιρικής πίεσης.  

Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται βαρόµετρα (υδραργυρικά, ανεροειδή και 
θερµόµετρα βρασµού).  Συνήθως για τον προσδιορισµό των υψοµετρικών 
διαφορών µε βαροµετρική υψοµετρία χρησιµοποιούνται τα ανεροειδή βαρόµετρα 
ή αλτίµετρα. Αν οι µετρήσεις της µεταβολής της ατµοσφαιρικής πίεσης γίνουν σε 
κατάλληλες ατµοσφαιρικές συνθήκες, µε όργανα που ελέγχονται και 
βαθµονοµούνται τακτικά, ακολουθηθεί η σωστή µεθοδολογία και γίνουν οι 
κατάλληλες αναγωγές, η ακρίβεια στον προσδιορισµό των υψοµετρικών διαφορών 

είναι της τάξης του±1 m, ενώ µε ειδική διαδικασία µετρήσεων η ακρίβεια της 

µεθόδου µπορεί να φθάσει τα  ±30 cm.       

 

4.17  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  

4.17.1  Προσδιορισµός υψοµέτρου απρόσιτου σηµείου 

Πολλές φορές παρουσιάζεται η ανάγκη να δοθεί υψόµετρο σε σηµείο στο οποίο 
δεν µπορεί να τοποθετηθεί ανακλαστήρας για τη µέτρηση της απόστασης. Η 
µέθοδος παρουσιάζεται στο σχήµα 4.20. Στην περίπτωση αυτή ιδρύεται σε 
κατάλληλη θέση βοηθητική βάση ΑΒ και προσδιορίζεται το υψόµετρο του σηµείου 
Α ή Β µε γεωµετρική χωροστάθµηση από γειτονική χωροσταθµική αφετηρία, ή 
δίνεται σε ένα από τα δύο σηµεία αυθαίρετο υψόµετρο. Από τα Α και Β µετρώνται 
µε γεωδαιτικό σταθµό οι οριζόντιες γωνίες Β – Α - Σ και Α – Β - Σ, οι κατακόρυφες 
γωνίες ΖΑΣ, ΖΒΣ, ΖΑΒ και ΖΒΑ το κεκλιµένο µήκος ABS  σε µετάβαση και επιστροφή, 

τα ύψη οργάνου (Υ.Ο.)Α και (Υ.Ο.)Β αντίστοιχα και το ύψος του στόχου στο Β 

(Υ.Σ.)Β. Προφανώς το ύψος στόχου στο Σ είναι µηδέν ( 0.Σ.Υ Σ = ) (σχ. 4.20).  
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Σχήµα 4.20 Προσδιορισµός υψοµέτρου απρόσιτου σηµείου 

 

• Υπολογίζεται η οριζόντια απόσταση ΑΒD  : 

ΑΒΑΒΑΒ ZsinSD ⋅= ,  ΒΑΒΑΒΑ ZsinSD ⋅=   και 
2

DD
D ΒΑΑΒ

ΑΒ
+

=  

• Υπολογίζεται το υψόµετρο του σηµείου Β : 

( ) ( )ΒΑΑΒΑΒΑΒ .Σ.Υ.Ο.ΥZcotDH∆ −+⋅= ,   

( ) ( )ΑΒΒΑΑΒΒΑ .Σ.Υ.Ο.ΥZcotDH∆ −+⋅=  

2

H∆H∆
H∆

ΒΑΑΒ
ΑΒ

+
= ,       ΑΒΑΒ H∆HH +=  

• Από την επίλυση του τριγώνου ΑΒ΄Σ΄ (Β΄, Σ΄ οι προβολές των Β και Σ στο 
οριζόντιο επίπεδο που περνάει από το Α), υπολογίζονται οι οριζόντιες αποστάσεις 

ΑΣD  και ΒΣD : 

( )
( ) ( )[ ] ΑΒΑΣ D

ΑΒΣΣΑΒsin

ΑΒΣsin
D

+
=    και  

( )
( ) ( )[ ] ΑΒΒΣ D

ΑΒΣΣΑΒsin

ΒΑΣsin
D

+
=  

• Υπολογίζεται το υψόµετρο του σηµείου Σ από τα Α και Β αντίστοιχα: 

( )ΑΑΣΑΣΑΣΑΣΑΣ .Ο.ΥZcotDHHH∆HH +⋅+=⇒+= , 

( )ΒΒΣΒΣΒΣΒΣΒΣ .Ο.ΥZcotDHHH∆HH +⋅+=⇒+=  

Το υψόµετρο του Σ θα είναι προφανώς ο µέσος όρος των δύο υψοµέτρων. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Για τον προσδιορισµό του απρόσιτου σηµείου Γ ιδρύθηκε σε κατάλληλη θέση η 
βάση ΑΒ. Στο σηµείο Α δόθηκε αυθαίρετο υψόµετρο ΗΑ=100m. Με γεωδαιτικό 
σταθµό µετρήθηκαν τα ακόλουθα στοιχεία : 
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Οριζόντιες γωνίες                        Κατακόρυφες γωνίες               Μήκη 

Β-Α-Γ =  358.965g                       ZΑΓ=  91.560 g                             

Α-Β-Γ =    56.755g                        ΖΒΓ= 92.061g 

                                                        ΖΑΒ= 98.153g                          SΑΒ = 56.032m 

                                                         ΖΒΑ=101.765g                        SBA = 56.032m 

(Y.O.)A=1.47m   (Y.O.)B=1.45m      (Y.Σ.)Α=(Υ.Σ.)Β=1.50m  

• Υπολογισµός οριζόντιας απόστασης ΑΒD : 

m008.56ZsinSD ΑΒΑΒΑΒ =⋅= , m010.56ZsinSD ΒΑΒΑΒΑ =⋅=  

m009.56
2

DD
D ΒΑΑΒ

ΑΒ =
+

=  

• Υπολογισµός  υψόµετρου του σηµείου Β : 

( ) ( ) m595.1.Σ.Υ.Ο.ΥZcotDH∆ ΒΑΑΒΑΒΑΒ =−+⋅= ,   

( ) ( ) m603.1.Σ.Υ.Ο.ΥZcotDH∆ ΑΒΒΑΑΒΒΑ −=−+⋅=  

m599.1
2

H∆H∆
H∆ ΒΑΑΒ

ΑΒ =
+

=        

 m599.101H∆HH ΑΒΑΒ =+=  

• Υπολογισµός οριζόντιων αποστάσεων ΑΓD  και ΒΓD : 

( )
( ) ( )[ ]

m602.43D
ΑΒΓΓΑΒsin

ΑΒΓsin
D ΑΒΑΓ =

+
=   

( )
( ) ( )[ ]

m674.33D
ΑΒΓΓΑΒsin

ΓΑΒsin
D ΑΒΒΓ =

+
=  

• Υπολογισµός των υψοµετρικών διαφορών ΑΓ∆Η  και ΒΓ∆Η : 

( ) m285.7.Ο.ΥZcotDH∆ ΑΑΓΑΓΑΓ =+⋅= , 

( ) m671.5.Ο.ΥZcotDH∆ ΒΒΓΒΓΒΓ =+⋅=  

• Υπολογισµός του υψοµέτρου του σηµείου Γ: 

m285.107H∆HH ΑΓΑΓ =+=  

m270.107H∆HH ΒΓΒΓ =+=  

m278.107Η
2

270.107285.107
Η ΓΓ =⇒

+
=  

 

4.17.2  Λήψη στοιχείων για τη σύνταξη διαγραµµάτων µηκοτοµής –  

              διατοµών 

Σε τεχνικά έργα µεγάλου µήκους όπως τα συγκοινωνιακά έργα (έργα οδοποιίας 
και σιδηροδροµικής), ή τα υδραυλικά έργα (κανάλια, αγωγοί ύδρευσης ή 
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αποχέτευσης) απαιτείται ο υψοµετρικός προσδιορισµός του άξονα του έργου 
καθώς και µιας ζώνης δεξιά και αριστερά σε κατάλληλη απόσταση από αυτόν, µε 
σκοπό να προσδιορισθεί τελικά ο όγκος των χωµατισµών που απαιτείται για την 
ολοκλήρωση του έργου.  

Ο υψοµετρικός προσδιορισµός της θέσης του άξονα γίνεται προσδιορίζοντας τα 
υψόµετρα χαρακτηριστικών σηµείων του, µε γεωµετρική χωροστάθµηση ή 
τριγωνοµετρική υψοµετρία, ενώ ταυτόχρονα προσδιορίζεται και η 
οριζοντιογραφική τους θέση, µετρώντας την απόσταση των σηµείων αυτών 
συνήθως από την αρχή του άξονα. Με αυτά τα οριζοντιογραφικά και υψοµετρικά 
στοιχεία συντάσσονται στη συνέχεια τα διαγράµµατα µηκοτοµής και διατοµών. 

Μηκοτοµή ή κατά µήκος τοµή είναι η τοµή του εδάφους (ή γενικότερα ενός έργου) 
από µια κατακόρυφη επιφάνεια που περνά από τον άξονα του έργου.  

∆ιατοµή ή κατά πλάτος τοµή είναι η τοµή του εδάφους από κατακόρυφο επίπεδο 
κάθετο στον άξονα του έργου. 

Η θέση του άξονα του έργου υλοποιείται (χαράζεται) στο έδαφος, συνήθως µε 
πασσάλους. Οι πάσσαλοι τοποθετούνται µε πυκνότητα που εξαρτάται από την 
µορφολογία του εδάφους, την απαιτούµενη ακρίβεια και τη µορφή του άξονα. 
Οπωσδήποτε τοποθετούνται πάσσαλοι στα χαρακτηριστικά σηµεία εκείνα όπου 
υπάρχει αλλαγή της κλίσης του εδάφους, εκεί όπου ο άξονας διασταυρώνεται µε 
ήδη υπάρχοντα τεχνικά έργα, στα πρωτεύοντα σηµεία των τόξων προσαρµογής, 
στα ακέραια εκατόµετρα και χιλιόµετρα και όπου αλλού κρίνεται σκόπιµο. Η 
απόσταση των πασσάλων από την αρχή του άξονα ορίζει τη θέση τους 
οριζοντιογραφικά ενώ τα υψόµετρα τους τη θέση τους υψοµετρικά. Το πλάτος των 
διατοµών εξαρτάται από το πλάτος του έργου και τη µορφή του εδάφους. Τα 
σηµεία των διατοµών αριστερά και δεξιά του άξονα δεν πασσαλώνονται συνήθως, 
η θέση τους επιλέγεται στη διάρκεια των µετρήσεων. Με τα στοιχεία αυτά 
συντάσσονται τα διαγράµµατα µηκοτοµής και διατοµών.       

Ο υψοµετρικός προσδιορισµός, όπως αναφέρθηκε, γίνεται µε γεωµετρική 
χωροστάθµηση ή τριγωνοµετρική υψοµετρία.  

• Υψοµετρικός προσδιορισµός µε Γεωµετρική Χωροστάθµηση  

Στην περίπτωση αυτή, επειδή οι απαιτήσεις σε ακρίβεια δεν είναι µεγάλες, δεν 
τηρείται η βασική αρχή των ίσων αποστάσεων του οργάνου από τις σταδίες. Έτσι, 
ταυτόχρονα µε την χωροστάθµηση των πασσάλων που υλοποιούν τον άξονα του 
έργου σκοπεύονται και σηµεία των διατοµών. Συνήθως το όργανο τοποθετείται σε 
κατάλληλη θέση ώστε να µπορεί να σκοπεύει όσο το δυνατόν περισσότερα σηµεία 
(πασσάλους) τα οποία βρίσκονται σε διαφορετικές αποστάσεις από το χωροβάτη, 
πρόκειται δηλ. για χωροστάθµηση µε ενδιάµεσα σηµεία.  

Αρχικά σκοπεύεται σηµείο γνωστού (ή αυθαίρετου) υψοµέτρου (Όπισθεν 
σκόπευση), στη συνέχεια σκοπεύονται όλα τα σηµεία τα οποία φαίνονται από τη 
συγκεκριµένη θέση του χωροβάτη (σηµεία µεταξύ ή ενδιάµεσα σηµεία), η 
σκόπευση στο τελευταίο από αυτά (σηµείο αλλαγής) θεωρείται Έµπροσθεν 
σκόπευση. Στη συνέχεια ο χωροβάτης µετακινείται σε νέα θέση οπότε η σκόπευση 
του σηµείου αλλαγής από τη νέα θέση του χωροβάτη θεωρείται όπισθεν σκόπευση. 
Στο σχήµα 4.21 που ακολουθεί παρουσιάζεται η διαδικασία λήψης στοιχείων 
µηκοτοµής και διατοµών. 
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Σχήµα 4.21 Λήψη στοιχείων µηκοτοµής και διατοµών 
 

Ο χωροβάτης τοποθετείται στη θέση Χ1 από την οποία φαίνονται η αρχή Α του 
άξονα, τα σηµεία 1, 2, 3 και οι διατοµές ∆1, ∆2 και ∆3. Αρχικά σκοπεύεται η 
χωροσταθµική αφετηρία R (Όπισθεν ανάγνωση), στη συνέχεια διαδοχικά η αρχή 
Α του άξονα, το σηµείο 1, τα σηµεία δ2, δ1, ∆1, α1, α2 της διατοµής ∆1, τα σηµεία 
δ2, δ1, ∆2, α1, α2 της διατοµής ∆2, τα σηµεία2 και 3 του άξονα και τέλος τα σηµεία  
δ2, δ1, α1, α2 της διατοµής ∆3 (αναγνώσεις µεταξύ). Το σηµείο ∆3 σκοπεύεται 
τελευταίο (Έµπροσθεν ανάγνωση). Όλες οι αναγνώσεις λαµβάνονται µε ακρίβεια 
εκατοστού. Στη συνέχεια ο χωροβάτης µεταφέρεται στη θέση Χ2, σκοπεύεται το 
σηµείο ∆3 (Όπισθεν ανάγνωση) και η διαδικασία επαναλαµβάνεται. Παράλληλα 
µε τις αναγνώσεις στη σταδία µετρώνται και οι αποστάσεις µεταξύ των σηµείων 
του άξονα καθώς και οι αποστάσεις µεταξύ των σηµείων της κάθε διατοµής 

Οι µετρήσεις καταγράφονται σε ειδικό έντυπο, απόσπασµα του οποίου φαίνεται 
παρακάτω. Η ανάγνωση στη σταδία στη χωροσταθµική αφετηρία γράφεται στη 
στήλη ΟΠΙΣΘΕΝ, όλες οι ενδιάµεσες σκοπεύσεις στη στήλη ΜΕΤΑΞΥ, και η 
ανάγνωση στη σταδία στο σηµείο ∆3 στη στήλη ΕΜΠΡΟΣΘΕΝ.  

Για τον υπολογισµό των υψοµέτρων των σηµείων χρησιµοποιείται η µέθοδος του 

Ορίζοντα του οργάνου ( oH ). Προσθέτοντας στο υψόµετρο της χωροσταθµικής 

αφετηρίας R την ανάγνωση στη σταδία Όπισθεν, που είναι τοποθετηµένη σε αυτό, 
προσδιορίζεται το υψόµετρο του ορίζοντα του οργάνου, δηλ. το υψόµετρο του 
οριζόντιου επιπέδου που υλοποιεί ο σκοπευτικός άξονας του χωροβάτη.  

OHH Ro +=                                                                (4.43) 

Τα υψόµετρα όλων των υπόλοιπων σηµείων προκύπτουν αν από το υψόµετρο του 
ορίζοντα του οργάνου αφαιρεθεί η αντίστοιχη ανάγνωση στη σταδία (αναγνώσεις 
στις στήλες µεταξύ και έµπροσθεν), π.χ.:  

MHH o1 −=                                                                (4.44)    

ή     

EHH o1 −=                                                              (4.44α) 

αντίστοιχα. 

Φυσικά για κάθε νέα στάση χωροβάτη υπολογίζεται και νέο υψόµετρο του 
ορίζοντα.  
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• Υψοµετρικός προσδιορισµός µε Τριγωνοµετρική Υψοµετρία  

Στην περίπτωση αυτή προσδιορίζονται οι συντεταγµένες και τα υψόµετρα των 
χαρακτηριστικών σηµείων του άξονα του έργου καθώς και των διατοµών, σε 
αυθαίρετο τοπικό σύστηµα ή στο κρατικό σύστηµα αναφοράς. Αντίστοιχα τα 
υψόµετρα µπορεί να είναι αυθαίρετα ή απόλυτα. Για κάθε σηµείο µετρώνται µε 

γεωδαιτικό σταθµό η οριζόντια γωνία ( )iHz , η κατακόρυφη γωνία ( )iZ , το 

κεκλιµένο µήκος iS  καθώς και τα ύψη οργάνου ( ).Ο.Υ  και στόχου( .Σ.Υ ). Ως 

στάσεις για τις µετρήσεις χρησιµοποιούνται κορυφές του δικτύου µε το οποίο 
υλοποιήθηκε  ο άξονας του έργου. Εφαρµόζοντας το 1ο θεµελιώδες και τη σχέση 
της τριγωνοµετρικής υψοµετρίας υπολογίζονται οι συντεταγµένες και τα 
υψόµετρα των χαρακτηριστικών σηµείων. 

• Σύνταξη διαγραµµάτων µηκοτοµής και διατοµών 

Με τα οριζοντιογραφικά και υψοµετρικά στοιχεία που ορίζουν τη θέση των 
πασσάλων (αποστάσεις από την αρχή του άξονα και υψόµετρα αντίστοιχα) 
συντάσσεται στη συνέχεια το διάγραµµα της µηκοτοµής το οποίο απεικονίζει τη 
µορφή του εδάφους κατά µήκος του άξονα. Το διάγραµµα της µηκοτοµής 
συντάσσεται χρησιµοποιώντας ορθογώνιους άξονες Χ και Υ , µε τον άξονα Χ να 
απεικονίζει τα µήκη (αποστάσεις µεταξύ και από την αρχή) και τον άξονα Υ τα 
υψόµετρα των χαρακτηριστικών σηµείων του άξονα. Για τη σύνταξη του 
διαγράµµατος χρησιµοποιούνται διαφορετικές κλίµακες στους άξονες Χ και Υ : η 
κλίµακα των υψών είναι δεκαπλάσια της κλίµακας των µηκών (π.χ. κλίµακα 
µηκών 1:1000, κλίµακα υψών 1:100). Αυτό έχει καθιερωθεί προκειµένου το 
διάγραµµα να γίνει πιο εποπτικό και να φαίνονται καλύτερα οι ανωµαλίες του 
εδάφους. Στην περίπτωση σηµείων που ανήκουν σε καµπύλη, ως µήκος στον 
άξονα των Χ τίθεται το ανάπτυγµα της καµπύλης (όπως προβάλλεται στο 
οριζόντιο επίπεδο). Το διάγραµµα της µηκοτοµής στην περίπτωση οριστικής 
µελέτης συµπληρώνεται µε τη σχεδίαση της υψοµετρικής θέσης και µορφής του 
άξονα του έργου (ερυθρά), τη θέση όλων των τεχνικών έργων που πρόκειται να 
γίνουν κατά την κατασκευή του δρόµου (οχετοί, γέφυρες κλπ.)  και συνοδεύεται 
από υπόµνηµα που δίνει όλη την απαραίτητη πληροφορία.  

Αντίστοιχα, χρησιµοποιώντας τα οριζοντιογραφικά και υψοµετρικά στοιχεία που 
αφορούν κάθε διατοµή συντάσσονται τα διαγράµµατα των διατοµών, µε τρόπο 
ανάλογο της µηκοτοµής. Στα διαγράµµατα των διατοµών η κλίµακα µηκών και 
υψοµέτρων είναι ίδια, συνήθως δε ίδια µε αυτή της κλίµακας των υψοµέτρων της 
διατοµής. Σε κάθε διατοµή σχεδιάζεται επίσης και η τελική µορφή του 
οδοστρώµατος του έργου µε τις κλίσεις του και τα ανάλογα τεχνικά έργα (κλίσεις 
πρανών εκσκαφών ή επιχώσεων κλπ.) Στα σχήµατα 4.22 και 4.23 δίνεται 
απόσπασµα µηκοτοµής καθώς και δύο διατοµές σε όρυγµα (α) και σε επίχωση (β) 
αντίστοιχα. 
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Παράδειγµα συµπλήρωσης εντύπου για τη σύνταξη διαγραµµάτων µηκοτοµής και 
διατοµών 

 

ΣΤΟΙΧΕΙΑ  ΚΑΤΑ  ΜΗΚΟΣ  –  ΚΑΤΑ  ΠΛΑΤΟΣ  ΤΟΜΩΝ 

ΑΠΟΣΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΓΝΩΣΕΙΣ ΣΤΑ∆ΙΑΣ ΟΡΙΖΟΝΤΑΣ 

ΟΡΓΑΝΟΥ 

ΥΨΟΜΕΤΡΑ ΣΚΑΡΙΦΗΜΑΤΑ Α/Α 

Απ’ 
αρχής 

Μεταξύ Όπισθεν Μεταξύ Έµπροσθεν   

R33   1.86   130.50 128.64 

A 0.00   0.99   129.51 

α1  5  1.02   129.48 

α2  5  1.12   129.38 

δ1  5  0.95   129.55 

δ2  5  0.87   129.63 

Β 50.00 50.00  1.25   129.25 

α1  5  1.01   129.49 

α2  5  0.87   129.63 

δ1  5  1.18   129.32 

δ2  5  1.12   129.38 

Γ 100.00 50.00  1.53   128.97 

α1  5  1.67   128.83 

α2  5  1.78   128.72 

δ1  5  0.98   129.52 

δ2  5  0.80   129.70 

∆ 150.00 50   1.50  129.00 

∆ 150.00 50 0.77   129.77 129.00 

α1  5  0.81   128.96 

α2  5  1.22   128.55 

δ1  5  0.65   129.12 

δ2  5  0.53   129.24 
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Σχήµα 4.22 ∆ιάγραµµα µηκοτοµής άξονα 

 

 

 

 



 201

Σχήµα 4.23 ∆ιάγραµµα διατοµής σε όρυγµα (α) και σε επίχωση (β) 

 

4.17.3 Χωροστάθµηση επιφάνειας 

Η  µέθοδος αυτή εφαρµόζεται όταν απαιτείται ο προσδιορισµός των υψοµέτρων 
σηµείων του εδάφους µε πυκνότητα και ακρίβεια καλύτερη από εκείνη που θα 
προκύψει από τη γραµµική παρεµβολή των υψοµετρικών καµπυλών του 
τοπογραφικού διαγράµµατος που χρησιµοποιήθηκε για τη µελέτη του τεχνικού 
έργου. Συνήθως η ανάγκη αυτή προκύπτει για τον υπολογισµό του όγκου των 
εκσκαφών που απαιτούνται στη φάση της θεµελίωσης ενός τεχνικού έργου π.χ. 
ενός κτιριακού συγκροτήµατος.  

Για το σκοπό αυτό προσδιορίζεται οριζοντιογραφικά και υψοµετρικά η θέση 
χαρακτηριστικών σηµείων του εδάφους έτσι ώστε να παρέχεται µε την 
απαιτούµενη κάθε φορά πιστότητα η µορφή του εδάφους. Στις περισσότερες 
περιπτώσεις χαράσσεται και υλοποιείται, µε κατάλληλη κάθε φορά σήµανση, 
κάναβος. Η διάσταση των τετραγώνων του κανάβου κυµαίνεται από 5m έως και 
30m ανάλογα µε την απαιτούµενη ακρίβεια και τη µορφολογία του εδάφους, ενώ 
για τη χάραξη χρησιµοποιούνται µετροταινίες, θεοδόλιχα και σήµερα πλέον 
γεωδαιτικοί σταθµοί.  
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Ο υψοµετρικός προσδιορισµός των κορυφών του κανάβου γίνεται µε γεωµετρική 
χωροστάθµηση ή τριγωνοµετρική υψοµετρία. Στην περίπτωση που επιλεγεί η 
µέθοδος της γεωµετρικής χωροστάθµησης εφαρµόζεται η διαδικασία που 
ακολουθείται για τη λήψη στοιχείων για τη σύνταξη διαγραµµάτων µηκοτοµής και 
διατοµών. Ο χωροβάτης τοποθετείται σε τέτοια θέση ώστε να βλέπει όσο το 
δυνατόν περισσότερες κορυφές του κανάβου. Σκοπεύεται αρχικά (Οπισθεν 
ανάγνωση) σταδία που τοποθετείται σε σηµείο γνωστού υψοµέτρου (ή στην πρώτη 
κορυφή του κανάβου στην οποία και δίνεται αυθαίρετο υψόµετρο), στη συνέχεια 
σκοπεύονται διαδοχικά όσες κορυφές του κανάβου φαίνονται από τη θέση αυτή 
του χωροβάτη (αναγνώσεις µεταξύ). Αν για την ολοκλήρωση των µετρήσεων 
απαιτείται να µετακινηθεί ο χωροβάτης σε νέα θέση τότε το τελευταίο σηµείο που 
σκοπεύθηκε από την πρώτη θέση του χωροβάτη θεωρείται σηµείο αλλαγής, και η 
σκόπευσή του από τη νέα θέση του χωροβάτη θεωρείται Όπισθεν σκόπευση. Η 
µέθοδος φαίνεται στο σχήµα 4.24. 

Τα υψόµετρα των κορυφών του κανάβου υπολογίζονται µε τη µέθοδο του ορίζοντα 
του οργάνου (σχέσεις 4.44 και 4.44α), ενώ οριζοντιογραφικά η θέση τους 
προσδιορίζεται στο σύστηµα αναφοράς που υλοποιεί ο κάναβος. 

 
Σχήµα 4.24 Χωροστάθµηση επιφάνειας [6] 

 

Η οριζοντιογραφική και υψοµετρική θέση των κορυφών του κανάβου µπορεί να 
γίνει και µε τη χρήση γεωδαιτικού σταθµού, όπως ακριβώς και στη λήψη στοιχείων 
για τη σύνταξη διαγραµµάτων µηκοτοµής και διατοµών. Στην περίπτωση αυτή τα 
υψόµετρα των κορυφών του κανάβου προσδιορίζονται µε τριγωνοµετρική 
υψοµετρία. 

 

4.18 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ – ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Ποια είναι τα είδη των υψοµέτρων που χρησιµοποιούνται στη Γεωδαισία; Ποιες 
επιφάνειες αναφοράς συνδέονται µε αυτά; 

2. Ποια είναι η σχέση του γεωειδούς µε τη Μ.Σ.Θ.; Πως προσδιορίζεται η Μ.Σ.Θ.; 

3. Τι ονοµάζεται απόκλιση της κατακορύφου; 

4. Με ποιες µεθόδους προσδιορίζεται η ορθοµετρική υψοµετρική διαφορά µεταξύ 
δύο σηµείων. Ποια όργανα χρησιµοποιούνται και τι ακρίβειες επιτυγχάνονται µε 
κάθε µία από αυτές. 

5. Ποιες οι συνθήκες ορθής λειτουργίας του χωροβάτη. 
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6. Για τον προσδιορισµό των υψοµέτρων των σηµείων Α και Β έγινε διπλή 
γεωµετρική χωροστάθµηση µε αρχή την υψοµετρική αφετηρία R138 

( m329.256H 138R = ). Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων δίνονται στον πίνακα που 

ακολουθεί. 
 

α/α 
ΜΗΚΗ 
(βήµατα) 

Οπισθεν Εµπροσθεν Ο - Ε 
Προσωρινές 

∆Η 
δ∆Η 

Τελικές 
∆Η 

Υψόµετρα 

ΜΕΤΑΒΑΣΗ (aller)     
R138 15/18 1.726       

A 20/22 1.453 0.942      
1 25/28 0.745 0.619      

2 25/23 0.587 1.251      

Β 20/19 1.249 1.333      
3 22/21 1.681 1.574      

R138 17  1.446      

 

α/α 
ΜΗΚΗ 
(βήµατα) 

Οπισθεν Εµπροσθεν Ο - Ε 
Προσωρινές 

∆Η 
δ∆Η 

Τελικές 
∆Η 

Υψόµετρα 

ΕΠΙΣΤΡΟΦΗ (retour)     
R138 15/18 1.552       

B 20/22 1.900 1.458      
4 25/28 0.886 1.018      

5 25/23 1.127 0.976      

Α 20/19 1.364 1.229      
R138 22/21  2.152      

Να υπολογισθούν τα υψόµετρα των Α και Β. 
(Απάντηση : ΗΑ=255.544m, ΗΒ=254.853m) 

7. Να υπολογισθούν οι αβεβαιότητες στον προσδιορισµό των υψοµέτρων των Α 

και Β της προηγούµενης άσκησης αν : mm2σ
RH ±= , mm3σσ retour

∆Η
aller
∆Η ARAR

±==
−−

, 

mm3σ aller
∆Η BA

±=
−

και mm4σ retour
∆Η BA

±=
−

. 

(Απάντηση : σΗΑ=±3mm, σΗΒ==±4mm) 

8. Ποια είναι τα συστηµατικά σφάλµατα που εµφανίζονται στη µέτρηση µιας 
υψοµετρικής διαφοράς µε τη µέθοδο της γεωµετρικής χωροστάθµησης. Ποια από 
αυτά µπορούν να εξαλειφθούν και µε ποια διαδικασία. 

9. Ποια συστηµατικά σφάλµατα επηρεάζουν την ακρίβεια στον προσδιορισµό µιας 
υψοµετρικής διαφοράς µε τη µέθοδο της τριγωνοµετρικής υψοµετρίας. Ποια από 
αυτά µπορούν να εξαλειφθούν και µε ποια διαδικασία. 

10. Για τον προσδιορισµό της υψοµετρικής διαφοράς ijH∆  µετρήθηκαν το 

κεκλιµένο µήκος m932.678S ij = , µε T.S. ονοµαστικής ακρίβειας 

( )ppm3mm3 ±± , η κατακόρυφη γωνία ccg
ij 403220.105Z ±= , καθώς και τα 

Υψη οργάνου και στόχου ( )mm5m72.1.Σ.Υ,mm5m48.1.Ο.Υ ±=±±=  

αντίστοιχα. Ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης στην περιοχή είναι 16.0k =  
και η µέση ακτίνα της γης να θεωρηθεί km6371R = . Να υπολογισθεί η 

αβεβαιότητα 
ij∆Ησ στον προσδιορισµό της υψοµετρικής διαφοράς και να 

εκφρασθεί σε p.p.m.(Τα µεγέθη k και R να θεωρηθούν χωρίς σφάλµα). 

(Απάντηση: σ∆Ηij=±0.043m ή 750ppm) 



 204

11. Για τον προσδιορισµό του υψοµέτρου της κορυφής Σ µιας πολυγωνικής 
όδευσης σκοπεύθηκε η στέψη του βάθρου που υλοποιεί το τριγωνοµετρικό σηµείο 

Τα και µετρήθηκε η κατακόρυφη γωνία ΣΤΖ  σε δύο πλήρεις περιόδους. Η µέση 

τιµή της κατακόρυφης γωνίας υπολογίσθηκε g
ΣΤ 6248.94Z =  ενώ το ύψος 

οργάνου µετρήθηκε Υ.Ο.=1.47m. Να υπολογισθεί το υψόµετρο της κορυφής Σ. 
∆ίνονται: 

ΧΣ=479067.522m, ΥΣ=4203062,751m, ΧΤ=481933.330m, ΥΤ=4201757,420m, το 
υψόµετρο του τριγωνοµετρικού Τ ΗΤ=436.83m, το ύψος του βάθρου=1.10m. Ο 
συντελεστής παραµόρφωσης λόγω προβολής είναι m=0.9996, ο συντελεστής 
γεωδαιτικής διάθλασης είναι k=0.16 και η µέση ακτίνα της γης km6371R = . 

(Απάντηση:   ΗΣ=169.16m) 

12. Πως ορίζεται ο συντελεστής γεωδαιτικής διάθλασης. Με ποιες µεθόδους 
προσδιορίζεται. 

13. Τι είναι ορίζοντας οργάνου και πως προσδιορίζεται. 
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5. ∆ΟΡΥΦΟΡΙΚΟΣ ΕΝΤΟΠΙΣΜΟΣ - ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ  

 

5.1   ΓΕΝΙΚΑ 

 

Ο δορυφορικός εντοπισµός αναφέρεται στη διαδικασία µε την οποία 
χρησιµοποιούνται τεχνητοί δορυφόροι για τον ακριβή εντοπισµό σηµείων 
στην ΦΓΕ. Σήµερα χρησιµοποιείται ο γενικός όρος «Παγκόσµια ∆ορυφορικά 
Συστήµατα Πλοήγησης (GNSS)» για να περιγράψει τα συστήµατα 
δορυφορικής πλοήγησης (satellite navigation) που παρέχουν αυτόνοµo 
εντοπισµό µε παγκόσµια κάλυψη σε συγκεκριµένο γεωδαιτικό σύστηµα 
αναφοράς. Οι χρήστες των συστηµάτων GNSS µέσω ειδικών δεκτών που 
λαµβάνουν τα δορυφορικά σήµατα προσδιορίζουν τη θέση τους µε ακρίβεια 
που ποικίλει από λίγα εκατοστά έως λίγα µέτρα ανάλογα µε το είδος των 
δεκτών και την τεχνική µέτρησης που εφαρµόζουν.   

Μέχρι σήµερα (2010), το  στρατιωτικό σύστηµα NAVSTAR Global Positioning 
System (GPS) είναι το µόνο πλήρως λειτουργικό GNSS.  Τα βασικότερα 
συστήµατα GNSS τα οποία όµως δεν είναι πλήρως λειτουργικά, 
περιλαµβάνουν το ρωσικό GLONASS το οποίο είναι σε στάδιο 
αποκατάστασης της  πλήρους λειτουργίας  του (21 από 24 δορυφόρους είναι 
λειτουργικοί) και το  πολιτικό σύστηµα της Ευρωπαϊκής Ένωσης Galileo το 
οποίο βρίσκεται σε αρχική φάση ανάπτυξης και έχει προγραµµατισθεί να 
τεθεί σε λειτουργία το 2014.  Άλλες χώρες που έχουν αναπτύξει συστήµατα 
GNSS  είναι η Λαϊκή ∆ηµοκρατία της Κίνας µε το σύστηµα Compass που 
αποτελεί επέκταση του Beidou, η Ιαπωνία µε το σύστηµα QZSS (Quasi-Zenith 
Satellite System)  και η Ινδία µε το σύστηµα IRNSS (Indian Regional 
Navigational Satellite System).   

Στις ενότητες που ακολουθούν θα δοθούν οι βασικές αρχές λειτουργίας του 
συστήµατος GPS µε έµφαση στον απόλυτο εντοπισµό θέσης.  

 

5.2  ΑΡΧΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ ΤΟΥ GPS 

Το GPS είναι βασικά ένα στρατιωτικό σύστηµα πλοήγησης, το οποίο 
σχεδιάστηκε, χρηµατοδοτήθηκε και ελέγχεται από το Υπουργείο Άµυνας των 
ΗΠΑ. Ο πρώτος δορυφόρος ετέθη σε τροχιά το 1978 ενώ σήµερα αποτελείται 
από 34 δορυφόρους.  Παρόλο που ο πρωταρχικός στόχος του GPS είναι για 
αµυντικούς και στρατιωτικούς σκοπούς των ΗΠΑ, η χρήση του συστήµατος 
είναι ελεύθερη προς το παρόν για όλους τους µη στρατιωτικούς χρήστες.  Για 
περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την ανάπτυξη του συστήµατος υπάρχει 
πλούσια διεθνής βιβλιογραφία.   

Οι εφαρµογές του GPS ενδεικτικά περιλαµβάνονται στις παρακάτω βασικές 
κατηγορίες: 

• Τοπογραφία και Χαρτογραφία στη στεριά,  θάλασσα και στον αέρα, όπως 
εφαρµογές ίδρυσης αστικών και άλλων δικτύων, συλλογή δεδοµένων για 
Γεωγραφικά Συστήµατα Πληροφοριών (GIS), τοπογραφικές εργασίες 
ακριβείας (π.χ. τεχνική γεωδαισία), προσδιορισµός φωτοσταθερών στην 
φωτογραµµετρία, χρήση σε γεωφυσικές εργασίες.   
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• Γεωδαιτικές εφαρµογές, όπως ίδρυση γεωδαιτικών δικτύων ελέγχου σε 
τοπική ή εθνική κλίµακα, προσδιορισµός γεωειδούς και υψοµετρικού 
υποβάθρου, ακριβείς εργασίες παρακολούθησης µετακινήσεων.  

• Γεωδυναµικές εφαρµογές, όπως η µέτρηση της σχετικής θέσης ενός 
τοπικού δικτύου σηµείων αναφοράς σε τακτικά χρονικά διαστήµατα µε 
σκοπό να διαπιστωθεί πιθανή οριζοντιογραφική ή υψοµετρική κίνηση 
τεκτονικών πλακών. 

• Πλοήγηση σε στεριά, θάλασσα και αέρα, που περιλαµβάνει εφαρµογές 
κινηµατικού εντοπισµού µεγάλης ή µικρής ακρίβειας, όπως υποστήριξη 
εφαρµογών µετακίνησης στόλων οχηµάτων (π.χ. αστυνοµία, µέσα 
συγκοινωνίας, ασθενοφόρα) καθώς και την παρακολούθηση οχηµάτων 
π.χ. ταξί, φορτηγών που µεταφέρουν επικίνδυνα εµπορεύµατα, τρένων 
κλπ.  

• Στρατιωτικές εφαρµογές   

• Χρήσεις αναψυχής 

• Άλλες ειδικές χρήσεις, όπως µεταφορά χρόνου, προσδιορισµός θέσης 
ατράκτου αεροσκαφών κλπ 

Στα βασικότερα πλεονεκτήµατα του συστήµατος περιλαµβάνονται τα 
παρακάτω: 

• Σχετικά µεγάλες ακρίβειες προσδιορισµού θέσης, σε επίπεδα που 
κυµαίνονται από δεκάµετρα ως λίγα χιλιοστά. 

• Ο προσδιορισµός θέσης γίνεται ταυτόχρονα σε τρεις διαστάσεις, 
δηλαδή οριζοντιογραφικός και υψοµετρικός εντοπισµός. 

• Προσδιορισµός της ταχύτητας και του χρόνου σε επίπεδα ακρίβειας 
που αντιστοιχούν σε αυτά του προσδιορισµού θέσης. 

• ∆ιαθέσιµο στους χρήστες οπουδήποτε και αν βρίσκονται -  στον αέρα, 
στη ΦΓΕ ή στη θάλασσα. 

• Σχετικά µικρό κόστος για το σύστηµα δέκτη/κεραίας, ενώ επίσης δεν 
απαιτείται συνδροµή χρήσης του  GPS. 

• Σύστηµα παντός καιρού, διαθέσιµο 24 ώρες καθηµερινά. 

Το σύστηµα GPS χωρίζεται σε τρία τµήµατα: 

1. Το Τµήµα του ∆ιαστήµατος: περιλαµβάνει τους δορυφόρους οι οποίοι 
εκπέµπουν τα σήµατα που είναι απαραίτητα για την λειτουργία του 
συστήµατος.  

2. Το Τµήµα Ελέγχου: περιλαµβάνει τους γήινους σταθµούς ελέγχου που 
έχουν την ευθύνη της παρακολούθησης των δορυφόρων, των 
υπολογισµών για τις τροχιές τους καθώς και όλο τον απαραίτητο 
καθηµερινό έλεγχο του Τµήµατος του ∆ιαστήµατος.  

3. Το Τµήµα των Χρηστών: περιλαµβάνει την ποικιλία των εφαρµογών, 
οργάνων και υπολογιστικών τεχνικών που δίνουν στους χρήστες τις 
λύσεις εντοπισµού θέσης.   
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Η αρχή λειτουργίας του προσδιορισµού θέσης µε το GPS βασίζεται 
θεωρητικά στην «οπισθοτοµία» στο χώρο, δηλαδή την ταυτόχρονη µέτρηση 
µηκών από τους δορυφόρους στους δέκτες.  

• Για να επιτευχθεί αυτό πρέπει ο δέκτης GPS να µετρήσει τον χρόνο 
που απαιτείται να ταξιδέψει το σήµα από τον δορυφόρο στον δέκτη.   

• Για να µετρηθεί ο χρόνος αυτός απαιτείται ακριβής χρονόµετρηση.  

• Είναι απαραίτητη η ακριβής γνώση της θέσης των δορυφόρων στην 
τροχιά τους κάθε χρονική στιγµή.   

• Τέλος, πρέπει να γίνουν διορθώσεις για καθυστερήσεις που 
οφείλονται στην ατµόσφαιρα καθώς το σήµα ταξιδεύει µέσα σε αυτή.   

Η µέτρηση µε χρήση του GPS βασίζεται στην θεώρηση ότι οι δορυφόροι στο 
διάστηµα είναι “σηµεία αναφοράς” που χρησιµοποιούνται για τον εντοπισµό 
της θέσης στην γήινη επιφάνεια.  Αυτή η ιδέα γεωµετρικά εξηγείται 
παρακάτω: 

Έστω ότι µετράται η απόσταση από ένα δορυφόρο µέχρι την επιφάνεια της 
γης, και υπολογίζεται ότι είναι 20000 km. Αυτό σηµαίνει ότι όλες οι πιθανές 
θέσεις θα µπορούσαν να βρίσκονται στην επιφάνεια µιας σφαίρας που έχει 
κέντρο το δορυφόρο και ακτίνα 20000 km (βλ.  σχήµα 5.1). 

20000 km

 
Σχήµα 5.1  Οι πιθανές θέσεις του χρήστη βρίσκονται σε σφαίρα µε κέντρο τον δορυφόρο και 

ακτίνα 20000km 

Στην συνέχεια, έστω ότι µετράται η απόσταση προς δεύτερο δορυφόρο που 
βρίσκεται 21000 km από την επιφάνεια της γης.  Αυτό σηµαίνει ότι η θέση 
του χρήστη βρίσκεται κάπου σε ένα κύκλο όπου ορίζεται από την τοµή των 
δύο σφαιρών, όπως φαίνεται στο σχήµα 5.2.   

∆ύο µετρήσεις προσδιορίζουν
την τοµή των δύο σφαιρών (κύκλος)

 
Σχήµα 5.2  Οι πιθανές θέσεις του χρήστη βρίσκονται στην τοµή των δύο σφαιρών 
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Εάν µετρηθεί η απόσταση και προς τρίτο δορυφόρο που απέχει έστω 22000 
km, αυτό περιορίζει ακόµα περισσότερο τον προσδιορισµό της θέσης του 
χρήστη σε δύο σηµεία, τα οποία προκύπτουν όπου η τρίτη σφαίρα τέµνει τον 
κύκλο που δηµιουργήθηκε ως τοµή των δύο πρώτων σφαιρών, ένα εκ των 
οποίων, εκείνο που βρίσκεται κοντά στη γη και άρα εύκολα εντοπίσιµο, είναι 
το ζητούµενο (σχ. 5.3).    

Τρείς µετρήσεις προσδιορίζουν
ένα από τα δύο σηµεία

 
Σχήµα 5.3  Η τελική θέση του χρήστη βρίσκεται στην τοµή των τριών σφαιρών 

Από την παραπάνω γεωµετρική ερµηνεία φαίνεται ότι απαιτούνται 
τουλάχιστον τρεις ταυτόχρονες µετρήσεις απόστασης προς τρεις 
διαφορετικούς δορυφόρους, όσες δηλαδή και οι άγνωστες συντεταγµένες  (Χ, 
Υ, Ζ)  που εκφράζουν τη τρισδιάστατη θέση του δέκτη.  Όµως η ποιότητα του 
προσδιορισµού της θέσης εξαρτάται από την ακρίβεια µέτρησης αυτών των 
αποστάσεων και την γεωµετρία της τοµής των σφαιρών.  Έτσι, στην 
πραγµατικότητα, απαιτείται και µια τέταρτη µέτρηση που αφορά στην 
διόρθωση του χρόνου του δέκτη ως προς τη κλίµακα χρόνου του συστήµατος  
GPS.  

Συγκεκριµένα, τα χρονόµετρα των δορυφόρων και των δεκτών δεν είναι 
τέλεια συγχρονισµένα και συνεπώς υπάρχουν πάντοτε συστηµατικά 
σφάλµατα που πρέπει να ληφθούν υπόψη κατά τους υπολογισµούς. Το µεν 
σφάλµα του χρονοµέτρου του δορυφόρου υπολογίζεται από τον δέκτη βάσει 
της πληροφορίας του µηνύµατος πλοήγησης, ενώ το σφάλµα του χρονοµέτρου 
του δέκτη παραµένει άγνωστο. Για να αποφασίσουµε ποια είναι η πραγµατική 
θέση µεταξύ των δύο σηµείων που προκύπτουν από την τοµή µπορούµε να 
κάνουµε µία τέταρτη µέτρηση. Έτσι, στο πρόβληµα προσδιορισµού θέσης 
υπεισέρχεται και µια επιπλέον άγνωστη παράµετρος, η διόρθωση  του χρόνου 
του δέκτη.   

Εποµένως, όταν θέλουµε να βρούµε την τρισδιάστατη θέση µας µε χρήση ενός 
δέκτη GPS απαιτούνται  ταυτόχρονες µετρήσεις απόστασης από τουλάχιστον 
4 δορυφόρους (βλ.  σχήµα 5.4). Αυτή είναι η βασική αρχή πάνω στην οποία 
στηρίχθηκε ο σχεδιασµός του συστήµατος GPS όπου ο προσδιορισµός θέσης 
απαιτείται σε πραγµατικό χρόνο. 
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GPS ∆έκτης/Κεραία

∆ορυφόρος 4

∆ορυφόρος 3
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Α
π
ό
σ
τα
σ
η
 4

Α
π
ό
σ
τα
σ
η

 3Α
π
ό
σ
τα
σ
η 2

Απόσταση 1

 
Σχήµα 5.4  Ο προσδιορισµός της τρισδιάστατης θέσης του δέκτη απαιτεί µετρήσεις από 

τουλάχιστον 4 δορυφόρους 

Όµως, πως γίνεται η µέτρηση της απόστασης προς τους δορυφόρους όταν 
αυτοί συνεχώς κινούνται στο διάστηµα; Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µετρώντας 
το χρόνο που απαιτείται για το σήµα που στέλνει ο δορυφόρος να φτάσει στον 
δέκτη.  Ουσιαστικά, το πρόβληµα ανάγεται στην απλή µαθηµατική σχέση: 

απόσταση = ταχύτητα επί  χρόνος που χρειάστηκε να διανυθεί η απόσταση 

Στην περίπτωση του GPS η ταχύτητα είναι ίση µε την ταχύτητα του φωτός στο 
κενό επειδή αναφερόµαστε σε ραδιοσήµατα. Αρκεί, εποµένως, να µετρηθεί ο 
χρόνος διάδοσης του σήµατος από το δορυφόρο προς τον δέκτη, δηλαδή της 
παρέλευσης του χρόνου µεταξύ της χρονικής στιγµής τΕ εκποµπής του 
σήµατος από ένα δορυφόρο GPS και της χρονικής στιγµής τΛ λήψης του ίδιου 
σήµατος σε ένα δέκτη GPS.  Η µετρούµενη διαφορά τ = τΛ - τΕ 
πολλαπλασιαζόµενη µε την ταχύτητα του φωτός (c =299792458 km/sec) δίνει 
την απόσταση δορυφόρου-δέκτη. 

Αυτές οι µετρήσεις καλούνται µετρήσεις ψευδοαπόστασης δεδοµένου ότι 
διαφέρουν από την πραγµατική απόσταση δορυφόρου-δέκτη λόγω 
σφαλµάτων (π.χ.  ατµοσφαιρικών καθυστερήσεων του σήµατος GPS και µη 
συγχρονισµού των χρονοµέτρων του εκάστοτε δέκτη µε τα ατοµικά 
χρονόµετρα των δορυφόρων GPS).  Οι µετρήσεις ψευδοαπόστασης γίνονται 
συνήθως µε µια αβεβαιότητα της τάξης µερικών µέτρων.   

Η γνώση της ακριβούς θέσης των δορυφόρων είναι απαραίτητη αφού 
χρησιµοποιούνται ως σηµεία αναφοράς για τις µετρήσεις απόστασης.  Επειδή 
οι δορυφόροι GPS βρίσκονται σε πολύ µεγάλο ύψος (περίπου 21000 km) οι 
τροχιές τους είναι πολύ εύκολα προβλέψιµες.  Μικρές αποκλίσεις από την 
τροχιά του κάθε δορυφόρου µετρώνται και διορθώνονται συνέχεια από τους 
σταθµούς ελέγχου.  Αυτές οι διορθώσεις στέλνονται στους δορυφόρους και 
στην συνέχεια µεταδίδονται µαζί µε το σήµα που στέλνεται στον δέκτη 
(εφηµερίδες).   

Τέλος, επειδή τα σήµατα από τους δορυφόρους ταξιδεύουν µέσα στην γήινη 
ατµόσφαιρα (ιονόσφαιρα και τροπόσφαιρα) προκαλούνται καθυστερήσεις 
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που µεταφράζονται σε σφάλµατα της µετρηµένης απόστασης δορυφόρου-
δέκτη (βλ. Ενότητα 5.4).  Πολλά από αυτά τα σφάλµατα µπορούν να 
υπολογιστούν και να αποµακρυνθούν από τις µετρήσεις.  Επίσης, ο 
δορυφορικός σχηµατισµός που χρησιµοποιείται για µια σειρά µετρήσεων 
µπορεί να επηρεάσει την ακρίβεια προσδιορισµού θέσης. Για να περιορισθούν 
αυτά τα σφάλµατα, χρησιµοποιείται ο σχετικός εντοπισµός θέσης στις 
γεωδαιτικές εφαρµογές ( βλ. ενότητα  5.4.2). 

Ο προσδιορισµός θέσης µε το GPS γίνεται στο παγκόσµιο γεωδαιτικό 
σύστηµα αναφοράς WGS84 (World Geodetic System 1984) του Υπουργείου 
Άµυνας των ΗΠΑ. Είναι ένα συµβατικό επίγειο γεωκεντρικό σύστηµα και 
θεωρείται ότι δεν υπάρχει σχετική περιστροφή του συστήµατος ως προς το 
φλοιό της γης συναρτήσει του χρόνου. Το WGS84, από τη αρχή της 
δηµιουργίας του (µέσα του 1980), έχει υποστεί διάφορες βελτιώσεις, που για 
τις τρέχουσες πρακτικές τοπογραφικές εργασίες δεν έχουν ουσιαστική 
επίδραση. Το ελλειψοειδές του WGS84 ορίζεται από τις παραµέτρους: 

a = 6378137.0m (µεγάλος ηµιάξονας), 1/f = 298.257223563 (επιπλάτυνση), 
GM = (3986004.418±0.008) × 108 m3/s2 (γήινη βαρυτική σταθερά), ω = 
7292115×10-11 rads/sec (γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της γης). 

 

5.3  ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ GPS  

Κάθε δορυφόρος GPS µεταδίδει ένα µοναδικό σήµα ναυσιπλοΐας που 
επικεντρώνεται σε δύο συχνότητες της L ζώνης του ηλεκτροµαγνητικού 
πεδίου: η L1 στα 1575.42MHz και η L2 στα 1227.60MHz.  Λεπτοµέρειες της 
δοµής του σήµατος µπορούν να αναζητηθούν στη διεθνή βιβλιογραφία.   

Εκτός από τις µετρήσεις των ψευδοαποστάσεων, το GPS παρέχει και τις 
µετρήσεις «φάσης του φέροντος κύµατος». Αυτές στηρίζονται στη 
δυνατότητα µέτρησης της απόστασης µεταξύ του εκάστοτε δορυφόρου GPS 
και ενός δέκτη, σαν συνάρτηση των µετρουµένων κύκλων φάσης µήκους 
κύµατος λ του χρησιµοποιούµενου δορυφορικού σήµατος, όπου λ = λ1 = 
19.029 cm για τη συχνότητα L1 και λ = λ2 = 24.421 cm για τη συχνότητα L2. Η 
τεχνική αυτή είναι παρόµοια µε εκείνη που χρησιµοποιείται από τα EDM. Η 
µέτρηση της φάσης του φέροντος κύµατος γίνεται συνήθως µε µια ακρίβεια 
της τάξης του 1% του αντιστοίχου µήκους κύµατος λ του χρησιµοποιούµενου 
σήµατος, δηλ. είναι της τάξης του 0.19 cm για τη συχνότητα L1 και 0.24 cm 
για τη συχνότητα L2. 

Οι µετρήσεις φάσης του φέροντος κύµατος είναι ακριβέστερες κατά δύο 
τουλάχιστον τάξεις µεγέθους από τις µετρήσεις ψευδοαπόστασης και ως εκ 
τούτου αποτελούν τον µόνο τύπο µετρήσεων υψηλής ακριβείας στους οποίους 
βασίζονται οι διάφορες γεωδαιτικές και τοπογραφικές εφαρµογές.  

Σε τέτοιες εργασίες, οι δέκτες που χρησιµοποιούνται θα πρέπει να έχουν τη 
δυνατότητα µετρήσεων φάσης τουλάχιστον στη συχνότητα L1. Αυτοί οι τύποι 
δεκτών GPS έχουν διαφορετικά λειτουργικά χαρακτηριστικά από δέκτες που 
κάνουν χρήση µόνο των µετρήσεων ψευδοαπόστασης και µπορούν να 
προσδιορίσουν τις σχετικές θέσεις µεταξύ σηµείων µε υψηλές ακρίβειες της 
τάξης µερικών ppm (parts per million) ή και καλύτερες.  

Η δυνατότητα µετρήσεων και στη συχνότητα L2, επιπλέον από τις µετρήσεις 
στη συχνότητα L1, παρέχει τη δυνατότητα διορθώσεων για τις επιδράσεις της 
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ιονόσφαιρας στα σήµατα GPS.  Βέβαια σε πολλές εφαρµογές αυτό δεν 
κρίνεται τελείως απαραίτητο, αν οι µετρήσεις GPS χρησιµοποιούνται για το 
σχετικό προσδιορισµό σηµείων που απέχουν µεταξύ τους αποστάσεις 
µικρότερες από 20 km και εφ' όσον χρησιµοποιούνται κατάλληλες τεχνικές 
µέτρησης και µοντέλα ανάλυσης των συλλεγοµένων µετρήσεων. 

 

5.3.1 Πηγές σφαλµάτων  στις µετρήσεις GPS  

Τα σφάλµατα που επηρεάζουν τις παρατηρήσεις GPS χωρίζονται σε τρεις 
βασικές κατηγορίες.  

α) Τα σφάλµατα που σχετίζονται µε τους δορυφόρους, όπως το σφάλµα της 
τροχιάς (ή δορυφορικής εφηµερίδας) και το σφάλµα των χρονοµέτρων των 
δορυφόρων. 

β) Τα σφάλµατα που σχετίζονται µε τους δέκτες, όπως το σφάλµα του 
χρονοµέτρου του δέκτη,  το σφάλµα της µεταβολής του κέντρου φάσης της 
κεραίας και το σφάλµα λόγω των µεταβολής στην καθυστέρηση µετάδοσης 
του σήµατος από τα ηλεκτρονικά των δεκτών.  

γ) Τα σφάλµατα που σχετίζονται µε τη διάδοση του σήµατος  και αφορούν τα 
ατµοσφαιρικά σφάλµατα (τροποσφαιρικά και ιονοσφαιρικά) και το σφάλµα 
της πολυανάκλασης του σήµατος (multipath).  

Κάποια από τα παραπάνω σφάλµατα δύνανται να µοντελοποιηθούν και να 
εκτιµηθούν διορθώσεις στις παρατηρήσεις. Κατά την επεξεργασία, 
διαµορφώνονται κατάλληλες επιλογές γραµµικών συνδυασµών των 
παρατηρήσεων και των µοντέλων σφαλµάτων ώστε να γίνει απαλοιφή του 
µεγαλύτερου µέρους των σφαλµάτων αυτών.   

Συµπερασµατικά, οι βασικοί παράγοντες που επηρεάζουν την ακρίβεια του 
εντοπισµού θέσης µε το GPS είναι τα σφάλµατα των παρατηρήσεων, η 
τεχνική των µετρήσεων (απόλυτος ή σχετικός εντοπισµός), η γεωµετρία των 
δορυφόρων-δεκτών και οι αλγόριθµοι επεξεργασίας των δεδοµένων. 

 

5.4  ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΜΕΤΡΗΣΗΣ 

Οι δύο βασικές τεχνικές µέτρησης µε το GPS είναι ο απόλυτος εντοπισµός και 
ο σχετικός εντοπισµός θέσης. Με οποιαδήποτε τεχνική µέτρησης 
πραγµατοποιείται, το αποτέλεσµα είναι οι τρισδιάστατες καρτεσιανές 
συντεταγµένες θέσης συνήθως σε µορφή Χ, Υ, Ζ (ή γεωδαιτικές 
συντεταγµένες φ, λ, h) στο WGS84 σύστηµα αναφοράς.  Εάν τα 
αποτελέσµατα απαιτούνται σε διαφορετικό γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς 
(π.χ. στο ΕΓΣΑ87) τότε µετατρέπονται εύκολα µε χρήση κατάλληλων 
παραµέτρων µετασχηµατισµού.  Ο σχετικός εντοπισµός θέσης είναι κυρίως 
αυτός που εφαρµόζεται στις τοπογραφικές εργασίες επειδή προσδιορίζει τις 
θέσεις των σηµείων µε µεγαλύτερη ακρίβεια.  

 

5.4.1  Απόλυτος Εντοπισµός  

Ο όρος «απόλυτος προσδιορισµός θέσης» (absolute point positioning, single 
point positioning) αναφέρεται στον προσδιορισµό της θέσης του σηµείου στο 
οποίο είναι τοποθετηµένος ένας δέκτης  GPS χρησιµοποιώντας µόνο τις δικές 
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του παρατηρήσεις. Η ανάπτυξη της τεχνικής του απόλυτου εντοπισµού 
γίνεται στην ενότητα 5.5.  

 

5.4.2  Σχετικός Εντοπισµός  

Στον σχετικό εντοπισµό χρησιµοποιούνται κυρίως οι µετρήσεις φέροντος 
φάσης και για την επεξεργασία τους ισχύουν πολύπλοκες µαθηµατικές 
σχέσεις που δεν είναι στο αντικείµενο αυτών των σηµειώσεων να 
περιγραφούν.  Τελικά, υπολογίζεται µετά από την κατάλληλη επεξεργασία 
των µετρήσεων µέσω ειδικού λογισµικού, το τρισδιάστατο διάνυσµα ∆Χ, ∆Υ, 
∆Ζ της βάσης µεταξύ του δέκτη αναφοράς (reference receiver) και του 
δεύτερου δέκτη (σταθερού ή µετακινούµενου)  όπως φαίνεται στο σχήµα  5.5.  

Αξονας Ζ (µέσος άξονας περιστροφής γης)

Αξονας Υ

Αξονας Χ

∆έκτης αναφοράς

∆έκτης µετακινούµενος

∆Ζ

∆X

∆Υ

 
Σχήµα 5.5  Προσδιορισµός του τρισδιάστατου διανύσµατος της βάσης µέτρησης (∆Χ, ∆Υ, 

∆Ζ) µεταξύ δύο σηµείων  

Εποµένως, οι τελικές συντεταγµένες (Χ, Υ, Ζ)µετακινούµενος του δεύτερου δέκτη 
(µετακινούµενου δέκτη στο παραπάνω σχήµα) δίνονται ως προς τις 
συντεταγµένες του σταθερού δέκτη (Χ, Y, Z)αναφοράς από τη σχέση 
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    (5.1) 

 

Όταν χρησιµοποιούνται παραπάνω από δύο δέκτες (έστω R), τότε οι 
άγνωστοι σταθµοί για τους οποίους ζητείται να υπολογιστούν οι 
τρισδιάστατες συντεταγµένες είναι R-1 ως προς τον σταθµό αναφοράς. Η 
διαδικασία αυτή γίνεται µε τη µέθοδο συνόρθωσης των ελαχίστων 
τετραγώνων.   
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Οι βασικές παραλλαγές στην τεχνική µέτρησης του σχετικού εντοπισµού είναι  
ο στατικός, ο γρήγορος στατικός, ο ψευδοκινηµατικός και ο κινηµατικός 
εντοπισµός.  

Συνοπτικά,  ο στατικός εντοπισµός δίνει ακρίβειες της τάξης των λίγων 
χιλιοστών και απαιτεί την ταυτόχρονη χρήση τουλάχιστον δύο δεκτών, όπου ο 
ένας τοποθετείται σε γνωστό σηµείο και ο άλλος καταλαµβάνει για ένα 
σχετικά µεγάλο χρονικό διάστηµα (π.χ. 40-90 min) ένα δεύτερο σηµείο του 
οποίου η θέση ζητείται να υπολογισθεί (σχήµα 5.6).  

SV1 SV2

Κορυφή A
(γνωστή)

Κορυφή B

 
Σχήµα 5.6  Η αρχή του σχετικού στατικού εντοπισµού 

Στον σχετικό στατικό εντοπισµό, η εκ των υστέρων επεξεργασία των 
µετρήσεων γίνεται είτε σε «µορφή βάσης» χρησιµοποιώντας τις ταυτόχρονες 
µετρήσεις δύο δεκτών κάθε φορά για την επίλυση µιας ανεξάρτητης βάσης, 
είτε σε «µορφή καµπάνιας» όπου όλα τα δεδοµένα που συλλέχθηκαν από 
διαφορετικούς δέκτες την ίδια χρονική περίοδο ή σε διαφορετικές χρονικές 
περιόδους επεξεργάζονται ταυτόχρονα σε κοινή συνόρθωση.   

 Ο γρήγορος στατικός (fast-static, rapid-static) χρησιµοποιεί ίδια µεθοδολογία 
µε την προηγούµενη τεχνική, όµως µε σηµαντική µείωση του χρόνου 
παραµονής του δεύτερου δέκτη, που κυµαίνεται από 5-20 min, ενώ οι 
ακρίβεια που επιτυγχάνεται είναι της τάξης των µερικών εκατοστών. Όπως 
φαίνεται στο σχήµα 5.7 , οι βάσεις µεταξύ του σταθερού δέκτη και των άλλων 
σηµείων είναι γενικά µικρές.  Είναι µια  τεχνική που χρησιµοποιείται όταν για 
πολλά σηµεία απαιτείται να προσδιορισθεί η θέση τους όπως π.χ. σε πύκνωση 
δικτύου. 
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Σχήµα 5.7  ∆ιάταξη δεκτών µε την τεχνική του γρήγορου στατικού εντοπισµού 

 Ο ψευδοκινηµατικός (pseudo-kinematic, pseudo-static) εντοπισµός 
χρησιµοποιεί παρόµοια µεθοδολογία και έχει αντίστοιχη ακρίβεια µε τον 
γρήγορο στατικό µε την διαφορά ότι βασίζεται στην αλλαγή της γεωµετρίας 
των δορυφόρων (λόγω ανακατάληψης των αγνώστων σηµείων µετά από 
κάποιο χρονικό διάστηµα, βλ. σχήµα 5.8). Παρόλο που σήµερα έχει ατονήσει 
η χρήση της τεχνικής αυτής λόγω µεγάλου πλέον αριθµού διαθέσιµων 
δορυφόρων, η αρχή της παραµένει ως ένας καλός τρόπος ελέγχου των 
αποτελεσµάτων (π.χ. σε τοπογραφικές εργασίες). 

 
Σχήµα 5.8  ∆ιάταξη δεκτών µε την τεχνική του  ψευδοκινηµατικού εντοπισµού 

Τέλος, ο κινηµατικός εντοπισµός έχει διάφορες µορφές  που όµως όλες 
βασίζονται στην ταχεία κατάληψη σηµείων (από µερικά sec ως 1-2min) και µε 
κυµαινόµενες ακρίβειες της τάξης των εκατοστών (βλ. σχήµα 5.9).  

 
Σχήµα 5.9  Στον κινηµατικό εντοπισµό ο δεύτερος δέκτης µετακινείται σε σχέση µε έναν 

σταθερό δέκτη 
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Η πιο σύγχρονη µορφή του κινηµατικού εντοπισµού σε πραγµατικό χρόνο 
είναι η χρήση των µετρήσεων φάσης µε την τεχνική RTK (Real Time 
Kinematic) που επιτυγχάνει προσδιορισµό της θέσης µε την ακρίβεια λίγων 
cm. Στην τεχνική αυτή απαιτείται η εκποµπή δεδοµένων από το δέκτη 
γνωστών συντεταγµένων που παραµένει ακίνητος προς στον κινούµενο δέκτη 
που κινείται συνήθως σε συγκεκριµένα σηµεία ή σε κάποια διαδροµή και 
λαµβάνει εκτός από τις δικές του µετρήσεις και τα δεδοµένα του σταθερού 
δέκτη. Η επικοινωνία µεταξύ των δεκτών απαιτεί ειδικό λογισµικό καθώς και 
σύστηµα ασύρµατης επικοινωνίας (π.χ. κινητή τηλεφωνία, διαδίκτυο κ.λπ.).  

Τα τελευταία χρόνια, η εγκατάσταση και λειτουργία µόνιµων σταθµών 
καταγραφής δεδοµένων GPS  η οποία αναπτύσσεται µε γοργούς ρυθµούς σε 
πολλές χώρες, έχει συµβάλλει στην ευρεία εφαρµογή  της µεθόδου εντοπισµού 
θέσης σε πραγµατικό χρόνο (RTK).  Με τα δίκτυα αυτά επιτυγχάνεται η 
ακρίβεια προσδιορισµού σε εφαρµογές πραγµατικού χρόνου και σε 
µεγαλύτερες αποστάσεις µεταξύ σταθερού και κινητού δέκτη (π.χ 30-70km), 
καθώς και η λειτουργία ενός µόνο δέκτη από το χρήστη µε αποτέλεσµα την 
αύξηση της παραγωγικότητας και τη µείωση του κόστους των εργασιών. Η 
Ελλάδα τα τελευταία λίγα χρόνια έχει αναπτύξει ένα δίκτυο µόνιµων 
δορυφορικών σταθµών GPS το οποίο παρέχει υπηρεσίες προσδιορισµού 
θέσης, τόσο για εφαρµογές πραγµατικού χρόνου (RTK) όσο και για την εκ των 
υστέρων επεξεργασία µετρήσεων. Η ονοµασία του δικτύου είναι HEPOS 
(HEllenic POsitioning System) και αποτελείται από 98 µόνιµους σταθµούς 
αναφοράς κατανεµηµένους σε ολόκληρη τη χώρα. 
 

5.4.3  Αλγόριθµοι Επεξεργασίας 

Οι αλγόριθµοι επεξεργασίας των παρατηρήσεων είναι από τους 
σηµαντικότερους παράγοντες που επηρεάζουν την τελική λύση του 
εντοπισµού θέσης.  Εξαρτώνται από µια σειρά παραγόντων όπως εάν: 

• Ο χρήστης είναι σε σταθερή θέση (µεγαλύτερη ακρίβεια λόγω του 
πλεονάσµατος των παρατηρήσεων) ή µετακινείται (δεν υπάρχει 
πλεόνασµα παρατηρήσεων και άρα µικρότερη ακρίβεια). 

• Τα αποτελέσµατα απαιτούνται σε πραγµατικό χρόνο (συνήθως αυτό 
σηµαίνει µικρότερη ακρίβεια) ή εκ των υστέρων επεξεργασία (η 
«πολυτέλεια» της εκ των υστέρων επεξεργασίας απαιτεί 
πολυπλοκότερους αλγορίθµους και µοντέλα για την εξάλειψη των 
υπολοιπόµενων σφαλµάτων και άρα παρέχει µεγαλύτερη ακρίβεια).   

• Το επίπεδο του θορύβου των µετρήσεων GPS έχει σηµαντική επίδραση 
στην ακρίβεια των τελικών λύσεων και εποµένως οι µετρήσεις της 
φάσης φέροντος κύµατος είναι αυτές που χρησιµοποιούνται για 
εργασίες υψηλής ακρίβειας ενώ οι µετρήσεις των ψευδοαποστάσεων 
χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές µε µικρότερες απαιτήσεις σε 
ακρίβεια.  

Αντί των πρωτογενών παρατηρήσεων χρησιµοποιούνται συνήθως γραµµικοί 
συνδυασµοί τους (π.χ. απλές, διπλές και τριπλές διαφορές) µε σηµαντικότερο 
πλεονέκτηµα την ελαχιστοποίηση ή και απαλοιφή συστηµατικών σφαλµάτων 
των µετρήσεων. Το βασικότερο µειονέκτηµα είναι η µαθηµατική συσχέτιση 
των παρατηρήσεων που προκαλεί δυσκολία στον προσδιορισµό του 
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στοχαστικού µοντέλου που απαιτείται κατά τη διαδικασία της συνόρθωσης. 
Ωστόσο, έχουν αναπτυχθεί ειδικές στρατηγικές επίλυσης που αντιµετωπίζουν 
τα προβλήµατα των γραµµικών συνδυασµών.  

Τα διάφορα µαθηµατικά µοντέλα που χρησιµοποιούνται για την επεξεργασία 
των µετρήσεων και την απαλοιφή ή ελαχιστοποίηση των σφαλµάτων, τα 
στοχαστικά τους µοντέλα και η µορφή των παραµέτρων που παραµένουν 
προς επίλυση είναι αυτά που διαφοροποιούνται κυρίως στην ποικιλία των 
λογισµικών πακέτων ανάλυσης και επεξεργασίας των µετρήσεων GPS που 
είναι διαθέσιµα στους χρήστες από τους κατασκευαστές των δεκτών.  

 

5.5 ΑΠΟΛΥΤΟΣ ΕΝΤΟΠΙΣΜΟΣ ΘΕΣΗΣ  

Ο απόλυτος εντοπισµός της θέσης µπορεί να γίνει είτε σε πραγµατικό χρόνο 
και άρα αναφερόµαστε στην λύση «ναυσιπλοΐας» (navigation solution) είτε εκ 
των υστέρων (post-processing) αξιοποιώντας όλες τις εποχές που έχουν 
µετρηθεί δίνοντας µεγαλύτερη ακρίβεια στην τελική λύση.  

Οι ακρίβειες που σχετίζονται µε τον απόλυτο εντοπισµό θέσης κυµαίνονται,   

• 20-30m όταν χρησιµοποιείται η λειτουργία του τυπικού απόλυτου 
προσδιορισµού (SPS, standard positioning service), που 
αντιπροσωπεύει το επίπεδο ακρίβειας των περισσότερων εφαρµογών 
χρήσης ενός δέκτη GPS.  

• 2-15m όταν χρησιµοποιείται η λειτουργία του ακριβούς απόλυτου 
προσδιορισµού (PPS, precise positioning service).  

Βελτιώσεις στην τεχνολογία των SPS δεκτών διπλής συχνότητας µπορεί να 
δώσει 50% βελτίωση στον τυπικό απόλυτο προσδιορισµό. Επίσης, όταν είναι 
γνωστές υψηλής ακρίβειας παράµετροι των χρονοµέτρου των δορυφόρων και 
των εφηµερίδων, τότε υπάρχει βελτίωση 50% στον ακριβή απόλυτο 
εντοπισµό.   

 Στον απόλυτο προσδιορισµό θέσης χρησιµοποιούνται συνήθως µόνο 
παρατηρήσεις ψευδοαποστάσεων. Όµως, όλο και συχνότερα η συνδυασµένη 
χρήση των µετρήσεων ψευδοαπόστασης και φάσης χρησιµοποιείται σε 
αρκετές εφαρµογές, ακόµα και στην τοπογραφία.  
 

5.5.1  Ψευδοαπόσταση 

Η ψευδοαπόσταση είναι το µέτρο της παρατηρούµενης απόστασης µεταξύ 
του δορυφόρου και της κεραίας του δέκτη σε κάποια χρονική στιγµή (σχήµα 
5.10). 
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Πραγµατική απόσταση

dτροχιαdατµοσφαιρα

Ψευδοαπόσταση

σφάλµα

χρονοµέτρου

 
Σχήµα 5.10  Η ψευδοαπόσταη διαφέρει από την γεωµετρική (πραγµατική) απόσταση 

λόγω σφαλµάτων 

 Η απόσταση προκύπτει από τον χρόνο µετάδοσης του σήµατος που µετράται 
µε τον συσχετισµό κωδικών ψευδοαπόστασης (pseudorandom nose code 
PRN) που παράγονται από τον κάθε δορυφόρο µε πανοµοιότυπο κώδικα που 
παράγεται εσωτερικά από τον δέκτη.  Εσωτερικά στον δέκτη γίνεται χρονική 
µετατόπιση του λαµβανόµενου από τον δορυφόρο κώδικα µε το 
πανοµοιότυπο σήµα του δέκτη µέχρι να επιτευχθεί µέγιστη συσχέτιση (σχήµα 
5.11). 

Οι κώδικες του δέκτη παράγονται από το ίδιο χρονόµετρο του δέκτη ενώ οι 
κώδικες των δορυφόρων παράγονται από το σύστηµα χρονοµέτρων του κάθε 
δορυφόρου. Αναπόφευκτα σφάλµατα χρονοµέτρων τόσο στους δέκτες όσο και 
στους δορυφόρους έχουν ως αποτέλεσµα η µετρηµένη απόσταση να διαφέρει 
από την γεωµετρική απόσταση που αναφέρεται στις χρονικές στιγµές 
µετάδοσης και λήψης του κώδικα. Έτσι, η µετρηµένη απόσταση ονοµάζεται 
ψευδοαπόσταση. Μετρήσεις ψευδοαποστάσεων γίνονται τόσο στον P-κώδικα 
όσο και στον C/A- κώδικα. 

Ψευδο-απόσταση = ∆∆∆∆t · cΨευδο-απόσταση = ∆∆∆∆t · c

Αντίγραφο του δορυφορικού κώδικα
που παράγεται στον δέκτη
Αντίγραφο του δορυφορικού κώδικα
που παράγεται στον δέκτη

Εκπεµπόµενος κώδικας 
από τον δορυφόρο
Εκπεµπόµενος κώδικας 
από τον δορυφόρο

 
Σχήµα 5.11  Συσχέτιση του εκπεµπόµενου και αντίγραφου του κώδικα στον δέκτη 
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Στην ενότητα αυτή θα περιγραφεί η µαθηµατική εξίσωση της 
ψευδοαπόστασης. Στην ανάλυση που ακολουθεί, τα λατινικά γράµµατα p, q 
αναφέρονται στους δορυφόρους ενώ  το γράµµα k αναφέρεται στο δέκτη. 

Έστω το σύµβολο tk δηλώνει τον ονοµαστικό χρόνο του χρονοµέτρου του 
δέκτη k (χρόνος αναφοράς δέκτη) την χρονική στιγµή της λήψης του σήµατος 
από τον δορυφόρο και το σύµβολο tp δηλώνει τον ονοµαστικό χρόνο του 
χρονοµέτρου του δορυφόρου p (χρόνος αναφοράς δορυφόρου) την χρονική 
στιγµή της εκποµπής του σήµατος. Οι ονοµαστικοί χρόνοι σχετίζονται µε τον 
πραγµατικό χρόνο µέσω των όρων για τα σφάλµατα των χρονοµέτρων, 
δηλαδή,  

ppp
r

kkkr,

dt+t=t

dt+t=t

    (5.2) 

Το r συµβολίζει τον πραγµατικό χρόνο. Η µέτρηση της ψευδοαπόστασης 

)(tP k
p
k µεταξύ του δορυφόρου p και του δέκτη k είναι η διαφορά των 

ονοµαστικών χρόνων πολλαπλασιασµένη µε την ταχύτητα του φωτός, δηλαδή 

c)t(t)(tP p
kk

p
k

−=    (5.3) 

Η ψευδοαπόσταση θα ήταν ίση µε την γεωµετρική (πραγµατική)  απόσταση 
που προκύπτει από την διάρκεια µεταφοράς του σήµατος στον δέκτη (δηλαδή 
από την χρονική στιγµή της µετάδοσης από τον δορυφόρο ως την λήψη από 
τον δέκτη), µόνο όταν το µέσο µεταφοράς του σήµατος ήταν το κενό και δεν 
υπήρχαν σφάλµατα στα χρονόµετρα δορυφόρων και δέκτη (δηλαδή ήταν 
τέλεια συγχρονισµένα)  ή δεν υπήρχαν άλλα είδη σφαλµάτων. 

Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω σφάλµατα, η πλήρης µαθηµατική 

έκφραση που περιγράφει την ψευδοαπόσταση  (t)P p
k  είναι: 
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ε)(td)(td

)(td)(tT)(tI)dt(dt c-c)t(t)(tP

+++
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+++
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 (5.4) 

όπου :  

)(tρ k r,
p

P k,   είναι η γεωµετρική απόσταση µεταξύ δορυφόρου-δέκτη  

)dt - c(dt p
k   είναι η διαφορά µεταξύ των χρονικών στιγµών µετάδοσης 

και  λήψης του σήµατος πολλαπλασιασµένη µε την 
ταχύτητα του φωτός στο κενό 

)(tT)(tI k
p

P k,k
p

P k,
+  είναι το σφάλµα καθυστέρησης του σήµατος καθώς 

ταξιδεύει από τον δορυφόρο διαµέσου των στρωµάτων 
της ατµόσφαιρας που ονοµάζονται αντίστοιχα 
«ιονόσφαιρα» και «τροπόσφαιρα»  
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)(t d   )(td kP k,
p

kP k, +  είναι τα αντίστοιχα σφάλµατα του δέκτη και του 

                                                 δορυφόρου που σχετίζονται µε την παραγωγή του  
                                                 κώδικα (hardware code delay)  

pk
p
P ε   )(td +  είναι αντίστοιχα το σφάλµα λόγω πολλαπλών διαδροµών 

του σήµατος (multipath) και το τυχαίο σφάλµα λόγω 
θορύβου των µετρήσεων 

Η  γεωµετρική απόσταση αυστηρά ορίζεται  ως η µεταξύ των άκρων 
απόσταση των αντίστοιχων κέντρων φάσης των κεραιών του δορυφόρου και 
του δέκτη. Για τον δορυφόρο, το κέντρο φάσης αναφέρεται στο κέντρο µάζας 
του και είναι το ίδιο σηµείο όπου αναφέρονται οι συντεταγµένες του. Για την 
κεραία του δέκτη, το κέντρο φάσης διαφέρει από το ηλεκτρικό κέντρο και 
επίσης τα κέντρα αυτά µεταβάλλονται ανάλογα µε την διεύθυνση λήψης του 
σήµατος. Όµως τα κέντρα φάσης των κεραιών προσδιορίζονται 
εργαστηριακά. Επιπλέον, αν χρησιµοποιούνται ίδιου τύπου κεραίες µε τον 
ίδιο προσανατολισµό τότε οι επιδράσεις των µεταβολών των κέντρων φάσης 
απαλείφονται. 

Η απόσταση )(tρ k r,
p

P k,  την εποχή tk του δέκτη δίνεται από τη σχέση: 

2
k

P2
k

P2
k

P
k

P
k

)Z(Z)Y(Y)X(X)(tρ −+−+−=    (5.5) 

όπου  

(XP, YP, ZP)  είναι οι καρτεσιανές συντεταγµένες της θέσης του δορυφόρου 
την χρονική στιγµή της εκποµπής του σήµατος και είναι 
γνωστές από τις εκπεµπόµενες εφηµερίδες που περιέχονται 
στο µήνυµα ναυσιπλοϊας (navigation message) 

(Xk, Yk, Zk)  είναι οι προσεγγιστικές  καρτεσιανές συντεταγµένες της θέσης 
του δέκτη  

Οι καρτεσιανές συντεταγµένες της θέσης του δορυφόρου και δέκτη 
αναφέρονται στο ίδιο  γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς που συνήθως είναι το 
WGS84. 

Η εξίσωση ψευδοαπόστασης µεταξύ ενός δέκτη k και δορυφόρου P, βάσει των 
σχέσεων (5.4) και (5.5) γράφεται ως, 
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(5.6) 

 

5.5.2   Επίλυση απόλυτου εντοπισµού  

Στις εφαρµογές όπου απαιτείται προσδιορισµός θέσης σε κάθε χρονική 
στιγµή µε µικρή όµως ακρίβεια (δηλαδή της τάξης µερικών µέτρων) 
πραγµατοποιείται λύση ναυσιπλοίας µε χρήση  µετρήσεων ψευδοαπόστασης.  
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Η λύση αυτή γίνεται αυτόµατα µέσα στον δέκτη όπου δίνονται ως αποτέλεσµα 
οι  συντεταγµένες της θέσης του δέκτη οι οποίες αναφέρονται συνήθως στο  
WGS84. 

Με βάση τις εκπεµπόµενες εφηµερίδες, δηλαδή τη θέση κάθε ορατού 
δορυφόρου από τον δέκτη την χρονική στιγµή της µετάδοσης του σήµατος, οι 
µόνοι άγνωστοι στην εξίσωση (5.6) είναι η θέση του δέκτη και το σφάλµα του 
χρονοµέτρου του δέκτη. Το ιονοσφαιρικό σφάλµα υπολογίζεται από ένα 
σύνηθες µοντέλο που περιέχεται και στο µήνυµα ναυσιπλοίας, ενώ το 
τροποσφαιρικό µοντέλο υπολογίζεται από συνήθη τυπικά µοντέλα 
τροπόσφαιρας.  Το σφάλµα του χρονοµέτρου του δορυφόρου µπορεί να 
θεωρηθεί γνωστό αφού µπορεί να γίνει διόρθωση µε βάση τις εκπεµπόµενες 
χρονικές παραµέτρους των εφηµερίδων ενώ το το σφάλµα που αποµένει 
θεωρείται αµελητέο  για την περίπτωση της λύση ναυσιπλοίας. 

Τελικά οι άγνωστες παράµετροι είναι τέσσερις και εφόσον ο δέκτης λαµβάνει 
ταυτόχρονα τουλάχιστον µετρήσεις από τέσσερις δορυφόρους υπάρχει λύση. 
Όταν λαµβάνονται παραπάνω ταυτόχρονες µετρήσεις  τότε η καλύτερη λύση 
προσδιορισµού της θέσης επιτυγχάνεται µε µαθηµατικές τεχνικές όπως µε 
χρήση συνόρθωσης των ελαχίστων τετραγώνων.  

Το τελικό µαθηµατικό σύστηµα εξισώσεων που επιλύεται για να δώσει την 
θέση του δέκτη αποτελείται τουλάχιστον από τις τέσσερις εξισώσεις, δηλαδή 
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  (5.7) 

όπου 1, 2, 3, 4 συµβολίζει τον αριθµό της µέτρησης από διαφορετικό 
δορυφόρο, ενώ εξισώσεις της ίδιας µορφής προστίθενται στο σύστηµα όταν 
υπάρχουν  παραπάνω από τέσσερις ταυτόχρονες µετρήσεις. 

 

5.5.3  Ο παράγοντας DOP 

Η µέθοδος επίλυσης του συστήµατος εξισώσεων (5.7) δίνει εκτός από την 
καλύτερη εκτίµηση της θέσης του δέκτη κάθε χρονική στιγµή, και την 
ποιότητα της εκτίµησης αυτής. Αυτή δίνεται  µε την µορφή των 
µεταβλητοτήτων τόσο για τις  εκτιµήσεις των τελικών καρτεσιανών ή 
επίπεδων ορθογώνιων συντεταγµένων  όσο και για το σφάλµα του 
χρονοµέτρου του δέκτη. 

Η τετραγωνική ρίζα του αθροίσµατος των τετραγώνων των παραπάνω 
µεταβλητοτήτων ονοµάζεται GDOP (Geometric Dilution of Precision). Είναι 
ένα µέτρο ακρίβειας (αδιάστατος αριθµός) που εξαρτάται από την γεωµετρία 
του δορυφορικού σχηµατισµού ως προς το δέκτη την συγκεκριµένη χρονική 
στιγµή και δίνεται από το λόγο της ακρίβειας του εντοπισµού (σ) προς την 
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ακρίβεια των µετρήσεων (σ0) , δηλ oσDOPσ = . Γενικά, όσο πιο µικρή τιµή 

έχει η παράµετρος DOP τόσο µεγαλύτερη είναι η ακρίβεια του εντοπισµού. 

Για τον υπολογισµό της θέσης µε απόλυτο εντοπισµό, σύµφωνα µε τη µέθοδο 
των ελαχίστων τετραγώνων, δηµιουργείται ένας πίνακας Α (πίνακας 
σχεδιασµού) που περιλαµβάνει τις µερικές παραγώγους των παρατηρούµενων 
µεγεθών ως προς τις άγνωστες παραµέτρους. Αυτές θα προκύψουν, βάσει της 
σχέσης 5.7. Στη συνέχεια, εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο της συνόρθωσης, 
υπολογίζεται ο πίνακας παραγόντων συµµεταβλητοτήτων Ν-1 = (ΑΤΑ)-1, όπου 

τα διαγώνια στοιχεία του ) q,q,(q ZYX  [ή )q,q,q( UNE όταν 

αναφερόµαστε σε τοποκεντρικό γεωδαιτικό σύστηµα]  χρησιµοποιούνται για 
τον προσδιορισµό των µέτρων ακρίβειας DOP.  

Όταν αναφερόµαστε µόνο στις τρεις συντεταγµένες το µέτρο ονοµάζεται 
PDOP (Position Dilution of Precision), ενώ µόνο για την οριζόντια ή 
κατακόρυφη συνιστώσα έχουµε αντίστοιχα HDOP (Horizontal Dilution of 
Precision) και VDOP (Vertical Dilution of Precision).  Το µέτρο για την 
εκτίµηση του σφάλµατος του χρονοµέτρου του δέκτη ονοµάζεται TDOP (Time 
Dilution of Precision) και το συνολικό µέτρο που δίνει την γεωµετρία της 
εκτίµησης δίνεται από το GDOP (Geometric Dilution of Precision) όπως 
φαίνονται παρακάτω: 
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        (5.8) 

Στις περιπτώσεις που οι αριθµοί DOP ξεπερνούν µια οριακή τιµή σηµαίνει ότι 
η γεωµετρία του δορυφορικού σχηµατισµού δεν είναι καλή. Για παράδειγµα, 
στα περισσότερα εµπορικά λογισµικά επεξεργασίας µετρήσεων GPS 
θεωρείται ως  µέση τιµή για τα HDOP και VDOP περίπου 2 για τον καλύτερο 
σχηµατισµό τεσσάρων δορυφόρων.  

Ο αριθµός GDOP µπορεί να ερµηνευθεί ως το αντίστροφο του όγκου ενός 
τετραέδρου που σχηµατίζεται από τέσσερις δορυφόρους και τη θέση του 
δέκτη. Εποµένως, η καλύτερη γεωµετρία για την περίπτωση του απόλυτου 
εντοπισµού είναι όταν ο όγκος είναι µέγιστος και άρα η τιµή του GDOP είναι 
ελάχιστη. Το σχήµα 5.12  δείχνει αντίστοιχα την περίπτωση κακής (αριστερά) 
και καλής  γεωµετρίας (δεξιά) .  
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Σχήµα 5.12   Η γεωµετρία του δορυφορικού σχηµατισµού στις περιπτώσεις κακής και καλής 

γεωµετρίας 

  
Τα παρακάτω σχόλια µπορούν να γίνουν σχετικά µε τους αριθµούς DOP: 

• Όσο µικρότερη είναι η τιµή του DOP  τόσο µεγαλύτερη είναι η 
ακρίβεια των εκτιµώµενων  συντεταγµένων του δέκτη, δηλαδή του 
προσδιορισµού θέσης. 

• Η τιµή του DOP έχει συνήθως τιµή µεγαλύτερη της µονάδας,  όταν 
όµως υπάρχει πλέονασµα παρατηρήσεων (για παράδειγµα όταν οι 
δορυφόροι είναι >8) το DOP µπορεί να είναι µικρότερο της µονάδας.   

• Οι αριθµοί DOP µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την προεπιλογή των 
δορυφόρων που θα παρατηρηθούν.  

• Υψηλή τιµή του DOP (>10) συνήθως δηλώνει την περίπτωση όπου ο 
προσδιορισµός θέσης δεν είναι πάντα αξιόπιστος.  

• Οι τιµές των DOP µεταβάλλονται µε το χρόνο κατά τη διάρκεια της 
ηµέρας και µε την γεωγραφική θέση του σηµείου παρατήρησης. Όµως 
η γεωµετρική διάταξη των δορυφόρων επαναλαµβάνεται ακριβώς η 
ίδια (µε διαφορά περίπου 4 λεπτών νωρίτερα κάθε ηµέρα) και έτσι το 
DOP µιας θέσης είναι εύκολα προβλέψιµο.  

• Το DOP µεταβάλλεται µε τον αριθµό των δορυφόρων καθώς και µε τις 
παραµέτρους που σχετίζονται µε αυτούς, όπως την γωνία ανύψωσης, 
τον αριθµό των δορυφόρων που περιλαµβάνονται στη τελική λύση κλπ. 

• Τα DOP µπορούν να υπολογισθούν χωρίς τη χρήση µετρήσεων παρά 
µόνο µε τις θέσεις των δορυφόρων από τις εκπεµπόµενες εφηµερίδες 
και από την προσεγγιστική τιµή της θέσης του δέκτη.  

• Οι αριθµοί DOP έχουν περιορισµένη χρήση στις τεχνικές µέτρησης 
σχετικού εντοπισµού αλλά είναι δυνατό να φανούν χρήσιµοι σε µερικές 
εφαρµογές του σχεδιασµού των µετρήσεων  GPS καθώς και στον 
κινηµατικό εντοπισµό.   
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5.6  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

1. Να αναφερθεί η αρχή λειτουργίας του δορυφορικού συστήµατος GPS. Για 
τον προσδιορισµό της τρισδιάστατης θέσης µε χρήση ενός δέκτη GPS πόσες 
τουλάχιστον ταυτόχρονες µετρήσεις απόστασης από αντίστοιχους  
δορυφόρους απαιτούνται και γιατί; 

2. Ποιες οι πηγές σφαλµάτων στις µετρήσεις µε το σύστηµα GPS. Ποιοι οι 
βασικοί παράγοντες που επηρεάζουν την ακρίβεια εντοπισµού θέσης µε το 
σύστηµα GPS.  

3. Τι είναι η µέτρηση της ψευδοαπόστασης;  Πότε η ψευδοαπόσταση θα ήταν 
ίση µε την γεωµετρική (πραγµατική)  απόσταση µεταξύ δορυφόρου-δέκτη; 

4.  Ποια είναι η σηµασία του παράγοντα DOP στον απόλυτο εντοπισµό θέσης 
µε το σύστηµα GPS;  
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6. ΒΑΣΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΥΚΝΩΣΗΣ ∆ΙΚΤΥΩΝ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟΥ 
ΕΛΕΓΧΟΥ 

 

6.1 ΓΕΝΙΚΑ  

Σε αυτό κεφάλαιο παρατίθεται αρχικά µια συνοπτική παρουσίαση στον 
τριγωνισµό και στα γεωδαιτικά δίκτυα οριζοντίου ελέγχου. Ο βασικός κορµός του 
κεφαλαίου αναφέρεται σε µεθοδολογίες ένταξης της θέσης σηµείων σε γεωδαιτικά 
δίκτυα οριζοντίου ελέγχου και πραγµατεύεται τις βασικές µεθόδους πύκνωσης 
τους. Ειδικότερα, παρουσιάζονται η µέθοδος της εµπροσθοτοµίας και της 
οπισθοτοµίας, καθώς και ειδικότερες τεχνικές πύκνωσης, όπως η µέθοδος Hansen 
και ο καταβιβασµός σηµείου. 

 

6.2 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟ ∆ΙΚΤΥΟ - ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ  

Όπως αναφέρθηκε, οι περισσότερες τοπογραφικές εργασίες γίνονται σε ενιαίο 
σύστηµα αναφοράς ώστε να είναι δυνατός ο καθορισµός της σχετικής θέσης της 
περιοχής µελέτης µε άλλες τοπογραφικές εργασίες στην ίδια ή σε κάποια άλλη 
περιοχή. Στην περίπτωση τοπογραφικών εργασιών οριζοντιογραφίας, ένα τέτοιο 
σύστηµα αναφοράς υλοποιείται από ένα πλήθος σηµείων γνωστών 
(υπολογισµένων από µετρήσεις) συντεταγµένων, τα οποία συνιστούν ένα δίκτυο 
σταθερών σηµείων στην επιφάνεια της γης.  Τα δίκτυα αυτά ιδρύονται σε κρατικό 
επίπεδο και είναι γνωστά ως τριγωνοµετρικά δίκτυα και υλοποιούν το κρατικό 
σύστηµα αναφοράς.  Τα σηµεία (κορυφές του δικτύου) από τα οποία υλοποιείται 
ένα τριγωνοµετρικό δίκτυο ονοµάζονται τριγωνοµετρικά σηµεία, ενώ η διαδικασία 
ίδρυσής τους (εγκατάσταση, µέτρηση και υπολογισµός του δικτύου) είναι γνωστή 
ως τριγωνισµός (triangulation). Οι θέσεις των κορυφών ενός τριγωνοµετρικού 
δικτύου συνήθως εκφράζονται µέσω των προβολικών τους συντεταγµένων (x, y), 
ενώ είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν οι ελλειψοειδείς συντεταγµένες (φ, λ) και 
τρισδιάστατες καρτεσιανές συντεταγµένες (Χ, Υ, Ζ).  Στο σχήµα 6.1 φαίνεται το 
τριγωνοµετρικό δίκτυο Ι′ τάξης της Ελλάδας που ιδρύθηκε και συντηρείται από 
την Γεωγραφική Υπηρεσία Στρατού (ΓΥΣ).   

Ο όρος τριγωνισµός προέρχεται από την διαδικασία ίδρυσης των τριγωνοµετρικών 
δικτύων µε τον κλασσικό τρόπο και έχει ιστορική σηµασία. Μέχρι τα µέσα της 
δεκαετίας του 1970, η διαδικασία ίδρυσης ενός τριγωνοµετρικού δικτύου 
στηρίζονταν στην µέτρηση των γωνιών και περιορισµένου αριθµού αποστάσεων 
του  πλέγµατος τριγώνων που συνιστούν το δίκτυο µε την µεθοδολογία που 
παρουσιάζεται στο σχήµα 6.2. Με την εξέλιξη των ηλεκτροµαγνητικών οργάνων 
µέτρησης αποστάσεων (EDM), η µέτρηση των τριγωνοµετρικών δικτύων 
συµπεριέλαβε µεγαλύτερο αριθµό πλευροµετρήσεων µε αποτέλεσµα το µέγεθος 
(κλίµακα) του δικτύου να προσδιορίζεται µε µεγαλύτερη ακρίβεια και αξιοπιστία.  
Στην περίπτωση που σε ένα τριγωνοµετρικό δίκτυο µετρηθούν µόνο οι πλευρές 
του, το δίκτυο ονοµάζεται τριπλευρικό δίκτυο. Ωστόσο, στην πράξη, ο προσεκτικός 
συνδυασµός γωνιοµετρήσεων και πλευροµετρήσεων σε ένα δίκτυο αποτελεί µια 
πιο καλή επιλογή. Σήµερα, η ίδρυση ενός τριγωνοµετρικού δικτύου είναι 
προτιµότερο να γίνεται µε µεθόδους δορυφορικής γεωδαισίας. Μια τέτοια 
επιλογή, µεταξύ άλλων προσφέρει ευελιξία στην επιλογή της θέσης των κορυφών 
του δικτύου δεδοµένου ότι δεν απαιτείται αµοιβαία ορατότητα µεταξύ τους και 
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παρέχει συνολικά µεγαλύτερη ακρίβεια, ιδιαίτερα κατά τον υπολογισµό της 
κλίµακας του δικτύου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 6.1  Το πρωτεύον τριγωνοµετρικό δίκτυο της Ελλάδας [8] 

 

Στο σηµείο αυτό επισηµαίνεται ότι, τα τριγωνοµετρικά δίκτυα µε την κλασσική 
έννοια του όρου, αποτελούν µια κατηγορία γεωδαιτικών δικτύων οριζοντίου 
ελέγχου που χρησιµοποιούνται κυρίως για τοπογραφικές εργασίες αποτυπώσεων 
και χαράξεων σε τµήµατα της φυσικής γήινης επιφάνειας και σε εγκαταστάσεις 
που βρίσκονται σε αυτή για διάφορους σκοπούς. Γεωδαιτικά δίκτυα οριζοντίου 
ελέγχου µπορεί να καλύπτουν µικρές εκτάσεις για την εξυπηρέτηση των αναγκών 
κατασκευής ή παρακολούθησης της δυναµικής συµπεριφοράς ενός τεχνικού έργου 
ή για άλλους λόγους (σχ. 6.3). Ανάλογα µε την περίπτωση (µέγεθος του δικτύου, 
επιδιωκόµενες ακρίβειες, συνθήκες ορατότητας µεταξύ των κορυφών του ή προς 
τον δορυφορικό σχηµατισµό, κ.ά.) είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν 
δορυφορικές, συµβατικές µέθοδοι ή/και συνδυασµός τους. 
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Σχήµα 6.2  ∆ιαδικασία µέτρησης τριγωνοµετρικών δικτύων µε τη βοήθεια κυρίως 
γωνιοµετρήσεων.  Σε αυτή την περίπτωση η κλίµακα του δικτύου προκύπτει από την µέτρηση 
βάσεων µικρού µήκους σε χαρακτηριστικές θέσεις του δικτύου.  Στο παράδειγµα του σχήµατος η 
µέτρηση του δικτύου ξεκινάει µετρώντας και προσανατολίζοντας την βάση µικρού µήκους που 
φαίνεται κάτω αριστερά.  Κάθε νέα κορυφή του δικτύου προκύπτει µε µετρήσεις γωνιών από τα 
γνωστά (υπολογισµένα) προς τα νέα σηµεία.  Η ορθότητα της διαδικασίας επαληθεύεται 
µετρώντας το µήκος της βάσης κάτω δεξιά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.3  Γεωδαιτικό δίκτυο οριζοντίου ελέγχου για τον υπολογισµό µετακινήσεων τεχνικών 
έργων.  Τα σηµεία αναφοράς (τρίγωνα) εγκαθίστανται σε σταθερό έδαφος και τα σηµεία ελέγχου 
(κύκλοι) στην κατασκευή.  Στόχος της διαδικασίας αποτελεί ο υπολογισµός της δυναµικής 
συµπεριφοράς της κατασκευής στα σηµεία ελέγχου µέσω της µέτρησης και επίλυσης του δικτύου 
σε διαφορετικές χρονικές στιγµές. 

 

6.3 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΥΚΝΩΣΗΣ ΓΕΩ∆ΑΙΤΙΚΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟΥ 
ΕΛΕΓΧΟΥ 

Η ένταξη µιας τοπογραφικής εργασίας σε κάποιο σύστηµα αναφοράς ισοδυναµεί 
µε τον υπολογισµό των συντεταγµένων των χαρακτηριστικών σηµείων που 
περιλαµβάνει σε αυτό το σύστηµα αναφοράς. Με αυτή την έννοια, µε τον όρο 
εξάρτηση µιας τοπογραφικής εργασίας από το τριγωνοµετρικό δίκτυο µιας 
περιοχής εννοείται η ένταξη της στο σύστηµα αναφοράς στο οποίο είναι 
προσδιορισµένες οι θέσεις των τριγωνοµετρικών σηµείων που χρησιµοποιούνται 
για αυτό το σκοπό. Στις περισσότερες περιπτώσεις, τα σηµεία του 
τριγωνοµετρικού δικτύου µιας περιοχής δεν επαρκούν για την εκπόνηση µιας 
τοπογραφικής εργασίας, είτε επειδή είναι εκτός της περιοχής µελέτης, είτε επειδή 
βρίσκονται σε µεγάλες αποστάσεις µεταξύ τους. Έτσι δηµιουργείται η ανάγκη 
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ίδρυσης νέων σηµείων στην περιοχή που πρόκειται να εκτελεστεί µια 
τοπογραφική εργασία µε εξάρτηση από το τριγωνοµετρικό δίκτυο της περιοχής. Η 
διαδικασία προσδιορισµού της θέσης νέων σηµείων µε µετρήσεις από/προς 
γνωστά τριγωνοµετρικά σηµεία είναι γνωστή ως πύκνωση του τριγωνοµετρικού 
δικτύου. 

Ανάλογα µε τις ιδιαίτερες συνθήκες / απαιτήσεις µιας τοπογραφικής εργασίας η 
πύκνωση του τριγωνοµετρικού δικτύου µπορεί να γίνει µε διάφορους τρόπους. Ο 
απλούστερος τρόπος ένταξης ενός νέου σηµείου στο τριγωνοµετρικό δίκτυο 
απαιτεί τη µέτρηση των πολικών του συντεταγµένων (οριζόντια γωνία και 
απόσταση) από ένα γνωστό σηµείο µε αφετηρία πολικό άξονα που διέρχεται από 
δεύτερο γνωστό σηµείο. Σε αυτή την περίπτωση ο προσδιορισµός του νέου 
σηµείου γίνεται µονοσήµαντα (µετρήσεις από ένα γνωστό σηµείο) µε αποτέλεσµα 
η ανίχνευση τυχόν χονδροειδών σφαλµάτων στις µετρήσεις να είναι αδύνατη.  
Κατά συνέπεια, η εφαρµογή της µεθόδου θα πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη 
επιµέλεια και εφόσον το επιτρέπουν οι προδιαγραφές του έργου.  Στην πράξη, η 
πύκνωση του τριγωνοµετρικού δικτύου γίνεται συνήθως µε την µέθοδο της 
εµπροσθοτοµίας ή της οπισθοτοµίας. Η πρώτη µέθοδος απαιτεί την λήψη 
µετρήσεων οριζοντίων γωνιών ή/και αποστάσεων από γνωστά σηµεία προς το νέο 
σηµείο, ενώ η δεύτερη την λήψη µετρήσεων οριζοντίων γωνιών ή/και αποστάσεων 
από το νέο σηµείο προς γνωστά σηµεία της περιοχής. Οι µέθοδοι της 
εµπροσθοτοµίας και της οπισθοτοµίας είναι γνωστές στη βιβλιογραφία ως τοµές 
και θα εξετασθούν στη συνέχεια µε λεπτοµέρεια. Επίσης, µια ειδική κατηγορία 
τεχνικών πύκνωσης του τριγωνοµετρικού δικτύου αφορά στην περίπτωση 
καταβιβασµού (µεταφοράς) προσιτού ή απρόσιτου τριγωνοµετρικού σηµείου που 
δεν βρίσκεται στο έδαφος (συνήθως είναι εγκατεστηµένα σε υψηλές κατασκευές, 
κτήρια, κ.α.) και απαιτείται η µεταφορά του σε αυτό προκειµένου να 
χρησιµοποιηθεί στο πλαίσιο µιας τοπογραφικής εργασίας. Η µέθοδος είναι 
γνωστή ως καταβιβασµός τριγωνοµετρικού σηµείου και θα εξετασθεί στη 
συνέχεια. Τέλος, πύκνωση του τριγωνοµετρικού δικτύου µπορεί να γίνει µε 
επέκταση του ίδιου του δικτύου ή µε εφαρµογή της µεθόδου πολυγωνοµετρίας.  
Ωστόσο, αυτές οι περιπτώσεις αποτελούν αυτοτελείς τοπογραφικές διαδικασίες 
και δεν εξετάζονται σε αυτή την ενότητα. 

 

6.4 ΕΜΠΡΟΣΘΟΤΟΜΙΑ 

6.4.1 Γενικά 

Με τη µέθοδο της εµπροσθοτοµίας επιτυγχάνεται ο προσδιορισµός της θέσης ενός 
σηµείου Μ (xΜ, yΜ) µε τη βοήθεια µετρήσεων από δύο σηµεία γνωστών 
συντεταγµένων Α (xΑ, yΑ) και Β (xΒ, yΒ). Ανάλογα µε το είδος των µετρήσεων το 
πρόβληµα διακρίνεται σε δύο περιπτώσεις. Αν έχουν µετρηθεί οι οριζόντιες γωνίες 
α και β το πρόβληµα ονοµάζεται γωνιακή εµπροσθοτοµία ή απλά εµπροσθοτοµία 
(σχ. 6.4).  Αντίστοιχα, όταν είναι γνωστές οι αποστάσεις DΑΜ και DΒΜ το πρόβληµα 
ονοµάζεται πλευρική εµπροσθοτοµία (σχ. 6.5). Όπως είναι φανερό, η µέθοδος της 
πλευρικής εµπροσθοτοµίας βρίσκει ιδιαίτερη εφαρµογή στην περίπτωση µη 
αµοιβαία ορατών σηµείων Α και Β όπου η µέθοδος της γωνιακής εµπροσθοτοµίας 
είναι αδύνατη. Τέλος, επισηµαίνεται ότι, η εφαρµογή της µεθόδου για την 
πύκνωση του τριγωνοµετρικού δικτύου προϋποθέτει ότι οι αποστάσεις DΑΜ και 
DΒΜ αναφέρονται στο προβολικό επίπεδο (επίπεδο χαρτογραφικής απεικόνισης). 
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6.4.2 Απλή Εµπροσθοτοµία 

6.4.2α Μεθοδολογία επίλυσης µε γωνιοµετρήσεις 

Ο υπολογισµός του προβλήµατος της εµπροσθοτοµίας µπορεί να γίνει µε δύο 
τρόπους – είτε µε επίλυση του τριγώνου ΑΒΜ, είτε µε προσδιορισµό της τοµής των 
ευθειών εµπροσθοσκόπευσης. Για κάθε µία από τις δύο περιπτώσεις η διαδικασία 
υπολογισµού είναι η εξής: 

• Υπολογισµός µε επίλυση του τριγώνου ΑΒΜ 

Οι συντεταγµένες του σηµείου Μ υπολογίζονται µε τη βοήθεια θεµελιωδών 
προβληµάτων ξεχωριστά από τα σηµεία Α και Β και στη συνέχεια λαµβάνεται ο 
µέσος όρος τους (σχ. 6.4). Σταδιακά υπολογίζονται η οριζόντια απόσταση DΑΒ και 
η γωνία διεύθυνσης αΑΒ µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου προβλήµατος και του 2ου 
θεµελιώδους προβλήµατος στις συντεταγµένες των σηµείων Α και Β.  Στη συνέχεια 
υπολογίζονται οι οριζόντιες αποστάσεις DΑΜ και DΒΜ µε εφαρµογή του νόµου των 
ηµιτόνων 

( ) ( )βαsin

sinα
DD         ,

βαsin

sinβ
DD ABΒMABAM +

⋅=
+

⋅=                       (6.1) 

Οι γωνίες διεύθυνσης αΑΜ και αΒΜ για την γεωµετρία του σχήµατος 6.4 
υπολογίζονται από τις σχέσεις 

 βαα   ,α αα ΒΑΒΜΑΒΑΜ +=−=                      (6.2) 

Με βάση τα υπολογισµένα µήκη DΑΜ, DΒΜ και τις γωνίες διεύθυνσης αΑΜ, αΒΜ 
προκύπτουν οι συντεταγµένες του σηµείου Μ µε εφαρµογή του 1ου θεµελιώδους 
προβλήµατος από τα σηµεία Α και Β. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 6.4 Απλή εµπροσθοτοµία 

 

AMBMBMAMBMBM

AMAMAMAMAMAM

cosα Dyy     , sinα Dxx

cosα Dyy    , sinα Dxx

(B)(B)

(A)(A)

⋅+=⋅+=

⋅+=⋅+=
             (6.3) 

 Τέλος, οι συντεταγµένες του σηµείου Μ υπολογίζονται από τις σχέσεις: 
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2

yy
y  ,  

2

xx
x

(B)(A)(B)(A) MM
M

MM
M

+
=

+
=                               (6.4) 

Επισηµαίνεται ότι, ο έλεγχος της συµφωνίας της λύσης από τα σηµεία Α και Β 
αφορά αποκλειστικά στον έλεγχο των υπολογισµών και δεν αποτελεί ένδειξη της 
ορθότητας των συντεταγµένων του σηµείου Μ (π.χ. αν ληφθεί αντί γωνίας β η 
γωνία β', τότε θα προκύπτει άλλο τρίγωνο µε σηµείο τοµής Μ' αντί Μ). 

• Υπολογισµός ως τοµή των ευθειών εµπροσθοσκόπευσης (ΑΜ και ΒΜ) 

Τα βήµατα υπολογισµού των οριζόντιων αποστάσεων DΑΜ, DΒΜ και των γωνιών 
διεύθυνσης αΑΜ, αΒΜ είναι όµοια µε την προηγούµενη περίπτωση (σχέσεις 6.1 και 
6.2). Με βάση αυτά τα στοιχεία µορφώνονται οι εξισώσεις των ευθειών ΑΜ και 
ΒΜ ως εξής: 

BM

BM
ΒM2

AM

AM
AM1

yy

xx
tanα   λ,  

yy

xx
tanαλ

−
−

==
−
−

==                             (6.5) 

Οι συντεταγµένες του σηµείου Μ προκύπτουν µε επίλυση του συστήµατος 
εξισώσεων (6.5) από το σηµείο Α και Β ξεχωριστά και υπολογισµό του µέσου όρου 
για κάθε συνιστώσα. 

 

6.4.2β Μεθοδολογία επίλυσης µε πλευροµετρήσεις  

Η περίπτωση της πλευρικής εµπροσθοτοµίας προϋποθέτει ότι είναι γνωστές οι 
αποστάσεις DΑΜ και DΒΜ (σχ. 6.5). Ανάλογα µε το µέγεθος της απόστασης µεταξύ 
των υπόψη σηµείων, οι DΑΜ και DΒΜ προκύπτουν µε την εφαρµογή των 
κατάλληλων αναγωγών και διορθώσεων στις πρωτογενώς µετρηµένες κεκλιµένες 
αποστάσεις SΑΜ και SΒΜ και την επιβολή της κατάλληλης κλίµακας παραµόρφωσης 
λόγω χαρτογραφικής απεικόνισης (ενότητα 3.5.6γ). 

• Υπολογισµός µε επίλυση του τριγώνου ΑΒΜ 

Αρχικά υπολογίζεται η απόσταση DΑΒ µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου 
προβλήµατος στις συντεταγµένες των γνωστών σηµείων Α και Β: 

( ) ( )2AB
2

AB
2
AB yyxxD −+−=                                                     (6.6) 

Στη συνέχεια µε βάση τον νόµο των συνηµίτονων υπολογίζονται οι οριζόντιες 
γωνίες α και β ως εξής 

BMAB

2
AM

2
BM

2
AB

AMAB

2
BM

2
AM

2
AB

DD2

DDD
cosβ  ,  

DD2

DDD
cosα

⋅⋅
−+

=
⋅⋅

−+
=                         (6.7) 

Τέλος, µε υπολογισµένες τις γωνίες α και β το πρόβληµα ανάγεται στην περίπτωση 
γωνιακής εµπροσθοτοµίας και επιλύεται κατά τα γνωστά. 
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Σχήµα 6.5  Πλευρική εµπροσθοτοµία 
 

• Υπολογισµός ως τοµή κύκλων 

Πρόκειται για γεωµετρική επίλυση του προβλήµατος, όπου το νέο σηµείο Μ 
προκύπτει ως η τοµή δύο περιφερειών κύκλου µε κέντρα τα γνωστά σηµεία Α και 
Β και ακτίνες ίσες προς DΑΜ και DΒΜ (σχ. 6.6). Ωστόσο, δεδοµένου ότι από τη 
γεωµετρία του προβλήµατος προκύπτουν δύο λύσεις (δύο σηµεία τοµής) θα πρέπει 
να σηµειώνεται σε σκαρίφηµα η σχετική θέση του σηµείου Μ ως προς τα Α και Β 
ώστε να επιλέγεται ποια από τις δύο λύσεις είναι αποδεκτή. Ο υπολογισµός των 
συντεταγµένων του σηµείου Μ προκύπτει µε επίλυση του συστήµατος εξισώσεων 

( ) ( )
( ) ( )2BM

2
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2
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2
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2
AM

2
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yyxxD

yyxxD

−+−=

−+−=
                                             (6.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.6  Επίλυση εµπροσθοτοµίας µε τοµή κύκλων 

 

6.4.3 Ακρίβεια Εµπροσθοτοµίας 

6.4.3α Εκτίµηση ακρίβειας εµπροσθοτοµίας 

Η ακρίβεια προσδιορισµού ενός σηµείου µε την µέθοδο της απλής 
εµπροσθοτοµίας εξαρτάται κατά κύριο λόγο από την ακρίβεια των µετρηµένων 
µεγεθών και από τη γεωµετρία του τριγώνου που σχηµατίζεται. Η ακρίβεια των 
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µετρήσεων (γωνίες ή µήκη) καθορίζεται από τα τεχνικά χαρακτηριστικά των 
οργάνων, την επίδραση των ατµοσφαιρικών συνθηκών (ιδιαίτερα όταν µετρούνται 
αποστάσεις µεγάλου µήκους) και την ακολουθούµενη διαδικασία µέτρησης.  
Επίσης, η µορφή του τριγώνου που σχηµατίζεται από τα γνωστά µε το άγνωστο 
σηµείο µπορεί να επηρεάσει ουσιαστικά την ακρίβεια της µεθόδου. Όπως 
φαίνεται στο σχήµα 6.7, για δεδοµένη ακρίβεια µέτρησης των γωνιών α και β ίση 

προς ±σθ, η ακρίβεια εντοπισµού του σηµείου Μ εξαρτάται από το σχήµα του 
τριγώνου ΑΒΜ. 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Σχήµα 6.7  Επίδραση της µορφής του τριγώνου στην ακρίβεια της εµπροσθοτοµίας 
 

Έτσι, λοιπόν η αβεβαιότητα προσδιορισµού του σηµείου Μ είναι µικρότερη σε 
διευθύνσεις κάθετες προς τις ΑΜ και ΒΜ και µεγαλύτερη σε διευθύνσεις περίπου 
παράλληλες µε τις ΑΜ και ΒΜ. Επίσης, αποδεικνύεται ότι όταν το σχήµα του 
τριγώνου πλησιάζει το ορθογώνιο - ισοσκελές ή το ισόπλευρο τότε, η ακρίβεια 
προσδιορισµού της θέσης του σηµείου Μ είναι παρόµοια σε όλες τις διευθύνσεις 
και µικρότερη σε σχέση µε κάθε άλλη µορφή τριγώνου. Για δεδοµένη ακρίβεια 
στις µετρήσεις και δεδοµένη γεωµετρία τριγώνου είναι δυνατόν να προεκτιµηθεί η 
αβεβαιότητα στον προσδιορισµό του σηµείου Μ µε εφαρµογή του νόµου 
µετάδοσης των µεταβλητοτήτων στις σχέσεις που επιλύουν το πρόβληµα της 
εµπροσθοτοµίας (βλ. Ενότητα 6.4.2). Συνεπώς, ανάλογα µε τις απαιτήσεις κάθε 
εφαρµογής θα πρέπει να αποφασίζεται κατά πόσον είναι χρήσιµο να υπολογίζεται 
εκ των προτέρων ή όχι η αναµενόµενη ακρίβεια στον προσδιορισµό της θέσης του 
σηµείου Μ. 

 

6.4.3β ∆ιπλή εµπροσθοτοµία 

Όταν επιδιώκεται υψηλή ακρίβεια στον προσδιορισµό της θέσης ενός σηµείου µε 
τη µέθοδο της εµπροσθοτοµίας, τότε ενδείκνυται να λαµβάνονται µετρήσεις από 
τρία γνωστά σηµεία Α, Β, Γ όπως φαίνεται στο σχήµα 6.8. Ο συνδυασµός δύο 
απλών εµπροσθοτοµιών µε αυτό τον τρόπο ονοµάζεται διπλή εµπροσθοτοµία. Ο 
προσδιορισµός του άγνωστου σηµείου Μ γίνεται ανεξάρτητα από τα ζεύγη των 
σηµείων (Α, Β) και (Β, Γ) οπότε µπορεί να ελεγχθεί η ορθότητα της θέσης του 
ζητούµενου σηµείου. Οι τελικές συντεταγµένες  του σηµείου Μ υπολογίζονται  ως 
ο µέσος όρος των συντεταγµένων που προκύπτει από τις δύο εµπροσθοτοµίες.   
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Σχήµα 6.8  ∆ιπλή εµπροσθοτοµία 
 

Προκειµένου να εξασφαλίζεται η αποτελεσµατική εφαρµογή της µεθόδου 
ενδείκνυται: 

• το σχήµα των τριγώνων ΑΒΜ και ΒΓΜ να τείνει στο ισοσκελές - ισόπλευρο 
τρίγωνο, 

• να υπολογίζονται οι τιµές των αΒΜ και DΒΜ όπως προκύπτουν από τις δύο 
εµπροσθοτοµίες και να ελέγχονται οι διαφορές τους, 

• να συνορθώνονται οι µετρηµένες γωνίες βάσει της συνθήκης  

1
sinγ sinµ D

sinµ sinα D

1ΒΓ

2AB =
⋅⋅

⋅⋅
                                                              (6.9) 

όπου οι γωνίες µ1 και µ2 εξάγονται υπολογιστικά από τρίγωνα ΑΒΜ και ΒΓΜ. 

 

6.4.4  Άλλες Μορφές Εµπροσθοτοµίας 

Ανάλογα µε τις ιδιαιτερότητες κάθε προβλήµατος είναι δυνατόν να υπάρχουν 
περιορισµοί στη λήψη των αναγκαίων µετρήσεων για την εφαρµογή της µεθόδου.  
Σε αυτές τις περιπτώσεις είναι δυνατόν να εφαρµοσθούν παραλλαγές της απλής 
εµπροσθοτοµίας όπως φαίνεται στα επόµενα. 

 

6.4.4α Περίπτωση απρόσιτου τριγωνοµετρικού σηµείου (πλαγιοτοµία) 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 6.9, όταν ένα από τα δύο σηµεία γνωστών 
συντεταγµένων είναι απρόσιτο (σηµείο Α), τότε είναι δυνατόν να µετρηθεί η γωνία 
µ, οπότε η γωνία α προκύπτει υπολογιστικά ως α = 200grad – (β + µ). Με αυτό τον 
τρόπο το πρόβληµα ανάγεται σε πρόβληµα απλής εµπροσθοτοµίας. Αυτή η µορφή 
εµπροσθοτοµίας είναι γνωστή ως πλαγιοτοµία. 
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Σχήµα 6.9 Πλαγιοτοµία 

 

6.4.4β Περίπτωση µη αµοιβαία ορατών τριγωνοµετρικών σηµείων  

Στην περίπτωση που τα σηµεία Α και Β δεν είναι αµοιβαία ορατά και δεν είναι 
δυνατή η µέτρηση των αποστάσεων DΑΜ και DΒΜ, τότε είναι δυνατός ο 
υπολογισµός του σηµείου Μ µε εµπροσθοτοµία αρκεί να υπάρχει ένα 
τριγωνοµετρικό σηµείο στην περιοχή ορατό από τα Α και Β ή δύο τριγωνοµετρικά 
σηµεία στην περιοχή ορατά από τα Α και Β αντίστοιχα. Όπως προκύπτει από το 
σχήµα 6.10, για την αντιµετώπιση του προβλήµατος µετρώνται οι βοηθητικές 
γωνίες α' και β' βάσει των οποίων υπολογίζονται οι γωνίες α και β από τις σχέσεις: 

)α(200)β(αα)β(αααβ

)α(ααααα

AB
grad

Β∆ΒΑΒ∆ΒΑΒΜ

ΑΓΑΒΑΜΑΒ

−−′−=−′−=−=

′+−=−=
      (6.10) 

οπότε, το πρόβληµα µεταπίπτει σε περίπτωση απλής εµπροσθοτοµίας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Σχήµα 6.10  Γενική εµπροσθοτοµία 
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6.4.4γ Τρισδιάστατη εµπροσθοτοµία 

Αρκετές φορές είναι αναγκαίο ο προσδιορισµός της θέσης ενός σηµείου µε 
εµπροσθοτοµία να γίνεται στις τρεις διαστάσεις. Σε αυτή την περίπτωση 
απαιτείται κατά τις εργασίες πεδίου να ληφθούν οι εξής µετρήσεις (βλ. σχ. 6.11): 

� οι οριζόντιες γωνίες α και β ή/και τα µετρηµένα µήκη SΑΜ και SΒΜ, 

� οι ζενίθιες γωνίες zΑΜ και zΒΜ, 

� τα ύψη οργάνου στα σηµεία Α και Β, ΥΟΑ και ΥΟΒ, 

� το ύψος σκόπευσης ΥΣΜ στο σηµείο Μ (σε αρκετές περιπτώσεις όπου η 
σκόπευση γίνεται απευθείας στο σηµείο Μ, τότε ΥΣΜ=0). 

Ο εντοπισµός  του σηµείου Μ σε οριζοντιογραφία γίνεται µε τη µεθοδολογία που 
αναπτύχθηκε στην ενότητα 6.4.2. Ο υψοµετρικός προσδιορισµός του σηµείου Μ 
προκύπτει µε την µέθοδο της τριγωνοµετρικής υψοµετρίας. Για την εφαρµογή της 
µεθόδου απαιτείται η αναγωγή των κεκλιµένων µηκών στα αντίστοιχα οριζόντια, 
που για µικρές αποστάσεις είναι: 

BMBMBMAMAMAM sinzSD  ,  sinzSD ⋅=⋅=                            (6.11) 

το υψόµετρο του σηµείου Μ από τα σηµεία Α και Β είναι: 

ΜΒBMΒMΒM

ΜAAMAMAM

YΣYOcotzDHH

YΣYOcotzDHH

Β

A

−+⋅+=

−+⋅+=
                            (6.12) 

Τέλος, το υψόµετρο του σηµείου Μ, ΗΜ υπολογίζεται ως ο µέσος όρος των ΗΜΑ και 
ΗΜΒ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 6.11  Τρισδιάστατη εµπροσθοτοµία 

 

6.4.5 Ευρύτερο Πεδίο Εφαρµογών Εµπροσθοτοµίας 

Σε αυτές τις σηµειώσεις η µέθοδος της εµπροσθοτοµίας εισάγεται ως µία από τις 
κύριες µεθόδους πύκνωσης του τριγωνοµετρικού δικτύου στο πλαίσιο 
τοπογραφικών εργασιών. Ωστόσο, στην πράξη, η ευρεία διάδοση των συστηµάτων 
δορυφορικού εντοπισµού έχει περιορίσει σε µεγάλο βαθµό την χρήση της µεθόδου 
σε τέτοιου είδους εφαρµογές. Παρά ταύτα, η εµπροσθοτοµία αποτελεί θεµελιώδη 
µέθοδο εντοπισµού στη γεωδαισία. Παρέχει µε ευκολία και υψηλή ακρίβεια την 
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θέση προσιτών ή απρόσιτων σηµείων, και ως εκ τούτου, χρησιµοποιείται σε 
µεγάλο πεδίο εφαρµογών. 

Η αποτύπωση κτηριακών εγκαταστάσεων και µνηµείων αποτελεί χαρακτηριστικό 
παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί είτε αυτόνοµα 
για την αποτύπωση χαρακτηριστικών σηµείων και σηµείων λεπτοµερειών µε βάση 
τα οποία προκύπτουν σχέδια όψεων και διατοµών, είτε ως µέρος 
φωτογραµµετρικής αποτύπωσης για τον υπολογισµό φωτοσταθερών σηµείων. Σε 
αυτή την κατηγορία εφαρµογών χρησιµοποιείται συνήθως η µέθοδος της 
τρισδιάστατης εµπροσθοτοµίας όπως παρουσιάστηκε στην Ενότητα 6.4.4γ.  
Σηµειώνεται ότι, η εφαρµογή της µεθόδου παρέχει την θέση των σηµείων 
ενδιαφέροντος σε τοποκεντρικό σύστηµα αναφοράς. Με κατάλληλους 
µετασχηµατισµούς είναι δυνατός ο υπολογισµός της θέσης των σηµείων 
αποτύπωσης σε σύστηµα αναφοράς προσαρµοσµένο µε την όψη ή διατοµή του 
κτηρίου (µήκος, ύψος, βάθος). 

Μια άλλη κατηγορία εφαρµογών της µεθόδου αφορά τον έλεγχο των γεωµετρικών 
προδιαγραφών βιοµηχανικών παραγώγων (π.χ. έλεγχος του σχήµατος και 
διαστάσεων ειδικών κατασκευών, οχηµάτων, σκαφών). Για το σκοπό αυτό 
χρησιµοποιούνται γεωδαιτικοί σταθµοί υψηλής γωνιακής απόδοσης (1cc ή 

καλύτερα) και υψηλής ακρίβειας στα µήκη (±1mm ±0.5ppm). Η αποτύπωση 
µπορεί να γίνει ταυτόχρονα από δύο ή περισσότερα όργανα µε τη βοήθεια 
εξειδικευµένου λογισµικού και τη χρήση ειδικών διατάξεων laser που χρησιµεύουν 
για την επισήµανση των σηµείων µε υψηλή ακρίβεια (εικ. 1). Σε αυτές τις 
περιπτώσεις επιδιώκεται η λήψη περισσότερων µετρήσεων από τις απολύτως 
αναγκαίες, οπότε ο προσδιορισµός των σηµείων προκύπτει από πλεονάζουσες 
παρατηρήσεις και άρα µε υψηλότερη ακρίβεια. 

Η µέθοδος της εµπροσθοτοµίας µπορεί να εφαρµοσθεί και για την 
παρακολούθηση µικροµετακινήσεων σε τεχνικά έργα, όπως φράγµατα και 
γέφυρες.  Ωστόσο, σε αυτές τις περιπτώσεις, εφόσον είναι δυνατόν συνιστάται η 
ίδρυση γεωδαιτικών δικτύων, οπότε η θέση των σηµείων ενδιαφέροντος 
προκύπτει συνολικά µε εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων και 
κατάλληλων στατιστικών ελέγχων και συνεπώς µεγαλύτερη ακρίβεια και 
αξιοπιστία.  Τέλος, αναφέρονται και άλλα πεδία εφαρµογών της µεθόδου, όπως 
χαράξεις ακριβείας τεχνικών έργων, αποτυπώσεις αρχαιολογικών ανασκαφών, 
καθώς και παραλλαγές της µεθόδου σε εφαρµογές φωτογραµµετρικού 
ενδιαφέροντος. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 6.1  Χρήση µεθόδου εµπροσθοτοµίας σε εφαρµογές βιοµηχανικής γεωδαισίας [13] 
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6.5 ΟΠΙΣΘΟΤΟΜΙΑ 

6.5.1 Γενικά – Ορισµός του Προβλήµατος 

Με τη µέθοδο της οπισθοτοµίας επιτυγχάνεται ο προσδιορισµός της θέσης ενός 
σηµείου Μ (xΜ, yΜ) µε τη βοήθεια µετρήσεων διευθύνσεων προς τρία σηµεία 
γνωστών συντεταγµένων Α (xΑ, yΑ), Β (xΒ, yΒ) και Γ (xΓ, yΓ) (σχ. 6.12 και 6.13).  H 
µέθοδος της οπισθοτοµίας είναι υποδεέστερης ακρίβειας συγκρινόµενη µε την 
µέθοδο της εµπροσθοτοµίας. Ωστόσο, είναι ταχύτερη και απλούστερη στην 
εφαρµογή της, δεδοµένου ότι αφενός προϋποθέτει τη λήψη µετρήσεων από ένα 
σηµείο και αφετέρου δεν απαιτείται µετάβαση στα άγνωστα σηµεία. Αυτά τα 
χαρακτηριστικά της µεθόδου είναι ιδιαίτερα κρίσιµα στην περίπτωση πύκνωσης 
του τριγωνοµετρικού δικτύου, όπου οι αποστάσεις µεταξύ της περιοχής εργασίας 
και των τριγωνοµετρικών σηµείων µπορεί να είναι αρκετά µεγάλες και η µετάβαση 
σε αυτά επίπονη.  Επισηµαίνεται ότι, ο προσδιορισµός της θέσης του σηµείου Μ µε 
οπισθοτοµία µπορεί να επιτευχθεί αν έχουν µετρηθεί αντί των διευθύνσεων προς 
τρία σηµεία οι αποστάσεις προς δύο γνωστά σηµεία Α και Β, οπότε το πρόβληµα 
ονοµάζεται πλευρική οπισθοτοµία. Σε αυτή την περίπτωση η επίλυση του 
προβλήµατος ταυτίζεται µε αυτή της πλευρικής εµπροσθοτοµίας. 

 

 

Σχήµα 6.12  Μέθοδος απλής οπισθοτοµίας 

 

6.5.2 Μεθοδολογία Επίλυσης Οπισθοτοµίας 

Ο υπολογισµός του προβλήµατος της οπισθοτοµίας µπορεί να επιτευχθεί είτε 
γεωµετρικά είτε αναλυτικά. Η γεωµετρική λύση του προβλήµατος φαίνεται στο 
σχήµα 6.12.  Ειδικότερα, το ζητούµενο σηµείο Μ οφείλει να βρίσκεται στην τοµή 
δύο περιφερειών κύκλου – αυτής που ορίζεται από τα σηµεία Α, Β και Μ (κύκλος 
που γράφεται µε χορδή ΑΒ και δέχεται γωνία α), και εκείνης που ορίζεται από τα 
σηµεία Β, Γ και Μ (κύκλος που γράφεται από τη χορδή ΒΓ και δέχεται γωνία β).  
Με γνώµονα τη σχετική θέση των σηµείων Α, Β, Γ και Μ η µία από τις δύο λύσεις 
(σηµεία τοµής) απορρίπτεται ως µη αποδεκτή. Για το σκοπό αυτό, κατά τη 
διάρκεια των εργασιών πεδίου θα πρέπει να σχεδιάζεται σε σκαρίφηµα η 
γεωµετρία του σηµείου στάσης (άγνωστο σηµείο) ως προς τα σηµεία παρατήρησης 
µε βάση το οποίο καθορίζεται η σωστή λύση. Επισηµαίνεται ότι, στην περίπτωση 
κατά την οποία τα γνωστά σηµεία Α, Β, Γ και το ζητούµενο σηµείο Μ βρίσκονται 
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στην ίδια περιφέρεια, τότε ο προσδιορισµός του σηµείου Μ καθίσταται αόριστος, 
οπότε το πρόβληµα δεν έχει λύση (σχ. 6.13). Αυτή η περιφέρεια ονοµάζεται 
επικίνδυνος κύκλος. Στην ενότητα 6.5.3α, δίδονται τα κριτήρια επιλογής της θέσης 
του σηµείου Μ ως προς τα γνωστά σηµεία Α, Β, Γ ούτως ώστε να περιορίζεται η 
πιθανότητα δηµιουργίας επικίνδυνου κύκλου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.13  Επικίνδυνος κύκλος 
 

Για τον αναλυτικό υπολογισµό του προβλήµατος της οπισθοτοµίας έχουν 
αναπτυχθεί αρκετές µέθοδοι οι οποίες στηρίζονται στις γεωµετρικές ιδιότητες του 
συστήµατος παρατήρησης. Εδώ παρουσιάζεται η διαδικασία υπολογισµού του 
προβλήµατος µε δύο µεθόδους. 

• Μέθοδος 1 

Στο σχήµα 6.14 έχουν µετρηθεί από το ζητούµενο σηµείο Μ οι γωνίες α και β προς 
τα γνωστά σηµεία Α, Β και Γ. Στο τετράπλευρο ΑΒΓΜ ισχύει η σχέση 

( ) θκθφφβα400ω 21
grad −=−−−−−=                             (6.13) 

Στη σχέση 6.13, η γωνία φ (= φ1 + φ2) υπολογίζεται από τις συντεταγµένες των 
γνωστών σηµείων Α, Β και Γ ως διαφορά των γωνιών διεύθυνσης αΒΓ και αΒΑ, 
οπότε η γωνία κ είναι γνωστή. Επίσης, από τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΒΓΜ µε 
εφαρµογή του νόµου των ηµιτόνων προκύπτει 

( )
sinβ

θ-κsin
DD     ,  

sinα

sinθ
DD ΒΓBMABBM ⋅=⋅=                           (6.14) 

Στη συνέχεια εξισώνοντας τα δεξιά µέλη της σχέσης 6.14 έχουµε: 
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Σχήµα 6.14  Επίλυση οπισθοτοµίας 

 

( )
G

sinαD

sinβD

sinθ

θ-κsin

ΒΓ

AB =
⋅
⋅

=                                                   (6.15) 

Συνεπώς, δεδοµένου ότι η ποσότητα G  είναι γνωστή, αναπτύσσοντας την σχέση 
6.15 προκύπτει: 

⋅
+

=⇒

⇒=−⋅⇒=
⋅−⋅

sinκ

cosκG
cotθ      

 G  cosκcotθsinκ   G  
sinθ

sinθcosκcosθsinκ

                 (6.16) 

Με αυτό τον τρόπο, από τις σχέσεις 6.13 και 6.16 υπολογίζονται οι γωνίες θ και ω, 
βάσει των οποίων προκύπτουν οι γωνίες φ1 και φ2 ως εξής: 

θα200φ    ,  ωβ200φ grad
2

grad
1 −−=−−=                              (6.17) 

Τέλος, οι συντεταγµένες του σηµείου Μ υπολογίζονται µε τη µέθοδο της 
εµπροσθοτοµίας η οποία µπορεί να εφαρµοσθεί από τα ζεύγη σηµείων (Α, Β),      
(Β, Γ) και (Α, Γ) και λαµβάνεται ο µέσος όρος. 
 

• Μέθοδος 2 

Αρχικά υπολογίζονται οι συντεταγµένες της θέσης των κέντρων των κύκλων Ο1 και 
Ο2 που διέρχονται από τα σηµεία Α, Β, Μ και Β, Γ, Μ αντίστοιχα: 

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]cotβ xxyy 0.5y 

  ,   cotβ yyxx 0.5x

cotα xxyy 0.5y 

  ,   cotα yyxx 0.5x

ΓΒΓΒO

ΓΒΓBO

BABAO

BABAO

2

2

1

1

⋅−−+⋅=

⋅−++⋅=

⋅−−+⋅=

⋅−++⋅=

                              (6.18) 
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Με γνωστά τα κέντρα των κύκλων Ο1 και Ο2 υπολογίζεται η γωνία διεύθυνσης 
αΟ1Ο2 µε εφαρµογή του  2ου θεµελιώδους προβλήµατος.  Τέλος, οι συντεταγµένες 
του σηµείου Μ προκύπτουν από τις σχέσεις 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

2121211

2121211

OOOO1OBOOoBBM

OOOO1OBOOoBBM

cosα cosα yysinα xx 2yy

sinα cosα yysinα xx 2xx

⋅⋅−−⋅−⋅+=

⋅⋅−−⋅−⋅+=
      (6.19) 

Αυτή η µέθοδος είναι γνωστή ως µέθοδος Cassini και πλεονεκτεί έναντι άλλων 
µεθόδων γιατί επιλύει το πρόβληµα της οπισθοτοµίας και στην ειδική περίπτωση 
κατά την οποία τα τρία γνωστά σηµεία  Α, Β και Γ βρίσκονται πάνω στην ίδια 
ευθεία. 

 

6.5.3 Ακρίβεια Οπισθοτοµίας 

6.5.3α Εκτίµηση ακρίβειας οπισθοτοµίας 

Όπως επισηµάνθηκε στην ενότητα 6.5.1, η µέθοδος της οπισθοτοµίας είναι 
µικρότερης ακρίβειας σε σχέση µε αυτή της εµπροσθοτοµίας. Αυτό οφείλεται 
κυρίως στο γεγονός ότι η εφαρµογή της οπισθοτοµίας στηρίζεται αποκλειστικά σε 
µετρήσεις διευθύνσεων από ένα σηµείο. Με βάση αυτό το σενάριο παρατήρησης 
όταν τα τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ και Μ βρίσκονται στην ίδια περιφέρεια κύκλου 
(επικίνδυνος κύκλος) το πρόβληµα είναι αόριστο. Στην περίπτωση που τα τέσσερα 
σηµεία βρίσκονται σε παραπλήσιες περιφέρειες, τότε όπως φαίνεται στο σχήµα 
6.15, η γεωµετρία που σχηµατίζεται στην περιοχή του σηµείου Μ είναι ιδιαίτερα 
ασταθής (poorly conditioned) µε αποτέλεσµα ο προσδιορισµός του σηµείου Μ να 
είναι ανακριβής. Προκειµένου να αποφεύγεται γεωµετρία ανάλογη µε αυτή του 
σχήµατος 6.15 και να εξασφαλίζεται ότι τα τέσσερα σηµεία δεν σχηµατίζουν 
επικίνδυνο κύκλο θα πρέπει να επιδιώκεται η σχετική θέση των σηµείων Α, Β, Γ 
και Μ να είναι όπως αυτή που φαίνεται στο σχήµα 6.16. Ειδικότερα, στην 
περίπτωση που το σηµείο Μ βρίσκεται µέσα στο τρίγωνο που σχηµατίζουν τα 
γνωστά σηµεία Α, Β και Γ, τότε η λύση που επιτυγχάνεται είναι µεγαλύτερης 
ακρίβειας.  Στην πράξη, συνιστάται να γίνεται η κατάλληλη προεργασία στο 
γραφείο (αναγνώριση τριγωνοµετρικών σηµείων σε χάρτη), ώστε να είναι γνωστή 
εκ των προτέρων η γεωµετρία που σχηµατίζεται και ενδεχοµένως να 
τροποποιείται η επιλογή της θέσης του σηµείου Μ, αν αυτό είναι εφικτό. 
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Σχήµα 6.15  Περίπτωση ασταθούς γεωµετρίας οπισθοτοµίας 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.16  Επιδιωκόµενη γεωµετρία απλής οπισθοτοµίας 

 

6.5.3β ∆ιπλή και πολλαπλή οπισθοτοµία 

Η δηµιουργία µιας επιπλέον οπισθοτοµίας (διπλή οπισθοτοµία) επιβάλλεται από 
την ανάγκη να εξασφαλισθεί έλεγχος για την ορθότητα υπολογισµού της θέσης 
του σηµείου Μ. Για το σκοπό αυτό, όπως φαίνεται στο σχήµα 6.17 χρησιµοποιείται 
(εάν είναι διαθέσιµο) και τέταρτο τριγωνοµετρικό  σηµείο ∆. Με αυτό τον τρόπο ο 
προσδιορισµός του σηµείου Μ προκύπτει από την επίλυση τριών οπισθοτοµιών.  
Εάν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν παρουσιάζουν µικρές αποκλίσεις τότε 
λαµβάνεται ο µέσος όρος. Σε αντίθετη περίπτωση διερευνάται η αιτία της 
απόκλισης (έλεγχος της ποιότητας των µετρήσεων / υπολογισµών και της 
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γεωµετρίας των σηµείων) και απορρίπτεται η προβληµατική λύση. Στην πράξη, 
λαµβάνεται µέριµνα ώστε να σκοπεύονται όλα τα διαθέσιµα τριγωνοµετρικά 
σηµεία στην περιοχή και η τελική λύση προκύπτει µε εφαρµογή της µεθόδου 
ελαχίστων τετραγώνων. Αυτή η µορφή οπισθοτοµίας είναι γνωστή ως πολλαπλή 
οπισθοτοµία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.17  ∆ιπλή οπισθοτοµία 

 

6.5.4 Άλλες Μορφές Οπισθοτοµίας 

6.5.4α Πλευρική οπισθοτοµία 

Κατ’ αντιστοιχία µε το πρόβληµα της εµπροσθοτοµίας, το πρόβληµα της 
οπισθοτοµίας µπορεί να αντιµετωπισθεί µε µετρήσεις αποστάσεων αντί γωνιών. 
Σε αυτή την περίπτωση ο εντοπισµός του σηµείου Μ προκύπτει ως η τοµή δύο 
κύκλων µε κέντρα τα γνωστά σηµεία Α και Β και ακτίνες τις οριζόντιες αποστάσεις 
ΑΜ και ΒΜ. Το πρόβληµα µε αυτή τη µορφή είναι γνωστό ως πλευρική 
οπισθοτοµία και η επίλυσή του ισοδυναµεί µε επίλυση του προβλήµατος πλευρικής 
εµπροσθοτοµίας και αντιµετωπίζεται κατά τα γνωστά. Τονίζεται ότι στην 
περίπτωση πλευροµετρήσεων θα πρέπει, ανάλογα µε το µέγεθος της απόστασης, 
να επιβάλλονται οι κατάλληλες διορθώσεις και αναγωγές στα µετρηµένα µήκη 
ώστε να προκύψουν οι προβολικές ή οριζόντιες (για µικρά µήκη) αποστάσεις 
ανάλογα µε την περίπτωση. 

 

6.5.4β Τρισδιάστατη πλευρική οπισθοτοµία 

Το πρόβληµα της οπισθοτοµίας στο χώρο αποτελεί επέκταση του προβλήµατος 
πλευρικής οπισθοτοµίας στο επίπεδο. Σε αυτή την περίπτωση µετρώνται οι 
αποστάσεις προς τρία γνωστά σηµεία Α, Β και Γ. Η θέση του ζητούµενου σηµείου 
Μ προκύπτει ως η τοµή τριών σφαιρών µε ακτίνες SAM, SΒM, SΓM και ισοδυναµεί µε 
επίλυση του συστήµατος εξισώσεων 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2MΓ
2

MΓ
2

MΓΓM

2
MB

2
MB

2
MBBM

2
MA

2
MA

2
MAAM

ZZYYXXS

ZZYYXXS

ZZYYXXS

−+−+−=

−+−+−=

−+−+−=

                           (6.20) 

Σε αντιστοιχία µε την περίπτωση πλευρικής εµπροσθοτοµίας και πλευρικής 
οπισθοτοµίας θα πρέπει από τις δύο λύσεις που προκύπτουν να επιλέγεται εκείνη 
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που συµφωνεί µε τη σχετική γεωµετρία του άγνωστου ως προς τα γνωστά σηµεία.  
Η µέθοδος της τρισδιάστατης πλευρικής οπισθοτοµίας βρίσκει εφαρµογή στην 
περίπτωση του δορυφορικού εντοπισµού. Σε αυτή την περίπτωση οι 
συντεταγµένες (Χ, Υ, Ζ) αντιστοιχούν στις γεωκεντρικές καρτεσιανές 
συντεταγµένες του δέκτη και δορυφόρων αντίστοιχα. 

 

6.5.5 Ευρύτερο Πεδίο Εφαρµογών Οπισθοτοµίας 

Παρά την εξάπλωση των δορυφορικών συστηµάτων εντοπισµού, η µέθοδος της 
οπισθοτοµίας, αν και περιορισµένα, εξακολουθεί να χρησιµοποιείται κατά 
περίπτωση σε εργασίες πύκνωσης του τριγωνοµετρικού δικτύου. Βασικό 
πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι δεν απαιτείται µετάβαση στα τριγωνοµετρικά 
σηµεία – ωστόσο, απαιτείται η παρουσία και αναγνώριση τουλάχιστον τριών 
τριγωνοµετρικών σηµείων, ενώ παράλληλα ο εντοπισµός του σηµείου στάσης 
προκύπτει µε µειωµένη ακρίβεια. Σε άλλα πεδία εφαρµογών, η µέθοδος 
υλοποιείται κυρίως µε τη βοήθεια µετρήσεων αποστάσεων προς γνωστά σηµεία 
(πλευρική οπισθοτοµία). Αυτό συµβαίνει αφενός, γιατί τα όργανα και οι τεχνικές 
µέτρησης αποστάσεων έχουν εξελιχθεί και αφετέρου, γιατί σε αντίθεση µε τη 
µέθοδο της απλής οπισθοτοµίας η ακρίβεια εντοπισµού του ζητούµενου σηµείου 
µπορεί να προεκτιµηθεί ευκολότερα από τη γεωµετρία που σχηµατίζουν οι 
µετρηµένες αποστάσεις (οι γωνίες τοµής τους)  από άγνωστο προς τα γνωστά 
σηµεία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.18  Απόλυτος εντοπισµός µε το σύστηµα GPS 
 

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου πλευρικής 
τρισδιάστατης οπισθοτοµίας αποτελεί ο προσδιορισµός της θέσης σηµείου µε τη 
µέθοδο του απόλυτου εντοπισµού του συστήµατος GPS.   

Ένα άλλο παράδειγµα εφαρµογής της οπισθοτοµίας αποτελεί η τεχνική της 
“επιλογής ελεύθερης στάσης” (free-station surveys). Ιδιαίτερα στην περίπτωση 
κατασκευής τεχνικών έργων είναι απαραίτητη η λήψη µετρήσεων από 
διαφορετικά σηµεία στην περιοχή ενός έργου, οι θέσεις των οποίων καθορίζονται 
ανάλογα µε τις ανάγκες και την πρόοδο του έργου. Έτσι, αν στο χώρο του 
εργοταξίου έχουν εγκατασταθεί σε καθορισµένες θέσεις ένας αριθµός βασικών 
σηµείων αναφοράς, τότε είναι δυνατόν να προσδιορισθούν οι συντεταγµένες (x, y) 

∆1

∆2 ∆3

∆4∆1

∆2 ∆3

∆4
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της στάσης οργάνου σε οποιοδήποτε σηµείο αρκεί να εξασφαλίζεται ορατότητα 
προς τουλάχιστον δύο σηµεία αναφοράς (σχ. 6.19). Για τον προσδιορισµό του 
σηµείου στάσης είναι δυνατό να συµµετέχουν ταυτόχρονα µετρήσεις διευθύνσεων 
και αποστάσεων. Στην περίπτωση λήψης περισσότερων µετρήσεων από τις 
αναγκαίες οι συντεταγµένες του σηµείου στάσης υπολογίζονται µε την µέθοδο 
ελαχίστων τετραγώνων. 

 
Σχήµα 6.19  Μέθοδος ελεύθερης επιλογής στάσης [13] 

 

6.6 ΜΕΘΟ∆ΟΣ HANSEN 

Με τη µέθοδο HANSEN επιτυγχάνεται ο προσδιορισµός της θέσης δύο σηµείων Μ 
(xM, yM) και Ν(xN, yN) µε τη βοήθεια γωνιοµετρήσεων από αυτά προς δύο 
τριγωνοµετρικά σηµεία Α (xΑ, yΑ) και Β(xΒ, yΒ) (σχ. 6.20). ∆εδοµένου ότι η µέθοδος 
στηρίζεται αποκλειστικά σε µετρήσεις διευθύνσεων χαρακτηρίζεται από µειωµένη 
ακρίβεια και η εφαρµογή της συνίσταται σε εξαιρετικές µόνο περιπτώσεις. 
Σήµερα, µε την χρήση σύγχρονων γεωδαιτικών σταθµών, καθώς και την εξάπλωση 
των δορυφορικών µεθόδων εντοπισµού η µέθοδος τείνει να εξαλειφθεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.20  Μέθοδος HANSEN 
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Η επίλυση του προβλήµατος HANSEN ανάγεται στον υπολογισµό της θέσης των 
σηµείων Μ και Ν από τα σηµεία Α και Β µε εµπροσθοτοµίες. Για το σκοπό αυτό 
απαιτείται ο υπολογισµός των γωνιών α1, α2, β1 και β2. Ένας τρόπος υπολογισµού 
αυτών των γωνιών προκύπτει µε επίλυση του συστήµατος εξισώσεων που 
δηµιουργείται από τις συνθήκες των γωνιών στο σχήµα 6.20. 

1
sinα sinβ sinνsinµ

sinα sinβ sinν sinµ

400µµννββαα

νµβα

νβµα

1211

1122

grad
21212121

1212

2211

=
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=+++++++

+=+

+=+

                (6.21) 

 

Ο υπολογισµός του προβλήµατος HANSEN απλοποιείται εάν έχει µετρηθεί η βάση 
DMN. Τότε, από την επίλυση των τριγώνων ΑΜΝ και ΒΜΝ υπολογίζονται οι 
αποστάσεις ΑΜ, ΒΜ και ΑΝ, ΒΝ οπότε το πρόβληµα ανάγεται αυτοµάτως σε 
πρόβληµα εµπροσθοτοµίας από τα τριγωνοµετρικά σηµεία Α   και Β. Σε αυτή την 
περίπτωση η ακρίβεια της µεθόδου είναι καλύτερη. 

 

6.7 ΚΑΤΑΒΙΒΑΣΜΟΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ 

Σε αρκετές περιπτώσεις οι ανάγκες µιας τοπογραφικής εργασίας υπαγορεύουν την 
ίδρυση τριγωνοµετρικών ή πολυγωνικών σηµείων σε δώµατα υψηλών κτηρίων ή 
άλλα τεχνικά έργα. Τα σηµεία αυτά εγκαθίστανται συνήθως σε πυκνοδοµηµένες 
περιοχές µε στόχο την πύκνωση του τριγωνοµετρικού δικτύου.  Στην περίπτωση 
εφαρµογής συµβατικών γεωδαιτικών µεθόδων η ίδρυσή τους υπαγορεύεται από 
την ανάγκη οπτικής επαφής µε άλλα τριγωνοµετρικά σηµεία στην περιοχή, ενώ σε 
περίπτωση εφαρµογής δορυφορικών µεθόδων εντοπισµού καλύπτουν την ανάγκη 
για “ανοικτό ορίζοντα” προς τον δορυφορικό σχηµατισµό.  Τα τριγωνοµετρικά ή 
πολυγωνικά σηµεία αυτής της κατηγορίας είναι προσιτά σηµεία - δηλαδή, υπάρχει 
η δυνατότητα λήψης µετρήσεων από αυτά.  Αντίστοιχα, υπάρχουν τριγωνοµετρικά 
σηµεία τα οποία έχουν ιδρυθεί σε χαρακτηριστικές θέσεις υψηλών κατασκευών 
(σταυροί εκκλησιών, αλεξικέραυνα, φάροι, κ.ά.) τα οποία είναι απρόσιτα. Το 
πρόβληµα που τίθεται και στις δύο περιπτώσεις είναι η µεταφορά (καταβιβασµός) 
υπερυψωµένων τριγωνοµετρικών σηµείων από τη θέση που βρίσκονται στο 
έδαφος µε σκοπό την εξάρτηση τοπογραφικών εργασιών από το τριγωνοµετρικό 
δίκτυο. 

 

6.7.1 Καταβιβασµός Προσιτού Σηµείου 

Η µεταφορά της θέσης ενός προσιτού τριγωνοµετρικού σηµείου Α (xA, yA) µε 
ορατότητα προς άλλο τριγωνοµετρικό σηµείο  Β (xΒ, yΒ) από το δώµα ενός κτηρίου 
σε ένα σηµείο στο έδαφος Μ (xΜ, yΜ), µπορεί να επιτευχθεί µε τη δηµιουργία 
βοηθητικού τριγώνου όπως φαίνεται στο σχήµα 6.21. Για το σκοπό αυτό εκλέγεται 
βοηθητικό σηµείο Ν (xΝ, yΝ), ούτως ώστε το τρίγωνο ΑΜΝ να είναι κατά το 
δυνατόν ισοσκελές - ισόπλευρο. Από τα σηµεία Μ και Ν µετρώνται οι οριζόντιες 
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γωνίες µ και ν, καθώς και η οριζόντια απόσταση DΜΝ. Επίσης, από το σηµείο Α 
µετρώνται οι οριζόντιες γωνίες α και ω. Στη φάση επίλυσης του προβλήµατος οι 
µετρηµένες γωνίες µ, ν και α διορθώνονται βάσει της σχέσης 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.21  Καταβιβασµός προσιτού τριγωνοµετρικού σηµείου 
 

( ) εανµ200grad =++−                                                 (6.22) 

οπότε: 

3

ε
αα   ,  

3

ε
νν   ,  

3

ε
µµ −=′−=′−=′                                       (6.23) 

 

Η γωνία διεύθυνσης αΑΒ υπολογίζεται µε εφαρµογή του 2ου θεµελιώδους 
προβλήµατος στις συντεταγµένες των τριγωνοµετρικών σηµείων Α και Β, οπότε οι 
γωνίες διεύθυνσης αΑΜ και αΑΝ είναι: 

( ) ω400αα   ,  ωα400αα ABΑΝABAM −+=+′−+=                     (6.24) 

 Επίσης, µε εφαρµογή του νόµου των ηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΜΝ προκύπτει: 

αsin

µsin
DD   ,  

αsin

νsin
DD MNANMNAM ′

′
⋅=

′
′

⋅=                                (6.25) 

Τέλος, οι συντεταγµένες του ζητούµενου σηµείου Μ και του βοηθητικού σηµείου Ν 
υπολογίζονται µε εφαρµογή του 1ου θεµελιώδους προβλήµατος από το σηµείο Α: 

AMANAΝAMANAN

AMAMAMAMAMAM

cosα Dyy     , sinα Dxx

cosα Dyy    , sinα Dxx

⋅+=⋅+=

⋅+=⋅+=
                    (6.26) 

 

6.7.2 Καταβιβασµός Απρόσιτου Σηµείου 

Η µεταφορά της θέσης υπερυψωµένου, απρόσιτου τριγωνοµετρικού σηµείου Α 
(xA, yA) σε σηµείο Μ (xΜ, yΜ) στο έδαφος προϋποθέτει την ύπαρξη δεύτερου 
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τριγωνοµετρικού σηµείου Β (xΒ, yΒ) ορατού από τα Α και Μ όπως φαίνεται στο 
σχήµα 6.22. Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος επιλέγεται βοηθητικό σηµείο 
Ν (xN, yN) και µετράται το οριζόντιο µήκος DΜΝ. Από τα σηµεία Μ και Ν µετρώνται 
οι γωνίες µ , ω και ν αντίστοιχα. Στη φάση επίλυσης του προβλήµατος, µε γνωστές 
τις συντεταγµένες των σηµείων Α και Β υπολογίζονται η απόσταση DAB στο 
προβολικό επίπεδο και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου και 
2ου θεµελιώδους προβλήµατος αντίστοιχα. Επίσης, µε εφαρµογή του νόµου των 
ηµιτόνων στα τρίγωνα ΑΒΜ και ΑΜΝ υπολογίζεται η γωνία β ως εξής: 

( ) ( )νµsin

sinµ
DD   ,  

νµsin

sinν
DD MNANΜΝAM +

⋅=
+

⋅=                    (6.27) 

sinω
D

D
sinβ

AB

AM ⋅=                                                      (6.28) 

Με υπολογισµένη τη γωνία β, οι γωνίες διεύθυνσης αΑΜ και αΑΝ είναι 

( )
( ) ( )νµ200ωβ200αα

ωβ200αα

gradgrad
ABAΝ

grad
ABAM

+−++−+=

+−+=
                     (6.29) 

Τέλος, οι συντεταγµένες του ζητούµενου σηµείου Μ και του βοηθητικού σηµείου Ν 
υπολογίζονται µε εφαρµογή του 1ου θεµελιώδους προβλήµατος στο σηµείο Α ως 
εξής: 

AMANAΝAMANAN

AMAMAMAMAMAM

cosα Dyy     , sinα Dxx

cosα Dyy    , sinα Dxx

⋅+=⋅+=

⋅+=⋅+=
                        (6.30) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.22  Καταβιβασµός απρόσιτου τριγωνοµετρικού σηµείου 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

• Στο σχήµα που ακολουθεί, οι συντεταγµένες των σηµείων Α και Β είναι 
γνωστές στην προβολή του ΕΓΣΑ’87. 

ΧΑ= 485010.18m, ΥΑ= 4152300.38m, ΧΒ= 485301.44m, ΥΒ= 4152333.33m 

Ζητείται να υπολογισθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Γ µε την µέθοδο της 
εµπροσθοτοµίας όταν έχουν µετρηθεί: 

(α) οι γωνίες α=49.2215g και β=58.5205g 

(β) οι αποστάσεις DBΓ= 234.80m και DΑΓ= 206.24m  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

(α) επίλυση µε µετρηµένες τις γωνίες 

Η απόσταση DAB στο προβολικό επίπεδο υπολογίζεται µε εφαρµογή του 
Πυθαγόρειου θεωρήµατος και η γωνία διεύθυνσης αΑΒ µε εφαρµογή του                
2ου θεµελιώδους προβλήµατος ως εξής: 

( ) ( )

g
AB

AB

AB
AB

AB
2

AB
2

ABAB

92.8285α
YY

XX
atanα

293.12mDYYXXD

=⇒








−
−

=

=⇒−+−=
 

Οι αποστάσεις DAΜ και DΒΜ υπολογίζονται µε εφαρµογή του νόµου των ηµιτόνων: 

( )

( ) m24.206D
βαsin

sinα
DD 

    234.80m D  
βαsin

sinβ
DD

ΒMABΒM

AMABAM

=⇒
+

⋅=

=⇒
+

⋅=

 

Οι γωνίες διεύθυνσης αΑΜ και αΒΜ υπολογίζονται από τις σχέσεις: 

g
ΒΜΒΑΒΜ

g
ΑΜΑΒΑΜ 3490.351α βαα  6070.43α α αα =⇒+==⇒−=  

Οι συντεταγµένες του σηµείου Μ προκύπτουν µε εφαρµογή του 1ου θεµελιώδους 
προβλήµατος από τα σηµεία Α και Β: 
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m221.4152482ycosα Dyy

m729.485158xsinα Dxx

m217.4152482ycosα Dyy

m728.485158xsinα Dxx

(B)(B)

(B)(B)

(A)(A)

(A)(A)

MBMBMBM

MBMBMBM

MAMAMAM

MAMAMAM

=⇒⋅+=

=⇒⋅+=

=⇒⋅+=

=⇒⋅+=

 

Τέλος, οι συντεταγµένες του σηµείου Μ υπολογίζονται από τις σχέσεις: 

m22.4152482y
2

yy
y     485158.73m x

2

xx
x M

MM
MM

MM
M

(B)(A)(B)(A) =⇒
+

==⇒
+

=

 

(β) επίλυση µε µετρηµένες τις πλευρές 

Αρχικά υπολογίζεται η απόσταση DAB στο προβολικό επίπεδο και η γωνία 
διεύθυνσης αΑΒ µε εφαρµογή του όπως στην περίπτωση (α): 

g
ABAB 92.8285α     293.12m,D ==  

Με εφαρµογή του νόµου των συνηµίτονων υπολογίζονται οι οριζόντιες γωνίες α 
και β ως εξής: 

58.5205gβ
DD2

DDD
cosβ

 49.2215gα 
DD2

DDD
cosα

BMAB

2
AM

2
BM

2
AB

AMAB

2
BM

2
AM

2
AB

=⇒
⋅⋅

−+
=

=⇒
⋅⋅

−+
=

  

Με υπολογισµένες τις γωνίες α και β το πρόβληµα ανάγεται στην περίπτωση (α). 
 

• Οι συντεταγµένες των σηµείων Α, Β, Γ στη προβολή του ΕΓΣΑ’87 είναι: 

(ΧΑ, ΥΑ)= (481234.96m,  4117594.48m) 

(ΧΒ, ΥΒ)= (487994.42m,  4124343.45m) 

(ΧΓ, ΥΓ)= (497913.83m,  4121364.73m) 

Από το σηµείο Μ µετρήθηκαν οι οριζόντιες γωνίες α και β όπως φαίνεται στο 
σχήµα για τις οποίες προέκυψαν τελικές τιµές α=68.5514g και β=82.4994g.  
Ζητείται να υπολογιστούν οι συντεταγµένες του σηµείου Μ µε την µέθοδο της 
οπισθοτοµίας µε δύο τρόπους. 
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Λύση 

 (α) τρόπος 1 

Από τις συντεταγµένες των σηµείων Α, Β και Γ υπολογίζονται διαδοχικά: 

( ) ( )

g
AB

AB

AB
AB
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2

ABAB

50.0494α
YY

XX
atanα

9551.91mDYYXXD
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( ) ( )

g
BΓ

ΒΓ

ΒΓ
BΓ
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2

ΒΓ
2

ΒΓΒΓ
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οπότε, η γωνία φ=ΑΒΓ
)

 είναι: 

g
ΒΓΒΑ21 200.3665φααφφφ =⇒−=+=  

Στο τετράπλευρο ΑΒΓΜ ισχύει η σχέση: 

( ) ggrad 117.4715θκωθκθφβα400ω =−=⇒−=−−−−=     

Η γωνία θ προκύπτει από τον συνδυασµό της προηγούµενης σχέσης µε τις σχέσεις 
6.15 και 6.16 ως εξής: 

( )

( )
gΒΓ

AB

3939.58θ
θωsin

θωcos
sinαD

sinβD

cotθ      =⇒
+

++
⋅
⋅

=⇒  

οπότε οι γωνίες φ1 και φ2 υπολογίζονται ως εξής: 

g
2

g
2

g
1

g
1 9948.176φθα200φ    , 58.4230φ ωβ200φ =⇒−−==⇒−−=    

Τέλος, οι συντεταγµένες του σηµείου Μ υπολογίζονται µε τη µέθοδο της 
εµπροσθοτοµίας η οποία µπορεί να εφαρµοσθεί από τα ζεύγη σηµείων (Α, Β),      
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(Β, Γ) και (Α, Γ) και λαµβάνεται ο µέσος όρος. Με αυτό τον τρόπο οι 
συντεταγµένες του σηµείου Μ προκύπτουν: 

ΧΜ= 491039.67m,   ΥΜ= 4116286.43m 

 (β) τρόπος 2 

Αρχικά υπολογίζονται οι συντεταγµένες της θέσης των κέντρων των κύκλων Ο1 και 
Ο2 που διέρχονται από τα σηµεία Α, Β, Μ και Β, Γ, Μ αντίστοιχα: 

( )[ ]
( )[ ] m4119148.88y        cotα xxyy 0.5y

482797.43m    x    cotα yyxx 0.5x

11

11

OBABAO

OBABAO

=⇒⋅−−+⋅=

=⇒⋅−++⋅=
  

( )[ ]
( )[ ] m26.4121455y         cotβ xxyy 0.5y

m18.411374    x     cotβ yyxx 0.5x

22

22

OΓΒΓΒO

OΓΒΓBO

=⇒⋅−−+⋅=

=⇒⋅−++⋅=
 

Με γνωστά τα κέντρα των κύκλων Ο1 και Ο2 υπολογίζεται η γωνία διεύθυνσης 
αΟ1Ο2 µε εφαρµογή του  2ου θεµελιώδους προβλήµατος. Τέλος, οι συντεταγµένες 
του σηµείου Μ προκύπτουν από τις σχέσεις: 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
m45.4116286y

cosα cosα yysinα xx 2yy

m65.491039x

sinα cosα yysinα xx 2xx

M

OOOO1OBOOoBBM

M

OOOO1OBOOoBBM

2121211

2121211

=

⇒⋅⋅−−⋅−⋅+=

=

⇒⋅⋅−−⋅−⋅+=

 

 

6.8 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. ∆ίνονται οι συντεταγµένες των τριγωνοµετρικών σηµείων Α και Β στην προβολή 
του ΕΓΣΑ’87. 

ΧΑ= 486253.02m, ΥΑ= 4152450.40m, ΧΒ= 485997.94m, ΥΒ= 4152306.00m 

Ζητείται να υπολογισθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Γ µε την µέθοδο της 
εµπροσθοτοµίας όταν έχουν µετρηθεί: 

(α) οι γωνίες ΑΒΓ=46.7443g και ΓΑΒ=62.8765g 

(β) οι αποστάσεις DBΓ= 247.50m και DΑΓ= 198.66m  

 (απάντηση:  ΧΓ= 486239.52m, ΥΓ= 4152252.20m) 

2. Για τον προσδιορισµό των συντεταγµένων δύο σηµείων Μ και Ν έγιναν οι 
ακόλουθες µετρήσεις οριζοντίων γωνιών προς τα σηµεία Α και Β ως εξής: 

µ1=72.7549g,  µ2=41.2214g,  ν1=37.1950g,  ν2=70.8310g 

Α (ΧΑ= 11.016.20m, ΥΑ= 10050.54m), Β (ΧΒ= 10854.58m, ΥΒ= 11316.54m) 

Ζητούνται οι συντεταγµένες των σηµείων Μ και Ν. 
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 (απάντηση:  ΧΜ= 11773.19m,   ΥΜ= 10283.94m  και   

                       ΧΜ= 11694.00m,  ΥΜ= 11277.45m) 

3.  ∆ώστε συνοπτικούς και σαφείς ορισµούς για τις εξής έννοιες: (α) τριγωνισµός, 
(β) τριγωνοµετρικό σηµείο, (γ) τριγωνοµετρικό δίκτυο, (δ) τριπλευρικό δίκτυο, (ε) 
εξάρτηση σηµείου από τριγωνοµετρικό δίκτυο και (στ) πύκνωση τριγωνοµετρικού 
δικτύου. 

4.  Η εφαρµογή της µεθόδου της απλής εµπροσθοτοµίας για τον οριζοντιογραφικό 
προσδιορισµό της θέσης ενός τυχαίου σηµείου Μ µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους. 
Ποια στοιχεία πρέπει να είναι γνωστά και ποιες µετρήσεις πρέπει να λαµβάνονται 
σε κάθε περίπτωση; Πως ερµηνεύεται γεωµετρικά η θέση του σηµείου Μ για κάθε 
τρόπο; 

5.  Στην περιοχή του σχήµατος υπάρχουν πέντε τριγωνοµετρικά σηµεία.  Ζητείται 
να υποδείξτε δύο µεθόδους µε τις οποίες µπορεί να ενταχθεί το σηµείο Μ στο 
τριγωνοµετρικό δίκτυο της περιοχής.  Αιτιολογείστε την απάντησή σας για κάθε 
µέθοδο υποδεικνύοντας ποια τριγωνοµετρικά σηµεία θα χρησιµοποιούσατε. 

                                        

6.  Αναφορικά µε την µέθοδο της οπισθοτοµίας να απαντήσετε στα επόµενα: 

(α) ∆ώστε την γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου απλής οπισθοτοµίας. 

(β) Τι εννοούµε µε τον όρο “επικίνδυνος κύκλος”;  ∆ώστε µε σκαρίφηµα τη σχετική 
θέση τριών γνωστών σηµείων και ενός άγνωστου σηµείου Μ, έτσι ώστε ο 
εντοπισµός του σηµείου Μ από τα τρία γνωστά σηµεία να αποκλείει την 
περίπτωση εµφάνισης επικίνδυνου κύκλου. 

7.  Ποιος είναι ο βασικός λόγος για τον οποίο η µέθοδος της οπισθοτοµίας παρέχει 
µικρότερη ακρίβεια σε σχέση µε την µέθοδο της εµπροσθοτοµίας;  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ι 

Ι.1. ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΥΝΘΗΚΩΝ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ ΘΕΟ∆ΟΛΙΧΟΥ 

Στις επόµενες παραγράφους παρουσιάζεται ο τρόπος µε τον οποίο µπορεί να 
ελεγχθεί στο ύπαιθρο κάθε µια από τις συνθήκες λειτουργίας του θεοδόλιχου. 
Επίσης δίνονται η αντίστοιχη µεθοδολογία αποκατάστασης ή εξάλειψής της και η 
εκτίµηση του σφάλµατος από την µη πλήρωση της. Τέλος για κάθε περίπτωση 
δίνονται σχετικά παραδείγµατα. 

 

Ι.1.1 Πρωτεύων άξονας κατακόρυφος  

I.1.1α Έλεγχος 

Το όργανο οριζοντιώνεται χονδρικά µε την σφαιρική αεροστάθµη. Μετά το κινητό 
µέρος του οργάνου στρέφεται έτσι ώστε η σωληνωτή αεροστάθµη να είναι 
παράλληλη µε τον άξονα δυο κοχλιών του τρικόχλιου. Σε αυτή τη θέση 
οριζοντιώνεται µε ακρίβεια η σωληνωτή αεροστάθµη. Μετά, το όργανο στρέφεται 
κατά 100g και επαναλαµβάνεται η οριζοντίωση µε ακρίβεια της σωληνωτής. Στη 
συνέχεια το όργανο στρέφεται για έλεγχο κατά 100g, αν η φυσαλίδα της 
σωληνωτής αεροστάθµης παραµείνει στο ίδιο σηµείο τότε δεν υπάρχει σφάλµα 
κατακορυφότητας του (ΠΠ΄). Αν µετακινηθεί η φυσαλίδα τότε το σφάλµα στην 
κατακορυφότητα του (ΠΠ΄) είναι το µισό της απόκλισης της. Από τις χαραγές της 
σωληνωτής αεροστάθµης είναι δυνατό να εκτιµηθεί η απόκλιση του (ΠΠ΄). 

 

I.1.1β Αποκατάσταση  

Η αποκατάσταση µπορεί να γίνει µε τους ρυθµιστικούς κοχλίες της σωληνωτής 
αεροστάθµης. Το µισό του σφάλµατος διορθώνεται από το τρικόχλιο και το 
υπόλοιπο από τους ρυθµιστικούς κοχλίες. Επίσης αποκατάσταση µπορεί να γίνει 
µε εκλογή νέου κανονικού σηµείου, το οποίο θα βρίσκεται στο µέσο της 
απόστασης µεταξύ των κέντρων της φυσαλίδας της σωληνωτής αεροστάθµης κατά 
την αρχική οριζοντίωση της και την οριζοντίωση της µετά την περιστροφής της 
περί τον άξονα Π Π΄ κατά 100g. 

Στη περίπτωση µη πλήρωσης της συνθήκης κατακορυφότητας του ΠΠ΄ δεν είναι 
δυνατό να γίνει εξάλειψη του σφάλµατος µε κάποια µεθοδολογία µέτρησης κατά 
τις εργασίες στο ύπαιθρο. Γιαυτό τον λόγο πριν την εκτέλεση των γωνιοµετρήσεων 
πρέπει ο ΠΠ΄ να κατακορυφώνεται µε ακρίβεια. 

 

I.1.1γ Σφάλµα 

Από την απόκλιση (i1) του (ΠΠ΄), κατά την σκόπευση ενός σηµείου µε ζενίθια 

γωνία (Ζ) στη διεύθυνση (Α), προκαλείται σφάλµα και απαιτείται διόρθωση )δα( 1  

που δίνεται από την σχέση :  

)Α(συν)Ζ(σφiδα 11 ..=                                            (Ι.1) 

Έτσι, κατά την µέτρηση της οριζόντιας γωνίας α = (ΒΑΓ) απαιτείται να γίνει 
διόρθωση )δα( : 

)]Β(συν)Ζ(σφ)Α(συν)Ζ(σφ[iδα ΒΑ1 .-..=                    (Ι.2) 
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όπου : ΖΑ, ΖΒ, είναι οι ζενίθιες γωνίες και Α, Β είναι οι τιµές των οριζόντιων γωνιών 
κατά τις διευθύνσεις των σκοπευόµενων σηµείων Α, Β αντίστοιχα. 

Η διόρθωση )δα( 1 , σε δευτερόλεπτα µοιρών, σε µια διεύθυνση, µπορεί να δοθεί 

και από την επόµενη σχέση : 

(Z)σφ.
2n

ΣR)-(Σ
'.S'=''δα1

L
                                     (Ι.3) 

Όπου : 'S'  η ευαισθησία της σωληνωτής αεροστάθµης σε δευτερόλεπτα µοιρών, 
ΣL, ΣR οι αναγνώσεις της αεροστάθµης αριστερά και δεξιά αντίστοιχα, n το 
πλήθος των µετρήσεων της διεύθυνσης. 

Από την παραπάνω σχέση είναι φανερό ότι όσο αυξάνεται η ζενίθια γωνία τόσο 

µειώνεται η αντίστοιχη διόρθωση )δα( 1 . Έτσι για ζενίθια γωνία Ζ=100g, η 

διόρθωση είναι 0)δα( 1 = . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Η ευαισθησία της σωληνωτής αεροστάθµης του γωνιοµετρικού οργάνου είναι 
'''' 10S = . Οι αναγνώσεις των χαραγών της σωληνωτής αεροστάθµης του, µετά τον 

έλεγχο, µετρήθηκαν ΣL = 1 και ΣR = 5. Η ζενίθια γωνία του σκοπευόµενου σηµείου 

µετρήθηκε g85=Ζ . Σε αυτή την περίπτωση, σε µια σκόπευση του σηµείου, η 

διόρθωση της οριζόντιας γωνίας είναι : δα1≅ - ''5   ή δα1≅15cc. 

 

Ι.1.2 ∆εύτερων άξονας κάθετος στον πρωτεύοντα 

I.1.2α Έλεγχος 

Για τον έλεγχο της συνθήκης µπορεί να χρησιµοποιηθεί η λιναίη, η οποία 
σκοπεύεται µε το σταυρόνηµα του οργάνου από το ανώτερο σηµείο της µέχρι το 
κατώτερο, στρέφοντας το τηλεσκόπιο του οργάνου περί τον ∆ '∆ . Αν κατά την 
στροφή του τηλεσκόπιου το σταυρόνηµα παραµένει πάνω στην λιναίη τότε ισχύει 

η συνθήκη (∆ '∆ ⊥ ΠΠ΄). 

Άλλος τρόπος για τον έλεγχο της συνθήκης είναι ο επόµενος (σχ. Ι.1). Σκοπεύεται 
στη θέση Ι το σηµείο Σ, που βρίσκεται όσο πιο ψηλά είναι δυνατό να γίνει 
σκόπευση. Το τηλεσκόπιο στρέφεται περί τον ∆∆΄ και σκοπεύεται οριζόντιος 
χάρακας (σταδία) που βρίσκεται στο έδαφος, διαβάζεται η ανάγνωση Α1. Στη 
συνέχεια γίνεται η ίδια εργασία στη θέση ΙΙ και διαβάζεται η ανάγνωση Α2 πάνω 

στον χάρακα. Αν Α1 ≠ Α2 τότε δεν ισχύει η συνθήκη. 
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Σχήµα Ι.1 Έλεγχος της συνθήκης (∆∆΄⊥ ΠΠ΄). [11] 
 

I.1.2β Αποκατάσταση – Εξάλειψη  

Αν υπάρχει δυνατότητα αποκατάστασης της συνθήκης στο ύπαιθρο, θα πρέπει η 
ανάγνωση του κατακόρυφου νήµατος του σταυρονήµατος πάνω στο χάρακα, και 
στις δυο θέσεις τηλεσκοπίου, να ρυθµιστεί έτσι ώστε τελικά να είναι ο µέσος όρος 

2

ΑΑ 21 + . 

Στο ύπαιθρο για να εξαλειφθεί το σφάλµα θα πρέπει να γίνονται σκοπεύσεις σε 
δυο θέσεις Ι και ΙΙ τηλεσκοπίου. 

 

I.1.2γ Σφάλµα 

Το σφάλµα που προκύπτει από την µη πλήρωση της συνθήκης αντιστοιχεί στην 

ποσότητα 
2

ΑΑ 12 − . Αν D η απόσταση οργάνου – χάρακα, τότε το σφάλµα )δα( '
2  

σε δευτερόλεπτα βαθµού (cc) υπολογίζεται από την σχέση : 

.636620
2.D

Α-Α
=δα 12cc'

2                                             (Ι.4) 

όπου Α1 και Α2 οι αναγνώσεις πάνω στον χάρακα 

Το συγκεκριµένο σφάλµα επιδρά στις οριζόντιες αναγνώσεις µε αποτέλεσµα να 

απαιτείται διόρθωση )δα( 2 , η οποία δίνεται από την σχέση : 

Zσφ'δαδα 22 .=                                                   (Ι.5) 

όπου Ζ  η ζενίθια γωνία του σκοπευόµενου σηµείου. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Μετά τον έλεγχο για την ισχύ της συνθήκης (∆∆΄⊥ ΠΠ΄) µετρήθηκε, πάνω στον 

χάρακα, το διάστηµα 20mm=)Α-(Α 12 . Η απόσταση του οργάνου από τον 

χάρακα είναι 30m=D . Η ζενίθια γωνία του σκοπευόµενου σηµείου µετρήθηκε 

Ζ=85g. 

Η διόρθωση της οριζόντιας ανάγνωσης είναι : δα2 ≅ 50cc. 

 

Ι.1.3 Σκοπευτικός άξονας κάθετος στον δευτερεύοντα 

I.1.3α Έλεγχος 

Για τον έλεγχο της συνθήκης (Σ 'Σ ⊥∆ '∆ ) εφαρµόζεται η επόµενη µέθοδος γνωστή 
ως  µέθοδος του τετραπλάσιου σφάλµατος (σχ. Ι.2). Σκοπεύεται στη θέση Ι ένα 
µακρινό σηµείο Σ, που βρίσκεται στο ύψος περίπου του οργάνου. Στη συνέχεια το 
τηλεσκόπιο περιστρέφεται περί τον (∆∆’), σκοπεύεται χάρακας (σταδία) που 
βρίσκεται πίσω από το όργανο και διαβάζεται η ανάγνωση Α1. Η ίδια εργασία 

γίνεται στη θέση ΙΙ και διαβάζεται η ανάγνωση Α2. Αν Α1 ≠ Α2 τότε δεν ισχύει η 
συνθήκη. 

 

 

Σχήµα Ι.2 Έλεγχος της συνθήκης (ΣΣ΄⊥∆∆΄). [11] 

 

I.1.3β Αποκατάσταση – Εξάλειψη 

Αν υπάρχει δυνατότητα αποκατάστασης στο ύπαιθρο της συνθήκης, θα πρέπει η 
ανάγνωση του κατακόρυφου νήµατος του σταυρονήµατος πάνω στο χάρακα, µετά 
την ρύθµιση, να µετατοπισθεί σε απόσταση από την Α2 προς την Α1, 

4

A-A
=A 21

3 . ∆ηλαδή, αν 5cm=Α1  1cm=Α2  τότε το κατακόρυφο νήµα του 

σταυρονήµατος πρέπει να µετακινηθεί κατά Α3=1cm πάνω στον χάρακα. 

Εποµένως να βρίσκεται στην ανάγνωση 2cm=Α2 .  

Στο ύπαιθρο για να εξαλειφθεί το σφάλµα θα πρέπει να γίνονται σκοπεύσεις σε 
δυο θέσεις Ι και ΙΙ τηλεσκοπίου. 
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I.1.3γ Σφάλµα 

Το σφάλµα που προκύπτει από την µη πλήρωση της συνθήκης αντιστοιχεί στην 

ποσότητα C=
4

ΑΑ 21 − . Αν D η απόσταση οργάνου – χάρακα, τότε το σφάλµα 

)δα( '
3  σε δευτερόλεπτα βαθµού (cc) υπολογίζεται από την σχέση: 

0.63662
4.D

Α-Α
=δα 21cc'

3                                            (Ι.6) 

Το συγκεκριµένο σφάλµα επιδρά στις οριζόντιες αναγνώσεις µε αποτέλεσµα να 

απαιτείται διόρθωση )δα( 3 , η οποία δίνεται από την σχέση : 

ηµZ

'δα
=δα

3
3                                                        (Ι.7) 

όπου Ζ  η ζενίθια γωνία του σκοπευόµενου σηµείου. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Μετά τον έλεγχο για την ισχύ της συνθήκης (Σ 'Σ ⊥∆ '∆ )  µετρήθηκε, πάνω στον 

χάρακα, το διάστηµα 25mm=)Α-(Α 21 . Η απόσταση του οργάνου από τον 

χάρακα είναι 30m=D . Η ζενίθια γωνία του σκοπευόµενου σηµείου µετρήθηκε 

Ζ=85 g. 

Η διόρθωση της οριζόντιας ανάγνωσης είναι  δα3 ≅ 1.4c. 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙΙ 

ΙΙ.1 ΑΤΜΟΣΦΑΙΡΙΚΗ ∆ΙΑΘΛΑΣΗ 

Κατά την διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων µέσα στην ατµόσφαιρα 
παρατηρείται µεταβολή της ταχύτητας τους και απόκλιση από την ευθύγραµµη 
πορεία. Αυτές οι αλλαγές οφείλονται στο φαινόµενο της διάθλασης και εξαρτώνται 
από τον τοπικό δείκτη διάθλασης n. Ο δείκτης διάθλασης ενός κύµατος που 
διαδίδεται µέσα σε ένα µέσο ορίζεται από την σχέση: 

c

c
=n 0                                                         (ΙΙ.1) 

όπου: c0 η ταχύτητα του φωτός στο κενό, η τιµή του c0=299792458±1.2ms-1 (XVI  
Γενική Συνέλευση της I.U.G.G., Grenoble 1975) και c η ταχύτητα του κύµατος στο 
µέσο που διαδίδεται. 

Η διάδοση ενός κύµατος διέπεται από τους επόµενους νόµους: 

(αρχή του Fermat)    
0c

1
=∆t 0∫s n.ds = min                              (ΙΙ.2) 

(νόµος του Snell)   n.ηµβ = σταθ.                                          (ΙΙ.3)  

όπου: ∆t ο χρόνος διαδροµής του κύµατος, β η γωνία µεταξύ της κάθετης στην 
επιφάνεια µε η = σταθερό και της εφαπτοµένης στην ακτίνα του κύµατος. 
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Η καµπυλότητα του κύµατος (
r

1
) περιγράφεται από την σχέση: 

r

1
 = -

n

gradn
.ηµβ                                                        (ΙΙ.4) 

 

Οι οριζόντιες συνιστώσες του gradn προκαλούν την οριζόντια διάθλαση που 
επηρεάζει τις µετρήσεις οριζόντιων γωνιών. Αν θεωρηθεί ότι η οριζόντια διάθλαση 
είναι αµελητέα τότε ο συντελεστής k περιγράφει την κατακόρυφη διάθλαση και 
ορίζεται από την σχέση: 

r

R
=k                                                                (ΙΙ.5)     

όπου: R η ακτίνα καµπυλότητας της επιφάνειας αναφοράς. 

Η κατακόρυφη διάθλαση επηρεάζει τις ζενίθιες γωνίες, τις µετρήσεις των 
αποστάσεων και τις γεωµετρικές χωροσταθµήσεις.  

Εξαιτίας της επίδρασης της ατµοσφαιρικής διάθλασης οι γωνιοµετρήσεις 
προτείνονται να γίνονται σε συγκεκριµένα χρονικά διαστήµατα κατά την διάρκεια 
της ηµέρας (Ενότητες 2.5.2 και 2.5.4). Οι ζενίθιες γωνίες διορθώνονται κατά τον 
προσδιορισµό των υψοµετρικών διαφορών των σηµείων µε την µέθοδο της 
Τριγωνοµετρικής Υψοµετρίας (Ενότητα 4.13.2). Στις µετρήσεις µηκών γίνεται 
σχετική διόρθωση λόγω της καµπύλωσης των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων 
(Ενότητα 3.4.3). Τέλος κατά την διεξαγωγή των γεωµετρικών χωροσταθµήσεων 
λαµβάνεται υπόψη η καµπυλότητα των οπτικών ακτίνων (Ενότητα 4.13.1).   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


