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Σκοπός 
Σκοπός των σηµειώσεων αυτών σίγουρα δεν είναι η εξαντλητική µελέτη των θεµάτων που θίγονται 
αφού κάτι τέτοιο είναι τελείως έξω τόσο από τους περιορισµούς σε χώρο όσο και από τους σκοπούς 
του µαθήµατος. 

Η έµφαση των σηµειώσεων δόθηκε στην εξοικείωση µε τις έννοιες της υπολογιστικής νοηµοσύνης, την 
κατανόηση των προβληµάτων στα οποία απευθύνεται και την γενική µεθοδολογία που υιοθετεί για την 
επίλυσή τους. Παρουσιάζονται τρεις προσεγγίσεις: η ασαφής λογική, τα νευρωνικά δίκτυα και οι 
γενετικοί αλγόριθµοι. Η «κεντρική ιδέα» καθεµιάς αλλά και οι συγκεκριµένες ανάγκες που οδήγησαν 
στην διαµόρφωσή τους αποτελούν κύριους άξονες της παρουσίασης. 

Θα πρέπει να καταστεί σαφές ότι η υπολογιστική νοηµοσύνη δεν σκοπεύει να αντικαταστήσει και να 
παραγκωνίσει τις «κλασσικές» µεθοδολογίες επίλυσης προβληµάτων. Απλά παρέχει µια εναλλακτική 
µεθοδολογία που η πρακτική έχει δείξει ότι είναι πιο ευέλικτη και καταλληλότερη για συγκεκριµένες 
κατηγορίες προβληµάτων. Ο ρόλος της, δηλαδή, είναι πιο συχνά συµπληρωµατικός παρά 
ανταγωνιστικός. Καταξιωµένες θεωρίες και µέθοδοι που χαίρουν ευρείας αποδοχής διατηρούν αµείωτη 
την αξία τους και (όχι σπάνια) είναι προτιµότερες από εκείνες που προσφέρει η υπολογιστική 
νοηµοσύνη. 

Οι σηµειώσεις έχουν γραφεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να ελαχιστοποιηθούν κατά το δυνατό οι όποιες 
προαπαιτήσεις. Έτσι, οι µαθηµατικοί φορµαλισµοί έχουν περιοριστεί στο ελάχιστο. Παρόλα αυτά 
κάποια στοιχειώδης τουλάχιστον επαφή µε θέµατα λογικής, συνολοθεωρίας, κλπ. θα διευκολύνουν τον 
αναγνώστη να εξοικειωθεί ευκολότερα και σε µεγαλύτερο βαθµό µε τις παρουσιαζόµενες έννοιες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για οποιαδήποτε επικοινωνία σχετικά µε αυτές τις σηµειώσεις, χρησιµοποιήστε την ηλεκτρονική 
διεύθυνση: spy@ilsp.gr 
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Εισαγωγή 

Θεωρία Συστηµάτων 

Η Θεωρία Συστηµάτων προσφέρει µια ενοποιηµένη αντιµετώπιση φυσικών ή τεχνητών φαινοµένων, 
διεργασιών, δοµών κ.λπ. Είναι µια καταξιωµένη και ευρέως χρησιµοποιούµενη θεωρία µε εφαρµογή σε 
ευρύ φάσµα επιστηµών και ειδικοτήτων. 

Ως σύστηµα µπορεί να θεωρηθεί µια σφαίρα που αναπηδά στο έδαφος, ένας άνθρωπος που ταξιδεύει 
σε ένα τρένο, ένα κτίριο που υφίσταται τις επιδράσεις ενός σεισµού, ένας ροµποτικός βραχίονας που 
επιτελεί κάποιο έργο, αλλά ακόµη και ένα σύνολο ανθρώπων, ένα χρηµατοοικονοµικό σύστηµα, το 
Χρηµατιστήριο, ή και µια ολόκληρη κοινωνία. 

Το κοινό στοιχείο σε όλα αυτά τα παραδείγµατα είναι η ιδέα µιας οντότητας που επηρεάζεται από το 
περιβάλλον της αλλά και επιδρά σε αυτό. ∆ηλαδή, η θεωρία συστηµάτων βασίζεται στο τρίπτυχο: 

� Είσοδος (διέγερση, αίτιο  stimulus) 

� Σύστηµα 

� Έξοδος (απόκριση, αιτιατό  response) 

Σύστηµα
T

Σύστηµα
T

u y

∆ιέγερση
Είσοδος
Αίτιο

(Stimulus)

Απόκριση
Έξοδος
Αιτιατό

(Response)  
Σχήµα 1. Αφαιρετική θεώρηση ενός συστήµατος 

Στο Σχήµα 1, παρουσιάζεται µια αφαιρετική αναπαράσταση ενός συστήµατος. Το σχήµα αυτό θα 
χρησιµοποιηθεί ως βάση σε όλη τη περαιτέρω παρουσίαση. 

Με βάση το τρίπτυχο αυτό µπορούµε να θεωρήσουµε τις παρακάτω οικογένειες προβληµάτων: 

� Προβλήµατα Ανάλυσης: 
Υπολογισµός εξόδου, δεδοµένων της εισόδου και του συστήµατος 

� Προβλήµατα Σύνθεσης: 
Υπολογισµός συστήµατος, δεδοµένων της εισόδου και της εξόδου 

� Προβλήµατα Μέτρησης: 
Υπολογισµός εισόδου, δεδοµένων του συστήµατος και της εξόδου 

«Παραδοσιακή» Προσέγγιση 

Για πολλές δεκαετίες, η επιστήµη ρητά υπαγόρευε την χρήση µοντέλων. Για την µελέτη ενός 
συστήµατος, απαιτούταν η κατάστρωση ενός µαθηµατικού µοντέλου που να περιγράφει επακριβώς 
τον τρόπο εξάρτησης των εξόδων από τις εισόδους. 

Σε αναλογία µε το Σχήµα 1, µπορούµε να παραστήσουµε την «βασισµένη-σε-µοντέλα» θεώρηση µε το 
Σχήµα 2. 

y = f(x)y = f(x)

u y

 
Σχήµα 2. Σύστηµα βασισµένο σε µαθηµατικά µοντέλα 

Η Θεωρία 
Συστηµάτων 

Οικογένειες 
προβληµάτων 
συστηµάτων 

Ακριβή µαθηµατικά 
µοντέλα 
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Όµως, ακόµη και το φαινοµενικά απλούστατο σύστηµα µιας σφαίρας που αναπηδά ελαστικά στο 
έδαφος µπορεί να παρουσιάσει αυξηµένα επίπεδα δυσκολίας εάν συνυπολογιστούν εξαντλητικά όλοι 
παράγοντες που το επηρεάζουν όπως, για παράδειγµα, η κατεύθυνση και ένταση του αέρα τη στιγµή 
του πειράµατος, οι ακριβείς γεωγραφικές συντεταγµένες του τόπου διεξαγωγής του πειράµατος (αφού 
επηρεάζουν την τιµή της επιτάχυνσης της βαρύτητας), κλπ. 

Έτσι, όταν η ακριβής γνώση των συσχετίσεων δεν είναι διαθέσιµη ή εγείρει αυξηµένη πολυπλοκότητα, 
καταφεύγουµε σε ένα σύνολο από υποθέσεις για τα άγνωστα χαρακτηριστικά του προβλήµατος και 
συχνά ένα σύνολο από απλοποιητικές παραδοχές για τον περιορισµό της πολυπλοκότητας. 

Τεχνητή Νοηµοσύνη 

Η Τεχνητή Νοηµοσύνη (ΤΝ  Artificial Intelligence, AI) ξεκίνησε µε στόχο την κατανόηση των 
γνωστικών ικανοτήτων του ανθρώπου. Η γνώση αυτή θα οδηγούσε στη σχεδίαση µηχανών που 
προσοµοιώνουν την ανθρώπινη διαδικασία συµπερασµού και λήψης αποφάσεων. Η ΤΝ προσέλκυσε 
έντονο ενδιαφέρον και έτυχε ισχυρής χρηµατοδότησης. 

Σε αναλογία µε το Σχήµα 1, µπορούµε να παραστήσουµε ένα σύστηµα ΤΝ µε τον τρόπο που φαίνεται 
στο Σχήµα 3. 

Αιτιακοί κανόνες

Στρατηγική ή
δοµή ελέγχου
Στρατηγική ή
δοµή ελέγχουu y

Β∆

 
Σχήµα 3. Ένα τυπικό σύστηµα Τεχνητής Νοηµοσύνης 

Βασικά εργαλεία της ΤΝ αποτελούν οι λειτουργίες χειρισµού συµβόλων καθώς και η λογική 
πρώτης τάξης. 

Η εκτεταµένη έρευνα στην περιοχή της ΤΝ οδήγησε σε σηµαντικά αποτελέσµατα όπως: 

� Τα έµπειρα συστήµατα 

� Τη θεωρία παιγνίων 

� Την αυτόµατη απόδειξη θεωρηµάτων 

� Τα συστήµατα επεξεργασίας φυσικής γλώσσας, κλπ. 

Όµως, η ΤΝ δεν στάθηκε στο ύψος των αρχικών προσδοκιών της. ∆εν συνεισέφερε σηµαντικά στη 
λύση ρεαλιστικών προβληµάτων σε τοµείς όπως η αναγνώριση και δεν βελτίωσε σηµαντικά την 
κατανόηση της ανθρώπινη διαδικασίας συλλογισµού, διαµόρφωσης εννοιών, αναγνώρισης προτύπων, 
κ.λπ. Επιπρόσθετα, η ΤΝ είναι αφιλόξενη σε διαδικασίες που εµπλέκουν αριθµητικά δεδοµένα. Τέλος, 
οι δυνατότητες χειρισµού της αβεβαιότητας, της ανακρίβειας και του θορύβου που παρέχει είναι 
µάλλον περιορισµένες. 

Περί Αβεβαιότητας 

Η αβεβαιότητα είναι µια βασική έννοια στη σχεδίαση συστηµάτων. Εµφανίζεται σε διάφορες µορφές 
που µπορεί να συνυπάρχουν σχεδόν σε κάθε ρεαλιστικό πρόβληµα. Χονδρικά, µπορούµε να 
διακρίνουµε τις παρακάτω: 

� Στοχαστική αβεβαιότητα 

Οφείλεται στην τυχαιότητα. Αυτή η µορφή της αβεβαιότητας είναι γνωστή και αντιµετωπίζεται 
από τα στοχαστικά µαθηµατικά. 

Κλασσικό παράδειγµα στοχαστικής αβεβαιότητας είναι η ρίψη του ζαριού: δεν µπορούµε να 
γνωρίζουµε µε βεβαιότητα το αποτέλεσµα εκ των προτέρων. 

Εργαλεία ΤΝ 

Αποτελέσµατα ΤΝ 

Αδυναµίες ΤΝ 
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� Πληροφοριακή αβεβαιότητα 

Οφείλεται στους περιορισµούς στους οποίους υπόκεινται τόσο ο άνθρωπος όσο και ο 
υπολογιστής σε σχέση µε την ποσότητα της πληροφορίας που µπορούν να χειριστούν 
ταυτόχρονα. 

Σε αυτήν την κατηγορία µπορούµε να εντάξουµε και την αβεβαιότητα που οφείλεται σε 
σφάλµατα µετρήσεων (δεν υπάρχει µετρητικό όργανο µε άπειρη ακρίβεια) αλλά και σε 
σφάλµατα αναπαράστασης (π.χ. αριθµός χρησιµοποιούµενων λέξεων για την αναπαράσταση 
πραγµατικών αριθµών στον υπολογιστή). Τέτοια σφάλµατα εισάγουν πληροφοριακή 
αβεβαιότητα σε ένα σύστηµα. 

� Γλωσσική αβεβαιότητα 

Αποτελεί το πιο «γνώριµο» είδος αβεβαιότητας αφού το βιώνουµε και το χειριζόµαστε 
καθηµερινά. Λέξεις όπως «µικρό» ή «µεγάλο», «πολύ» ή «λίγο» κ.λπ. εξαρτώνται από το 
αντικείµενο, το άτοµο που τις χρησιµοποιεί, τη χρονική στιγµή, τα συµφραζόµενα κ.λπ. 

Τα Κίνητρα της Μετάβασης 

Η «κλειστή» αντιµετώπιση των προβληµάτων µε την επιβολή ακριβών µαθηµατικών µοντέλων είχε ως 
άµεσο αποτέλεσµα την κλιµάκωση της πολυπλοκότητας στους περισσότερους γνωστικούς κλάδους. 
Επιπρόσθετα, µε την εξέλιξη της τεχνολογίας νέες ανάγκες εµφανίστηκαν και νέα προβλήµατα 
προέκυψαν, τα οποία όµως παρουσιάζουν σηµαντικά αυξηµένη δυσκολία. 

Οι παραδοσιακές τεχνικές και µεθοδολογίες αποδείχθηκαν ανίκανες να αντιµετωπίσουν αποτελεσµατικά 
διάφορες κατηγορίες  προβληµάτων, πολλά από τα οποία, παραδόξως, ο άνθρωπος καθηµερινά 
αντιµετώπιζε και έλυνε µε ιδιαίτερη ευκολία. Χαρακτηριστικά τέτοια παραδείγµατα αποτελούν τα 
προβλήµατα αναγνώρισης. Καθηµερινές τετριµµένες διεργασίες όπως η αναγνώρισης οµιλίας ή η 
αναγνώρισης µιας γνώριµης µορφής σε ένα άγνωστο περιβάλλον (παραδείγµατα που ο άνθρωπος 
επιλύει ασυναίσθητα σε κλάσµατα του δευτερολέπτου), συνεχίζουν να θεωρούνται δυσεπίλυτα, ακόµη 
και σήµερα, ακόµη και για τα πιο εξελιγµένα υπολογιστικά συστήµατα. 

Έτσι, γρήγορα το «δόγµα της ακρίβειας» που θεωρούταν αναπόσπαστο στοιχείο κάθε επιστηµονικής 
προσέγγισης, έγινε αντιληπτό ότι όχι µόνο είναι κάτι µη επιτεύξιµο (τουλάχιστον όχι σε αυθαίρετο 
βαθµό) αλλά και «εκτός θέµατος»· η περιγραφή της φύσης σε «κλειστή µορφή» ούτε είναι δυνατή 
αλλά ούτε αποτελεί και το στόχο. Ο στόχος είναι η σχεδίαση συστηµάτων που να επιδεικνύουν 
ευστάθεια και ευρωστία συµπεριφοράς, κάποιο βαθµό νοηµοσύνης και τελικά συνολική ικανότητα. 

Σχηµατοποιώντας τα παραπάνω, θα µπορούσαµε να πούµε ότι από την ακριβή επίλυση µιας 
προσέγγισης του προβλήµατος που ήταν το ζητούµενο µιας επιστήµης επικεντρωµένης στα µοντέλα 
όπου το ακριβές πρόβληµα µετασχηµατίζεται (µέσω απλοποιήσεων και παραδοχών) σε µια προσέγγισή 
του η οποία επιδέχεται κλειστής µοντελοποίησης, περάσαµε στην προσεγγιστική επίλυση του ακριβούς 
προβλήµατος. Απευθυνόµαστε ευθέως στο ίδιο το πρόβληµα για το οποίο αναζητούµε προσεγγιστικές 
λύσεις. 

Υπό το πρίσµα των παραπάνω, για µια ακόµη φορά, η επιστήµη στράφηκε στη φύση και τον άνθρωπο, 
ως ζωντανά παραδείγµατα «συστηµάτων» που επιδεικνύουν ενδογενή ικανότητα επίλυσης ιδιαίτερα 
πολύπλοκων προβληµάτων και την «ύψιστη» µορφή νοηµοσύνης: την ανθρώπινη νοηµοσύνη. 
Εξάλλου αυτή είναι και η µόνη νοηµοσύνη που µπορεί ο άνθρωπος να αντιληφθεί· κάθε άλλη µορφή 
νοηµοσύνης κάθε άλλο παρά τέτοια θα φαινόταν στον άνθρωπο αφού θα αδυνατούσε να την 
αντιληφθεί. Συνεπώς, η προσπάθεια για εµφύτευση νοηµοσύνης στις µηχανές δεν θα µπορούσε παρά 
να δανειστεί µεθόδους, τεχνικές και δοµές από τη φύση και από τον άνθρωπο. Το δάνειο αυτό αφορά 
τόσο σε δοµικά όσο και σε λειτουργικά πρότυπα. 

Τα δοµικά πρότυπα αφορούν στην φυσική (βιολογική) οργάνωση των µονάδων στις οποίες 
αποδίδεται νοηµοσύνη. Τα λειτουργικά πρότυπα αφορούν στην «φαινοµενική» επεξεργασίας της 
πληροφορίας: πώς δηλαδή αυτή παρατηρείται από έξω, ανεξάρτητα από τις δοµές που την 
«υποστηρίζουν». 

Άρση του δόγµατος 
της ακρίβειας 

Επιστροφή στη 
φύση και τον 
άνθρωπο 

∆οµικά  και 
λειτουργικά πρότυπα 
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Υπολογιστική Νοηµοσύνη 
Σε ένα κόσµο τεράστιας πολυπλοκότητας και ποικιλίας, τα γεγονότα ποτέ δεν επαναλαµβάνονται 
πανοµοιότυπα. ∆εν είναι όµως και τελείως διαφορετικά. Υπάρχει ένας κρίκος συνέχεις, οµοιότητας και 
προβλεψιµότητας που µας επιτρέπει να γενικεύουµε, συχνά µε επιτυχία, από παρελθούσα εµπειρία 
προς µελλοντικά γεγονότα. 

Λαµβάνοντας αυτό υπόψη, είναι εύκολο να δικαιολογήσουµε την ολοένα και αυξανόµενη απήχηση που 
έχουν οι αριθµητικές µέθοδοι αντιµετώπισης προβληµάτων του πραγµατικού κόσµου· προβλήµατα στα 
οποία η Τεχνητή Νοηµοσύνη συχνά απέτυχε ακόµη και να απευθυνθεί. 

Η παρεµβολή και η µάθηση µέσω παραδειγµάτων συντελούν στην «διαµόρφωση» µοντέλων µε 
βάση αποκλειστικά και µόνο µια συλλογή από ζεύγη εισόδων / εξόδων. Τα ζεύγη αυτά αποτελούν ένα 
τρόπο περιγραφής της επιθυµητής συµπεριφοράς του υπό σχεδίαση συστήµατος εναλλακτικό των 
µαθηµατικών µοντέλων. 

Σε ένα πλαίσιο σαν το παραπάνω, γεννήθηκε και αναπτύχθηκες η υπολογιστική νοηµοσύνη (ΥΝ  
Computational Intelligence, CI). Στην ΥΝ συγκαταλέγονται τρεις βασικές µεθοδολογίες: 

� Τα Ασαφή Συστήµατα 

� Τα Νευρωνικά ∆ίκτυα 

� Οι γενετικοί Αλγόριθµοι 

Αν ο άνθρωπος αλλά και η φύση µπορούν (εντελώς αφαιρετικά αλλά και µε πλήρη σεβασµό προς τις 
αναλογίες) να θεωρηθούν ως συστήµατα που επεξεργάζονται πληροφορίες, καθεµία από τις παραπάνω 
µεθοδολογίες έχουν εφελκύσει τη βάση τους από διαφορετικές πτυχές αυτών των «προτύπων 
επεξεργασίας». 

Έτσι, η ασαφής λογική έχει δανειστεί λειτουργικά πρότυπα από την ανθρώπινη διαδικασία 
συλλογισµού και εξαγωγής συµπεράσµατος, τα νευρωνικά δίκτυα έχουν δανειστεί το δοµικό πρότυπο 
του ανθρωπίνου εγκεφάλου, και οι γενετικοί αλγόριθµοι την ιδέα της εξέλιξης της φύσης, µεγάλο 
µέρος της οποίας ολοκληρώνεται στη θεωρία του ∆αρβίνου για την εξέλιξη των ειδών. 

Κοινά χαρακτηριστικά και των τριών µεθοδολογιών αποτελούν η ικανότητα για µάθηση και 
προσαρµογή αλλά και η ανεξαρτησία τους από µοντέλα. Γι αυτό το τελευταίο σηµείο, καλούνται 
εκτιµητές άνευ µοντέλου (model-free estimators). 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονίσουµε ότι αυτή η «ανεξαρτησία από µοντέλα» αφορά σε µοντέλα 
του προβλήµατος το οποίο καλούµαστε να επιλύσουµε. Και οι τρεις µεθοδολογίες, όπως και κάθε άλλη 
µεθοδολογία, προτείνουν συστήµατα µε καθορισµένη δοµή τα οποία µπορούν (ως έχουν) να 
αντιµετωπίσουν κάθε πρόβληµα (µιας συγκεκριµένης κατηγορίας) χωρίς την ανάγκη προσαρµογής της 
δοµής τους στις ιδιαιτερότητες του κάθε συγκεκριµένου προβλήµατος. Τα συστήµατα αυτά έχουν 
συγκεκριµένη δοµή η οποία συχνά καλείται και µοντέλο (για παράδειγµα, τα µοντέλα νευρωνικών 
δικτύων) τα οποία όµως δεν αποτελούν µοντέλα του προβλήµατος. Αποτελούν αρχιτεκτονικά πρότυπα 
που προτείνονται για την σχεδίαση νοηµόνων «µηχανών». 

Πριν την αναλυτική παρουσίαση κάθε µίας από τις τρεις µεθοδολογίες, αυτές παρουσιάζονται πολύ 
συνοπτικά στις παρακάτω παραγράφους. Η µορφή των συστηµάτων αυτών είναι κοινή και 
αναπαρίσταται στο παρακάτω σχήµα σε αναλογία µε το Σχήµα 1. Βασικό χαρακτηριστικό της είναι ότι 
τόσο οι είσοδοι όσο και οι έξοδοι βρίσκονται σε αριθµητική µορφή. 

......
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Σχήµα 4. Αφαιρετική αναπαράσταση ενός τυπικού συστήµατος ΥΝ 

Εκτίµηση άνευ 
µοντέλου 
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Ασαφή Συστήµατα 

Τα Ασαφή Συστήµατα (ΑΣ  Fuzzy Systems, FS) έχουν βασιστεί στην ανθρώπινη διαδικασία 
συλλογισµού. Μιµούνται, δηλαδή, τις ανθρώπινες διεργασίες εξαγωγής συµπεράσµατος σε συνθήκες 
αβεβαιότητας. Αναπαριστώντας τη γνώση κατάλληλα και µε διαφανή τρόπο µπορούν να αξιοποιήσουν 
την όποια διαθέσιµη ανθρώπινη εµπειρία στο τοµέα του προβλήµατος. Τέτοια γνώση µπορεί να 
ενσωµατωθεί σε ένα ασαφές σύστηµα µε τη µορφή αιτιακών κανόνων διατυπωµένων σε σχεδόν 
φυσική γλώσσα. 

Σε αναλογία µε την αφαιρετική αναπαράσταση που δίνεται στο Σχήµα 4, ένα ασαφές σύστηµα µπορεί 
να απεικονιστεί µε τον παρακάτω τρόπο. 

Γλωσσικές Μεταβλητές

Εξαγωγή Ασαφούς
Συµπεράσµατος

Εξαγωγή Ασαφούς
Συµπεράσµατος

y

Βάση ασαφών κανόνων

ΑσαφοποίησηΑσαφοποίηση ΑποασαφοποίησηΑποασαφοποίηση
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Σχήµα 5. Αφαιρετική αναπαράσταση ενός ασαφούς συστήµατος 

Νευρωνικά ∆ίκτυα 

Τα Νευρωνικά ∆ίκτυα (Ν∆  Neural Networks, NN) µιµούνται τη δόµηση του ανθρώπινου εγκεφάλου. 
Αποτελούν µια µαζική συνάθροιση απλούστατων και πυκνά αλληλοσυνδεδεµένων στοιχείων, των 
νευρώνων, σε αναλογία µε τα βιολογικά νευρικά κύτταρα. Τα Ν∆ µπορούν να αξιοποιήσουν αριθµητικά 
δεδοµένα σε µορφή ζευγών εισόδου / εξόδου, όπως παραδειγµατικά πρότυπα, ιστορικά δεδοµένα ή 
και µετρήσεις. 

Σε αναλογία µε την αφαιρετική αναπαράσταση που δίνεται στο Σχήµα 4, ένα νευρωνικό δίκτυο µπορεί 
να απεικονιστεί µε τον παρακάτω τρόπο. 
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Σχήµα 6. Αναπαράσταση ενός νευρωνικού δικτύου 

Γενετικοί Αλγόριθµοι 

Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι (ΓΑ  Genetic Algorithms, GA) µιµούνται την εξελικτική διαδικασία των 
βιολογικών συστηµάτων, όπως αυτή παρουσιάζεται στη θεωρία της εξέλιξης των ειδών του ∆αρβίνου. 
Αναπαριστούν τις πιθανές τιµές για τις παραµέτρους ενός προβλήµατος µε συµβολοσειρές 
αποτελούµενες συνήθως από δύο µόνο σύµβολα: το 0 και το 1. Οι τιµές αυτές των παραµέτρων (που 
αποτελούν και πιθανές λύσεις) αρχικοποιούνται µε τυχαίες τιµές και υποβάλλονται σε µια διαδικασία 
εξέλιξης µε τη βοήθεια τελεστών όπως η µετάλλαξη και η διασταύρωση σε µια προσπάθεια να 
εντοπιστούν συνεχώς βελτιωµένες νέες τιµές για τις παραµέτρους που, έπειτα από επαρκή εξέλιξη, θα 
αποτελέσουν και την λύση στο πρόβληµα. 
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Σχήµα 7. Αφαιρετική αναπαράσταση γενετικών αλγορίθµων 
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Ασαφής Λογική 

Εισαγωγή 

Η θεωρία συνόλων κατέχει κεντρική θέση στα µαθηµατικά και βρίσκεται στη βάση της λογικής. Κι 
όµως, δεν ήταν λίγες οι φορές που η θεωρία αυτή αµφισβητήθηκε ως προς την ισχύ της ενώ διάφορα 
παράδοξα στα οποία οδηγείται έχουν παραµείνει ιστορικά. Αν και τα παράδοξα αυτά, όταν 
διατυπώθηκαν, είχαν θεωρηθεί σοφιστείες, όλα τους είχαν το κέντρο τους στο σηµείο ανάµεσα στο 0 
και το 1: τις δύο µοναδικές τιµές που προβλέπει η κλασσική συνολοθεωρία για να περιγράψει εάν ένα 
σηµείο ενός πεδίου ορισµού ανήκει σε ένα ορισµένο σύνολο (1) ή όχι (0). 

Από τη Θέση στην Αντίθεση  Από το Α στο όχι-Α 

Πολύ συχνά όµως η δυαδική αυτή λογική αδυνατεί να περιγράψει καθηµερινά φαινόµενα και έρχεται 
σε αντίθεση µε την «κοινή» λογική. Για παράδειγµα, δεν είναι καθόλου δύσκολο να χαρακτηρίσουµε 
µια µεγάλη οµάδα κόκκων άµµου ως ένα «σωρό άµµου»: είναι κάτι «προφανές» που µε µια µατιά 
µπορούµε να διαπιστώσουµε. Ας θεωρήσουµε τώρα ότι αρχίζουµε να αφαιρούµε έναν-έναν τους 
κόκκους από το σωρό και σε κάθε βήµα θέτουµε την ερώτηση: αυτό που αποµένει είναι ένας «σωρός 
άµµου»; 

Σίγουρα, για ένα πολύ µεγάλο αριθµό από τέτοια βήµατα η απάντηση θα παραµείνει ρητή: «ναι». Για 
πόσο όµως; Θα φτάσει κάποια στιγµή που αναγκαστικά θα πρέπει να απαντήσουµε «όχι» γιατί τον 
µόνο που θα έχει αποµείνει είναι µια µικρή οµάδα κόκκων που σίγουρα δεν αποτελούν σωρό. 

Και εδώ έρχεται το κρίσιµο ζήτηµα: ποια στιγµή θα µεταβάλλουµε τη απάντησή µας από «ναι» σε 
«όχι»; Στο βήµα εκείνο, το µόνο που κάναµε ήταν να αποµακρύνουµε ένα και µόνο κόκκο άµµου. Κι 
όµως αυτό το γεγονός αποτέλεσε την ειδοποιό διαφορά ώστε από ένα σωρό άµµου να περάσουµε στο 
µη-σωρό (µιλώντας αυστηρά). Είναι φανερό ότι µια τέτοια αντιµετώπιση δηµιουργεί προβλήµατα, 
ιδίως όταν ξεφεύγουµε από τον «ιδεατό» και πλήρως δοµηµένο χώρο των µαθηµατικών για να 
προσανατολιστούµε σε πραγµατικά προβλήµατα. 

Το βασικό θέµα στο παραπάνω πρόβληµα είναι η αυστηρότητα της κλασσικής συνολοθεωρίας στον 
ορισµό συνόλων· οι µόνες εναλλακτικές για την οµάδα των κόκκων άµµου είναι δύο: είτε ανήκουν στο 
σύνολο των «σωρών» είτε όχι. Το σύνολο των «σωρών» όπως και κάθε άλλο σύνολο έχει αυστηρά 
όρια και µια αµελητέα διαφοροποίηση µπορεί να αποβεί καθοριστική για τη συµµετοχή ενός στοιχείου 
στο σύνολο ή όχι. 

Ένα δεύτερο παράδειγµα µπορεί να βοηθήσει στην καλύτερη κατανόηση του θέµατος αυτού. Ας 
θεωρήσουµε το σύνολο των «ψηλών ανθρώπων». Στην προσπάθειά µας να ορίσουµε το σύνολο αυτό, 
το πιο πιθανό είναι να καταφύγουµε σε µια στατιστική έρευνα για να εντοπίσουµε το µέσο ύψος των 
ανθρώπων και τότε θα λέγαµε ότι ένας άνθρωπος ανήκει στο σύνολο αυτό (δηλαδή είναι ψηλός) εάν 
και µόνο εάν το ύψος του είναι µεγαλύτερο από το µέσο όρο που υπολογίσαµε. Έτσι, αν το µέσο ύψος 
είναι 172 εκ. τότε όποιος είναι ψηλότερος από αυτό θεωρείται ψηλός ενώ όλοι οι υπόλοιποι όχι. 

Και εδώ εµφανίζεται και πάλι το πρόβληµα των αυστηρών συνόρων ενός κλασσικού συνόλου: Ένας 
άνθρωπος µε ύψος 171,9 δεν είναι «ψηλός» ενώ ένας άνθρωπος που είναι µόλις 1 χιλιοστό ψηλότερος 
είναι. 

Είναι φανερό ότι µια τέτοια αυστηρή συνολοθεωρία παγιδευµένη στις µοναδικές εναλλακτικές του 0 
και του 1, έχει πολύ συχνά δυσκολία στο να εκφράσει την πραγµατικότητα. 

Ο Ασαφής Κόσµος 

Η δυσκολία αυτή µπορεί να γίνει αντιληπτή και από το παρακάτω παράδειγµα: 

Ποια πρόταση από τις παρακάτω είναι πιο ακριβής στο να εκφράσει το διπλανό σχήµα; 

 

(α) Το σχήµα πιθανώς να είναι ένας κύκλος 

(β) Το σχήµα είναι ένας ασαφής κύκλος 

«Αυτός είναι ένας 
σωρός άµµου!» 

Το σύνολο των 
«ψηλών ανθρώπων» 

Ο ασαφής κύκλος 
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Παράδοξα Κλασσικής Λογικής 

Κατά καιρούς ένα σύνολο από «παράδοξα» έχουν διατυπωθεί. Τα παραδείγµατα αυτά αναφέρονται ως 
παράδοξα επειδή η κλασσική λογική αδυνατεί να τα «περιγράψει». Το κοινό στοιχείο τους είναι ότι 
κατά την προσπάθεια περιγραφής του µε µαθηµατικό φορµαλισµό οι εξισώσεις που καταστρώνονται 
καταλήγουν σε σχέση της µορφής: 

p = όχι-p 

όπου το p όχι µόνο είναι περιορισµένο στο διάστηµα [0, 1] αλλά µπορεί να λάβει µόνο τις τιµές 0 ή 1. 
Προφανώς η λύση σε τέτοια προβλήµατα είναι θεωρητικά το σηµείο ½ (αφού όχι-p=1-p). 

� Κάποιος Κρητικός έλεγε: 
 "Όλοι οι Κρητικοί λένε ψέµατα" 
Πρέπει να τον πιστέψουµε; 

� Ο κουρέας του Russell έλεγε: 
 "Κουρεύω µόνο όσους δεν κουρεύονται µόνοι τους" 
Ποιος κουρεύει τον κουρέα; 

� Ένας κανόνας λέει: 
 "Όλοι οι κανόνες έχουν εξαιρέσεις" 
Ισχύει αυτός ο κανόνας; 

∆ιάφοροι εξέχοντες επιστήµονες έχουν κατά καιρούς εκφράσει την αδυναµία των µαθηµατικών να 
απευθυνθούν σε ρεαλιστικά προβλήµατα καθώς και την ενδογενή αβεβαιότητα των ρεαλιστικών 
προβληµάτων. 

� A. Einstein 
Όταν οι νόµοι των µαθηµατικών αναφέρονται στην πραγµατικότητα δεν είναι βέβαιοι. Κι όταν 
είναι βέβαιοι δεν αναφέρονται στην πραγµατικότητα. 

� L. Zadeh 
Καθώς εγείρεται η πολυπλοκότητα, οι ακριβείς προτάσεις τείνουν να χάσουν την σηµασία τους 
και οι σηµαντικές προτάσεις τείνουν να χάνουν τη ακρίβειά τους. 

Ασαφή Σύνολα έναντι Κλασσικών Συνόλων 

Η θεµελίωση της Θεωρίας των Ασαφών Συνόλων οφείλεται στον Lotfi Zadeh που τα εισήγαγε µε µια 
δηµοσίευσή του το 1965 προκαλώντας ποικίλες αντιδράσεις. Στη θεωρία του, πρότεινε έναν 
διαφορετικό ορισµό για το σύνολο εισάγοντας την έννοια του βαθµού συµµετοχής ενός στοιχείου 
σε ένα σύνολο και επιτρέποντας στο βαθµό αυτό να λαµβάνει τιµές όχι µόνο 0 (για µη συµµετοχή) και 
1 (για συµµετοχή) αλλά και όλες τις (άπειρες) ενδιάµεσες. Επέτρεψε έτσι την µερική συµµετοχή ενός 
στοιχείου σε ένα σύνολο. 

Ο ορισµός του συνόλου αποτελεί τη βάση της συνολοθεωρίας η οποία µε τη σειρά της στηρίζει τη 
µαθηµατική λογική. Έτσι, η υιοθέτηση ενός ριζικά διαφορετικού ορισµού για το σύνολο, είχε 
αλυσιδωτές αντιδράσεις επηρεάζοντας καταλυτικά και όλες τις στηριζόµενες σε αυτό θεωρίες. Για 
παράδειγµα, το τρίπτυχο των βασικών αξιωµάτων της κλασσικής λογικής δεν είχε πλέον ισχύ στην νέα 
θεωρία των ασαφών συνόλων. 

Ορισµός Συνόλου 

Τα κλασσικά µαθηµατικά, προσφέρουν τρεις τρόπους για τον ορισµό ενός συνόλου: 

1. Μέσω απαρίθµησης 
Ένα σύνολο ορίζεται παραθέτοντας εξαντλητικά όλα τα στοιχεία που το απαρτίζουν. 

2. Μέσω µιας κοινής ιδιότητας 
Για παράδειγµα, το σύνολο των άρτιων φυσικών αριθµών. 

3. Μέσω µιας χαρακτηριστικής συνάρτησης 
Για παράδειγµα, το σύνολο των ανθρώπων που έχουν ύψος πάνω από 172 εκατοστά. 

Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι τα στοιχεία που ανήκουν σε ένα σύνολο, ανήκουν πλήρως σε αυτό 
(µε βαθµό συµµετοχής 1) ενώ τα υπόλοιπα δεν ανήκουν «καθόλου» (βαθµός συµµετοχής 0). Έτσι, ο 

Χαρακτηριστική 
συνάρτηση 
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ορισµός ενός συνόλου αποτελεί µια απεικόνιση από έναν πληθυσµό (όλα τα πιθανά στοιχεία) στις δύο 
τιµές {0,1}. Η απεικόνιση αυτή καλείται χαρακτηριστική συνάρτηση και για ένα κλασσικό σύνολο 
έχει τη µορφή: 

X→{0,1} 

Τα ασαφή σύνολα, αίρουν αυτόν τον περιορισµό, επεκτείνοντας την χαρακτηριστική συνάρτηση στην 
συνάρτηση συµµετοχής. Η συνάρτηση συµµετοχής λαµβάνει τιµές στο κλειστό διάστηµα [0,1]: 

X→[0,1] 

Έτσι, η κλασσική λογική µπορεί να θεωρηθεί ως µια ειδική περίπτωση της ασαφούς λογικής αφού η 
δεύτερη την εµπεριέχει. 

Ως παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τα δύο παρακάτω σύνολα: 

1. Το κλασσικό σύνολο των αριθµών που είναι µεγαλύτεροι του 5 

2. Το ασαφές σύνολο των αριθµών που είναι κοντά στο 5 

Η χαρακτηριστική συνάρτηση του πρώτου και η συνάρτηση συµµετοχής του δεύτερου δίνονται στο 
παρακάτω σχήµα. 

 
(a) Το κλασσικό σύνολο των αριθµών που είναι µεγαλύτεροι του 5  (b) Το ασαφές σύνολο των 

αριθµών που είναι κοντά στο 5 
Σχήµα 8. Παράδειγµα (a) κλασσικού και (b) ασαφούς συνόλου 

 

Παράδειγµα 

Ας θεωρήσουµε το πρόβληµα της σχεδίασης ενός ελεγκτή για ένα κλιµατιστικό σύστηµα. Ο ελεγκτής 
αυτός θα χρησιµοποιεί τις µετρήσεις ενός αισθητήρα για τη θερµοκρασία και µε βάση αυτές θα 
ρυθµίζει την ένταση λειτουργίας του ώστε να διατηρεί σταθερή τη θερµοκρασία ενός δωµατίου. Είναι 
αρκετά απλό να περιγράψουµε τον επιθυµητό αλγόριθµο λειτουργίας: 

Όσο πιο υψηλή είναι η θερµοκρασία του δωµατίου, τόσο πιο έντονα θα πρέπει να λειτουργήσει το 
κλιµατιστικό ώστε να καταφέρει γρήγορα να την φέρει στα επιθυµητά επίπεδα. Όταν η θερµοκρασία 
φτάσει στα επιθυµητά επίπεδα, η λειτουργία του κλιµατιστικού θα πρέπει να σταµατήσει. 

Η απλή αυτή λογική προϋποθέτει την κατάτµηση του πεδίου τιµών των θερµοκρασιών σε ένα αριθµό 
συνόλων καθένα από τα οποία θα αντιπροσωπεύει περιοχές θερµοκρασιών όπως «πολύ υψηλή», 
«υψηλή», κλπ. 

Με τη βοήθεια αυτών των συνόλων µπορούµε να γράψουµε τους παρακάτω εµπειρικούς κανόνες: 

1. Αν η θερµοκρασία είναι «πολύ υψηλή» τότε η ένταση λειτουργίας πρέπει να είναι «υψηλή» 

2. Αν η θερµοκρασία είναι «υψηλή» τότε η ένταση λειτουργίας πρέπει να είναι «κανονική» 

3. Αν η θερµοκρασία είναι «µεσαία» τότε η λειτουργία πρέπει να διακοπεί. 

Στο παρακάτω σχήµα δίδονται οι δύο εναλλακτικές: ασαφή σύνολα και κλασσικά σύνολα. Από το 

Συνάρτηση 
συµµετοχής 
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σχήµα αυτό γίνεται φανερή η διαφορά µεταξύ της ασαφούς και της κλασσικής προσέγγισης. 

 

Στην κλασσική προσέγγιση ορίζουµε διαστήµατα. Όταν η θερµοκρασία βρίσκεται στο διάστηµα που 
είναι σηµειωµένο µε «very high», τότε θα πυροδοτηθεί ο κανόνας 1 ενώ οι κανόνες 2 και 3 δεν θα 
πυροδοτούνται καθόλου αφού η παρούσα θερµοκρασία δεν ανήκει καθόλου ούτε στο σύνολο των 
«υψηλών» θερµοκρασιών αλλά ούτε και στο σύνολο των «µεσαίων» θερµοκρασιών. Καθώς η 
θερµοκρασία πέφτει και όταν φτάσει στο όριο των δύο συνόλων, απότοµα θα σταµατήσει να 
πυροδοτείται ο κανόνας 1 ενώ θα ενεργοποιηθεί ο κανόνας 2. 

Στην ασαφή προσέγγιση, στα σύνολα έχει επιτραπεί να «επεκταθούν». Έτσι µια θερµοκρασία µπορεί 
να ανήκει ταυτόχρονα και στο σύνολο των «πολύ υψηλών» θερµοκρασιών αλλά και στο σύνολο των 
«υψηλών» µε διαφορετικό ίσως βαθµό συµµετοχής. Έτσι, σε κάποια δεδοµένη στιγµή δύο ή και 
περισσότεροι κανόνες µπορεί να είναι ταυτόχρονα ενεργοί επηρεάζοντας τη συνολική απόκριση του 
συστήµατος. Συνεπώς, η µετάβαση µεταξύ των διαφόρων περιοχών των θερµοκρασιών είναι πλήρως 
οµαλή. 

Πράξεις σε Ασαφή Σύνολα 

Οι πράξεις µεταξύ συνόλων όπως αυτές ορίζονται στην κλασσική λογική, µπορούν να επεκταθούν και 
στα ασαφή σύνολα. Έτσι, µπορούµε να ορίσουµε τις τρεις παρακάτω βασικές πράξεις. 

Έστω δύο ασαφή σύνολα Α και Β. Τότε ορίζουµε τις εξής πράξεις: 

� ΣυµπλήρωµαA: 
 A(x) = 1 - A(x) 

� Ένωση A∪B: 
 (A∪B)(x) = max{A(x), B(x)} 

� Τοµή A∩B: 
 (A∩B)(x) = min{A(x), B(x)} 

Μια γραφική αναπαράσταση των πράξεων αυτών δίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Σχήµα 9. Πράξεις ασαφών συνόλων. (a) Συµπλήρωµα, (b) τοµή και (c) ένωση 

Οι παραπάνω πράξεις είναι κατάλληλα ορισµένες ώστε όταν τα σύνολα Α και Β είναι κλασσικά και όχι 
ασαφή να έχουν τα ίδια αποτελέσµατα µε τις αντίστοιχες πράξεις της κλασσικής συνολοθεωρίας. 

Είναι σηµαντικό επίσης να σηµειωθεί ότι οι παραπάνω ορισµοί δεν είναι µοναδικοί. Κατά καιρούς έχουν 
προταθεί διάφοροι άλλοι αλλά αυτοί είναι οι απλούστεροι και πλέον χρησιµοποιούµενοι. 

Ασαφής Λογική 

Η ασαφής λογική θεµελιώνεται στις τρεις πράξεις: 

� Λογικό και (∧, αντιστοιχεί σε τοµή) 

� Λογικό ή (∨, αντιστοιχεί σε ένωση), 

� Λογική άρνηση (¬, αντιστοιχεί σε συµπλήρωµα) 

Λογική είναι η µελέτη των συλλογιστικών µεθόδων και της διαδικασίας εξαγωγής συµπερασµάτων 
από δεδοµένα. 

Ο κλασσικός Προτασιακός Λογισµός είναι η παραγωγή συλλογιστικής µε το σχηµατισµό προτάσεων 
από λογικές µεταβλητές οι οποίες (προτάσεις) αποτιµούνται ως αληθείς ή ψευδείς. 

Η Ασαφής Λογική «επανατοποθετεί» το θέµα αυτό επιτρέποντας σε µια πρόταση να λάβει 
οποιοδήποτε βαθµό αλήθειας µεταξύ του ψευδούς (0) και αληθούς (1). Η µελέτη της ασαφούς λογικής 
αναλύεται στα παρακάτω τρία συστατικά: 

� Τις Γλωσσικές Μεταβλητές 

� Τις Ασαφείς Προτάσεις 

� Την Εξαγωγή συµπεράσµατος από ασαφείς προτάσεις 

Καθένα από αυτά τα θέµατα εξετάζονται ξεχωριστά στις επόµενες παραγράφους. 

Γλωσσικές Μεταβλητές 

Στο εσωτερικό ενός ασαφούς συστήµατος, η διαδικασία συλλογισµού και εξαγωγής συµπεράσµατος 
επεξεργάζεται ασαφή σύνολα και όχι αριθµούς: τόσο οι εµπειρικοί αιτιακοί κανόνες που καθορίζουν την 
συµπεριφορά του συστήµατος όσο και οι ίδιες οι είσοδοι και έξοδοι είναι ασαφή σύνολα. 

Στο παράδειγµα της προηγούµενης παραγράφου (ελεγκτής κλιµατιστικού συστήµατος), για να 
περιγράψουµε την επιθυµητή συµπεριφορά χρησιµοποιήσαµε λεκτικές περιγραφές όπως «µεσαία», 
«υψηλή», «πολύ υψηλή» κ.λπ. Οι όροι αυτοί ονοµάζονται γλωσσικοί όροι και θα πρέπει, προφανώς, 
να αντιστοιχούν σε ρητά ορισµένες οντότητες ώστε να µπορέσει το σύστηµα να τους ερµηνεύσει και 
να τους χρησιµοποιήσει. Στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 10) φαίνεται η αντιστοίχηση γλωσσικών όρων 
µε κατάλληλα ορισµένα ασαφή σύνολα µέσω των λεγόµενων σηµασιολογικών κανόνων. 

Λογικές Πράξεις 

Λογική 

Προτασιακός 
Λογισµός 

Ασαφής Λογική 

Γλωσσικοί 
όροι/ τιµές 
(linguistic terms/ 
values) 
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Σηµασιολογικοί
Κανόνες

Γλωσσικοί Όροι
(γλωσσικές τιµές)

Γλωσσική
Μεταβλητή

Ασαφή Σύνολα
(∆ιαµέριση)

ΘερµοκρασίαΘερµοκρασία

 
Σχήµα 10. Ορισµός γλωσσικών όρων και γλωσσικών µεταβλητών 

Συµπερασµατικά, µπορούµε να πούµε ότι µέσω των γλωσσικών όρων δηµιουργούµε µια µορφή 
«ορολογίας»  κοινής για εµάς και το σύστηµα. Έτσι, όταν στη συνέχεια γράψουµε έναν αιτιακό κανόνα 
της µορφής: 

ΕΑΝ η Θερµοκρασία είναι ΥΨΗΛΗ ΤΟΤΕ η Ένταση Λειτουργίας είναι ΥΨΗΛΗ  

η σηµασία του κανόνα είναι σαφώς καθορισµένη. 

Η µεταβλητή θερµοκρασία στον παραπάνω ορισµό λαµβάνει ως τιµές γλωσσικούς όρους. Έτσι, 
αναφερόµαστε πλέον στην γλωσσική µεταβλητή θερµοκρασία (linguistic variable). 

Ασαφείς Προτάσεις 

Η απλούστερη µορφή µιας πρότασης είναι η: 

 V είναι P  .  

όπου V γλωσσική µεταβλητή: υποκείµενο και 
  P γλωσσικός όρος: κατηγόρηµα. 

Στην κλασσική λογική κάθε πρόταση αποτιµάται είτε ως αληθής (1) είτε ως ψευδής (0). Η δυαδικότητα 
αυτή αίρεται από την ασαφή λογική: στις προτάσεις αποδίδεται κάποιος βαθµός αλήθειας (ή, 
ισοδύναµα, ψεύδους). Έτσι, η αποτίµηση µια ασαφούς πρότασης µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή 
στο διάστηµα [0,1]. 

Μια µορφή πιο σύνθετων προτάσεων αποτελούν οι υποθετικές προτάσεις: 

 ΑΝ A είναι A TΟΤΕ B είναι B            (A ⇒ B) 

όπου A, B γλωσσικές µεταβλητές και 
  A, B γλωσσικοί όροι 

Εξαγωγή Συµπεράσµατος από Ασαφείς Προτάσεις 

Ένας τυπικός κανόνας εξαγωγής συµπεράσµατος στην κλασσική λογική, είναι ο «Τρόπος του 
θέτειν» (modus ponens). Με βάση κάποιον κανόνα (γνώση) και κάποιο γεγονός (κάποια δεδοµένα 
εισόδου, παρατήρηση) εξάγει συµπέρασµα (αποφαίνεται για την έξοδο): 

 (A⇒B) ∧ A ⇒ B  .  

Λεκτικά, αυτό µπορεί να αποδοθεί ως εξής: 

Αν (1) γνωρίζω ότι το A συνεπάγεται το B και (2) παρατηρώ το A, 
τότε συµπεραίνω το B. 

Ο κανόνας αυτός, αν και φαινοµενικά απλοϊκός, αποτελεί βασικό εργαλείο για τη διαδικασία 
συλλογισµού και εξαγωγής συµπεράσµατος. 

Γλωσσική µεταβλητή 
(linguistic variable) 

Βαθµός αλήθειας 

Υποθετικές 
προτάσεις 

"Τρόπος του θέτειν" 
(modus ponens) 
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Το πρώτο µέρος του κανόνα αυτού αποτελείται από (1) µια υποθετική πρόταση (A⇒B) και (2) µια 
απλή δηλωτική πρόταση A. Όπως προαναφέρθηκε, στην κλασσική λογική κάθε πρόταση µπορεί να 
αποτιµηθεί µε δύο και µόνο τιµές: 0 ή 1. Αυτό σηµαίνει ότι εάν δεν παρατηρήσουµε (µετρήσουµε) 
ακριβώς το A τότε δεν µπορούµε να συµπεράνουµε τίποτε για το B, ακόµη και εάν αυτό που θα 
παρατηρήσουµε είναι (αυθαίρετα) κοντά στο A. 

Υιοθετώντας βαθµούς αλήθειας, η ασαφής λογική ξεφεύγει από τους περιορισµούς της κλασσικής 
λογικής: µια πρόταση µπορεί να ισχύει εν µέρει. Έτσι, απαιτείται η επέκταση του «Τρόπου του θέτειν» 
ώστε να µπορέσει να αξιοποιήσει το χαρακτηριστικό αυτό προβαίνοντας σε συµπεράσµατα ακόµη και 
όταν οι υποθέσεις δεν ισχύουν πλήρως. Το αποτέλεσµα είναι ο «Γενικευµένος τρόπος του θέτειν» 
(generalised modus ponens): 

 . (A⇒B) ∧ A' ⇒ B'.  

ή 

ΚΑΝΟΝΑΣ:  ΑΝ A είναι A TΟΤΕ B είναι B 
ΓΕΓΟΝΟΣ:  A είναι A' 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ: B είναι B' 

Λεκτικά, ο κανόνας αυτός µπορεί να αποδοθεί ως: 

Αν (1) γνωρίζω ότι το A συνεπάγεται το B και (2) παρατηρώ κάτι «κοντά» στο A, 
τότε συµπεραίνω κάτι «κοντά» το B. 

Όσο πιο «κοντά» είναι το Α’ στο Α, τόσο πιο «κοντά» θα είναι το Β’ στο Β. 

Ασαφή Συστήµατα 

Η καρδιά ενός ασαφούς συστήµατος είναι η µηχανή εξαγωγής ασαφούς συµπεράσµατος. Η 
µηχανή αυτή χρησιµοποιεί τις µεθόδους που περιγράφηκαν προηγουµένως για να παράγει εξόδους µε 
βάση τις εισόδους, τις γλωσσικές µεταβλητές που έχουν οριστεί και τους κανόνες που έχουν εισαχθεί. 

Όλη η επεξεργασία σε ένα ασαφές σύστηµα πραγµατοποιείται χρησιµοποιώντας ασαφή σύνολα. Όµως, 
ένα ασαφές σύστηµα καλείται να λειτουργήσει σε ένα περιβάλλον όπου οι είσοδοί του προέρχονται 
από κάποιους αισθητήρες ή άλλες µετρητικές συσκευές που µπορούν να παρέχουν µόνο βαθµωτά 
µεγέθη (απλές τιµές) και οι έξοδοί του θα πρέπει να προωθηθούν σε κάποιες άλλες συσκευές που 
δέχονται µόνο βαθµωτές τιµές. 

Συνεπώς, κάποια µετατροπή από βαθµωτά µεγέθη σε ασαφή σύνολα απαιτείται κατά την είσοδο των 
δεδοµένων και η ανάστροφη µετατροπή κατά την έξοδο. Τις µετατροπές αυτές αναλαµβάνουν δύο 
αντίστοιχα υποσυστήµατα, ονοµαστικά το υποσύστηµα ασαφοποίησης (fuzzification) και το 
υποσύστηµα αποασαφοποίησης (defuzzification). 

Για τη µετατροπή ενός ασαφούς συνόλου σε βαθµωτό, το υποσύστηµα αποασαφοποίησης µπορεί να 
χρησιµοποιήσει διάφορες εναλλακτικές µεθόδους. Η πιο απλή και κοινή είναι η αποασαφοποίηση µε τη 
µέθοδο του κέντρου βάρους. 

 
Σχήµα 11. Ένα τυπικό ασαφές σύστηµα 

«Γενικευµένος 
τρόπος του θέτειν» 
(generalised modus 
ponens) 

Μηχανή εξαγωγής 
ασαφούς 
συµπεράσµατος 

Ασαφοποίηση και 
αποασαφοποίηση 
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Παράδειγµα Εξαγωγής Ασαφούς Συµπεράσµατος 

Ας θεωρήσουµε το παρακάτω απλοϊκό παράδειγµα1: 

Επιθυµούµε να σχεδιάσουµε ένα σύστηµα που να αποφασίζει αυτόµατα για το φιλοδώρηµα που 
πρέπει να αφήσουµε σε ένα εστιατόριο µε βάση (α) την ποιότητα της εξυπηρέτησης και (β) την 
ποιότητα του φαγητού. Θεωρούµε ότι η ποιότητα εξυπηρέτησης και φαγητού (είσοδοι) 
περιγράφονται από ένα βαθµό στην κλίµακα 0-10, ενώ το φιλοδώρηµα (έξοδος) µπορεί να λάβει 
τιµές από 0% ως 25% του ποσού του λογαριασµού. 

Η απόφαση για το ύψος του φιλοδωρήµατος είναι σχετικά απλή και βασίζεται σε απλούς κανόνες. 
Είναι, για παράδειγµα, προφανές ότι εάν η ποιότητα της εξυπηρέτησης είναι χαµηλής τότε το ύψος του 
φιλοδωρήµατος θα την ακολουθήσει. Βλέπουµε δηλαδή ότι άµεσα µπορούµε να γράψουµε κάποιους 
αιτιακούς κανόνες για το συγκεκριµένο πρόβληµα. Πριν το κάνουµε όµως αυτό, θα πρέπει να 
«ορίσουµε τη γλώσσα» µας, δηλαδή να ορίσουµε τους γλωσσικούς όρους. 

Επιλέγοντας αυθαίρετα µορφή και πυκνότητα για τα ασαφή σύνολα, καταλήγουµε σε µια διαµέριση 
σαν αυτή του παρακάτω σχήµατος για τις δύο µεταβλητές εισόδου. 

0 10

ΧΑΜΗΛΗΧΑΜΗΛΗ ΜΕΤΡΙΑΜΕΤΡΙΑ ΥΨΗΛΗΥΨΗΛΗ

Ποιότητα ΕξυπηρέτησηςΠοιότητα Εξυπηρέτησης

0 10

ΧΑΜΗΛΗΧΑΜΗΛΗ ΜΕΤΡΙΑΜΕΤΡΙΑ ΥΨΗΛΗΥΨΗΛΗ

Ποιότητα ΦαγητούΠοιότητα Φαγητού

 
Σχήµα 12. Ορισµός γλωσσικών όρων παραδείγµατος 

Για την ποιότητα εξυπηρέτησης επιλέξαµε σιγµοειδή ασαφή σύνολα και για την ποιότητα του φαγητού 
τραπεζοειδή. Για την έξοδο (ύψος φιλοδωρήµατος) επιλέγουµε µια αντίστοιχη διαµέριση µε 
τριγωνοειδή ασαφή σύνολα και ορίζουµε τους αντίστοιχους όρους. 

Με βάση τους αυτούς τους γλωσσικούς όρους, µπορούµε τώρα να ενσωµατώσουµε «γνώση» στο 
σύστηµά µας µε τη µορφή αιτιακών κανόνων. Καταλήγουµε στους τρεις παρακάτω κανόνες: 

ΕΑΝ η Ποιότητα Εξυπηρέτησης είναι ΧΑΜΗΛΗ Η’ η Ποιότητα Φαγητού είναι ΧΑΜΗΛΗ ΤΟΤΕ το Ύψος Φιλοδωρήµατος είναι ΧΑΜΗΛΟ 

ΕΑΝ η Ποιότητα Εξυπηρέτησης είναι ΜΕΤΡΙΑ ΤΟΤΕ το Ύψος Φιλοδωρήµατος είναι ΜΕΤΡΙΟ 

ΕΑΝ η Ποιότητα Εξυπηρέτησης είναι ΥΨΗΛΗ Η’ η Ποιότητα Φαγητού είναι ΥΨΗΛΗ ΤΟΤΕ το Ύψος Φιλοδωρήµατος είναι ΥΨΗΛΟ 

Παρατηρούµε ότι στον δεύτερο κανόνα δεν λαµβάνουµε υπόψη την ποιότητα του φαγητού: 
οποιαδήποτε και αν είναι η ποιότητα του φαγητού εάν η ποιότητα εξυπηρέτησης είναι µέτρια 
επιθυµούµε να αφήσουµε µέτριο φιλοδώρηµα. Επίσης σηµειώνουµε ότι οι δύο προτάσεις στο πρώτο 
µέλος των κανόνων 1 και 3 συνδέονται µε λογικό-ή. 

Οι τρεις αυτοί κανόνες παρουσιάζονται πιο περιγραφικά στο Σχήµα 13. 

                                                
1 Το παράδειγµα αυτό είναι προσαρµοσµένο από το εγχειρίδιο Fuzzy Logic Toolbox που συνοδεύει το λογισµικό MATLAB της 

εταιρίας MATHWORKS. 
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Σχήµα 13. Οι κανόνες που χρησιµοποιούνται από το σύστηµα του παραδείγµατος 

Στο σχήµα αυτό επιδεικνύεται και η λειτουργία του συστήµατος. Ας θεωρήσουµε ότι έχουµε πλέον 
σχεδιάσει το σύστηµα και το χρησιµοποιούµε για να προσδιορίσουµε το ύψος του φιλοδωρήµατος σε 
µια περίσταση όπου έχουµε βαθµολογήσει την ποιότητα της εξυπηρέτησης µε 3 και την ποιότητα του 
φαγητού µε 8. 

Η τιµή 3 της εξυπηρέτησης, τέµνει τα ασαφή σύνολα της πρώτης στήλης (που σχετίζονται µε την 
εξυπηρέτηση) σε κάποια σηµεία, π.χ. χονδρικά στα 0.2, 0.6 και 0 από τον πρώτο κανόνα προς τον 
τρίτο. 

Οµοίως, η τιµή 8 του φαγητού, τέµνει τα ασαφή σύνολα της δεύτερης στήλης (που σχετίζονται µε το 
φαγητό) σε κάποια σηµεία, π.χ. χονδρικά στα 0, - και 0.7 από τον πρώτο κανόνα προς τον τρίτο. 

Λόγω του λογικού-ή µεταξύ των υποθέσεων, για κάθε κανόνα παίρνουµε τα µέγιστα των σηµείων 
τοµής. (Για τον δεύτερο κανόνα έχουµε µόνο ένα σηµείο τοµής.) Έτσι, έχουµε τα σηµεία 0.2, 0.6 και 
0.7. 

Οι τιµές αυτές, καθορίζουν τα σηµεία στα οποία θα τέµνουµε τα ασαφή σύνολα της µεταβλητής 
εξόδου (φιλοδώρηµα) κάθε κανόνα. 

Το αποτέλεσµα της τοµής είναι τρεις ασαφή σύνολα (ένα για κάθε κανόνα). Ουσιαστικά κάθε κανόνας 
αποφάνθηκε ξεχωριστά για την περίπτωση και το συµπέρασµά του εµφανίζεται στο ασαφές σύνολο 
εξόδου του (τελευταία στήλη). Παρατηρούµε ότι οι απαντήσεις των κανόνων δεν έχουν όλες την ίδια 
«βαρύτητα». Ο πρώτος κανόνας έδωσε «µικρό» ασαφές σύνολο εξόδου. Γενικά, όσο πιο σχετικός είναι 
ένας κανόνας µε τη συγκεκριµένη είσοδο τόσο πιο πολύ τείνει να επηρεάσει την έξοδο εξάγοντας πιο 
«ψηλά» ασαφή σύνολα. 

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, ο τρίτος κανόνας ήταν ο πλέον σχετικός και έτσι πυροδοτήθηκε σε 
επίπεδο 0.7 έναντι του 0.2 και 0.6 των άλλων. 
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Στο τελευταίο βήµα, οι µερικές απαντήσεις κάθε κανόνα (ασαφή σύνολα) πρέπει να συνδυαστούν σε 
ένα µοναδικό ασαφές σύνολο. Η υπέρθεση των µερικών απαντήσεων οδηγεί στο ασαφές σύνολο στην 
κάτω δεξιά θέση του σχήµατος 13. 

Η τελική απόφαση για το ύψος του φιλοδωρήµατος λαµβάνεται µετά από την αποασαφοποίηση του 
αυτού του ασαφούς συνόλου, χρησιµοποιώντας, για παράδειγµα, τη µέθοδο του κέντρου βάρους. 
Έτσι, για το ασαφές σύνολο εξόδου του παραδείγµατος, η αποασαφοποίηση δίνει την τιµή 16.7%. 
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Νευρωνικά ∆ίκτυα 

Εισαγωγή 

Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα υιοθετούν το δοµικό πρότυπο του ανθρώπινου εγκεφάλου. Η ανάπτυξη 
της θεωρίας των νευρωνικών δικτύων επηρεάστηκε σηµαντικά από την χρονική εξέλιξη των 
συµβάντων στον τοµέα της Βιολογία και της Φυσιολογίας. 

Η πρώτη συστηµατική κατανόηση του ανθρώπινου εγκεφάλου αποδίδεται στον Ramón y Cajál ο 
οποίος αναγνώρισε και περιέγραψε τους νευρώνες ως βασικά δοµικά στοιχεία του εγκεφάλου το 1911. 
Από τότε, η έρευνα στα βιολογικά νευρωνικά δίκτυα έχει πραγµατοποιήσει σηµαντικές ανακαλύψεις αν 
και αποτελεί ακόµη ένα ανοικτό ερευνητικό πεδίο. 

Με τη γέννηση του ανθρώπου, ο εγκέφαλος παρουσιάζεται υψηλά δοµηµένος µε έµφυτη 
ικανότητα διαµόρφωσης κανόνων µέσω της «εµπειρίας». Την πρώτη διετία της ζωής, η ανάπτυξη 
του εγκεφάλου πραγµατοποιείται µε δραµατικά υψηλούς ρυθµούς: σχηµατίζονται περίπου 1 
εκατοµµύριο συνάψεις κάθε δευτερόλεπτο! Στην συνέχεια αν και η ανάπτυξη αυτή συνεχίζεται, 
εµφανίζει κάµψη στους ρυθµούς της. 

Η ∆οµή του Εγκεφάλου 

Σχήµα 14. Η δοµή του νευρώνα 

Νευρώνας 

Ο νευρώνας (ή νευρικό κύτταρο) 
αποτελεί το βασικό δοµικό συστατικό του 
εγκεφάλου. 

Χονδρικά, ένας νευρώνας απαρτίζεται (i) 
από ένα αισθητήριο τµήµα όπου 
συλλέγονται οι είσοδοι από προηγούµενους 
νευρώνες, (ii) ένα τµήµα (ηλεκτροχηµικής) 
«επεξεργασίας» και (iii) ένα τµήµα µέσω 
του οποίου διαδίδεται η έξοδος. 

Σύναψη 

Η σύναψη (ή σύνδεσµος) αποτελεί 
στοιχειώδη δοµική και λειτουργική µονάδα 
που µεσολαβεί στην αλληλεπίδραση 
µεταξύ νευρώνων. Με τη βοήθεια µιας 
σύναψης, ένας νευρώνας µπορεί να δρα 
προτρεπτικά ή αποτρεπτικά στο νευρώνα-
αποδέκτη του. 

∆ενδρίτης 

Οι δενδρίτες (dendrites) απαρτίζουν την 
αισθητήρια ζώνη του νευρώνα και 
συλλέγουν τις εισόδους του από άλλους 
νευρώνες. 

Άξονας 

Ο άξονας (axon) αποτελεί τη γραµµή 
µετάδοσης ενός νευρώνα και διανέµει την 
έξοδό του σε άλλους νευρώνες. 

 

Βιολογικά Νευρωνικά ∆ίκτυα Έναντι Υπολογιστικών Συστηµάτων 

Συγκρινόµενα µε τα ψηφιακά επιτεύγµατα της σύγχρονης τεχνολογίας, τα βιολογικά νευρωνικά δίκτυα 
εµφανίζονται σχετικά αργά. Το γεγονός αυτό, όµως, αντισταθµίζεται από τη µαζικότητα που 
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εµφανίζουν: υπολογίζεται ότι ο ανθρώπινος εγκέφαλος αποτελείται από 10 δισεκατοµµύρια νευρώνες 
(neurons) και 60 τρισεκατοµµύρια συνάψεις (synapses). 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει συγκριτικές τιµές για κάποια µεγέθη: 

 

 Βιολογικά Ν∆ H/Y 

Χρονική τάξη συµβάντων 10-3sec 10-9sec 

Ενεργητική ικανότητα 10-16J/op/sec 10-6J/op/sec 

Λειτουργίες αντιληπτικής αναγνώρισης 
(π.χ. αναγνώριση γνώριµων προσώπων
σε άγνωστο περιβάλλον) 

100-200 msec ~µέρες (ενδεικτικά)

Πίνακας. Σύγκριση βιολογικών νευρωνικών δικτύων µε σύγχρονους υπολογιστές 

Τεχνητά Νευρωνικά ∆ίκτυα 

Ένα Τεχνητό Νευρωνικό ∆ίκτυο (ΤΝ∆  Artificial Neural Network, ANN) είναι ένα κατανεµηµένο 
σύστηµα επεξεργασίας, µαζικής παραλληλίας, µε ικανότητα αποθήκευσης και ανάκλησης γνώσης 
προερχόµενης από εµπειρία. Το σύστηµα αυτό µοιάζει στον ανθρώπινο εγκέφαλο στα εξής: 

• Αποκτά γνώση µέσω µιας διαδικασίας µάθησης 

• Αποθηκεύει τη γνώση στα βάρη των συνδέσεων µεταξύ νευρώνων. 

Στην ιστορία των τεχνητών νευρωνικών δικτύων µπορούµε να αναγνωρίσουµε κάποιες σηµαντικές 
ηµεροµηνίες που καθόρισαν τις εξελίξεις στο χώρο αυτό: 

1943 
Η εργασία των McCulloch και Pitts όπου παρουσιάζεται και µελετάται το µοντέλο ενός τεχνητού 
νευρώνα. Η περιοχή ελκύει το πρώτο έντονο ερευνητικό ενδιαφέρον και πραγµατοποιούνται τα 
πρώτα βασικά βήµατα. 

1969 
Η δηµοσίευση από τους Minsky και Papert είναι ένα ισχυρό πλήγµα για τα τεχνητά νευρωνικά 
δίκτυα αφού «αναδεικνύει» καίριες αδυναµίες τους. Η µαζική έρευνα περιορίζεται και τα 
νευρωνικά δίκτυα περνούν για αρκετό καιρό στο παρασκήνιο των εξελίξεων. 

1986 
Αναζωογονείται το ενδιαφέρον στην περιοχή λόγω των ιδιαίτερα αισιόδοξων αποτελεσµάτων 
της εργασίας των Rumelhart, Hinton και Williams που παρουσίασαν τον περίφηµο αλγόριθµο 
µάθησης που τιτλοφορείται Ανάστροφη ∆ιάδοση Σφάλµατος (back-propagation of error). 

Ιδιότητες Τεχνητών Νευρωνικών ∆ικτύων 

Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα παρουσιάζουν ένα σύνολο ελκυστικών (από σχεδιαστική άποψη) 
ιδιοτήτων που τα καθιστούν ιδιαίτερα χρήσιµα για ορισµένες κατηγορίες προβληµάτων: 

• Μη-γραµµικότητα 

Όπως θα φανεί και στις επόµενες παραγράφους, τα ΤΝ∆ είναι ισχυρά µη γραµµικά συστήµατα. 
Το χαρακτηριστικό αυτό, µπορεί µεν να δυσχεραίνει συχνά την µελέτη και τον χειρισµός τους, 
αλλά τα καθιστά ικανά για την αντιµετώπιση ιδιαίτερα πολύπλοκων προβληµάτων, δεδοµένου 
ότι τα περισσότερα ρεαλιστικά προβλήµατα είναι, άλλωστε, µη γραµµικά. 

• Απεικόνιση Εισόδων σε Εξόδους 

Τα ΤΝ∆ ουσιαστικά απεικονίζουν εισόδους σε εξόδους, αποτελούν δηλαδή τυπική περίπτωση 
συστηµάτων όπως αυτά παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες παραγράφους. Το σηµαντικό µε 
τα ΤΝ∆ όµως, είναι ότι αποτελούν αποδεδειγµένα καθολικούς εκτιµητές άνευ µοντέλου. 

Τεχνητά νευρωνικά 
δίκτυα 

Ιστορικές αναφορές 
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Ο όρος «εκτιµητές άνευ µοντέλου» αναφέρεται σε συστήµατα που δεν απαιτούν (ούτε κατά τη 
σχεδίαση ούτε κατά τη λειτουργία τους) την διάρθρωση µοντέλων για το εκάστοτε πρόβληµα 
που καλούνται να αντιµετωπίσουν. Ο όρος «καθολικός» αναφέρεται στο γεγονός ότι τα ΤΝ∆ 
είναι ικανά να επιλύσουν οποιοδήποτε πρόβληµα, δηλαδή να πραγµατοποιήσουν οποιαδήποτε 
επιθυµητή απεικόνιση από το χώρο των εισόδων στο χώρο των εξόδων. Ένα σηµείο που πρέπει 
να διευκρινίσουµε σχετικά µε την «καθολικότητα», είναι ότι αυτή εξασφαλίζει ουσιαστικά ότι 
για κάθε επιθυµητή απεικόνιση υπάρχει κάποιο τεχνητό νευρωνικό δίκτυο που να 
την πραγµατοποιεί µε αυθαίρετη ακρίβεια αλλά δεν µας υποδεικνύει ποιο είναι αυτό ή 
πώς θα το σχεδιάσουµε. 

• Προσαρµοστικότητα 

Τα ΤΝ∆ έχουν την δυνατότητα να προσαρµόζονται στο περιβάλλον τους. Για παράδειγµα, αφού 
σχεδιαστεί ένα ΤΝ∆ για την αντιµετώπιση ενός συγκεκριµένου προβλήµατος σε ένα 
καθορισµένο περιβάλλον, το δίκτυο αυτό µπορεί (µε κατάλληλες µεθόδους) να µεταβάλλει 
κατάλληλα τις παραµέτρους του ώστε να αντεπεξέλθει σε πιθανές µεταβολές του 
περιβάλλοντος προσαρµόζοντας τη συµπεριφορά του σε αυτό. Η προσαρµογή στο περιβάλλον 
αποτελεί και αυτή µια µορφή µάθησης µε τη διαφορά ότι αποτελεί µια διαρκή διεργασία που 
λαµβάνει χώρα κατά τη φάση λειτουργίας του συστήµατος σε αντίθεση µε την µάθηση που 
πραγµατοποιείται µία µοναδική φορά κατά τη φάση σχεδίασης. 

Η προσαρµοστικότητα συνεπάγεται αυτο-µεταβλητότητα. Η µεταβλητότητα, όµως, αυτή 
µπορεί να συντελέσει αρνητικά στην ευστάθεια του συστήµατος. Ένα σύστηµα που προβαίνει 
σε συνεχείς µεταβολές της συµπεριφοράς του παρασυρόµενο από τις όποιες µεταβολές του 
περιβάλλοντός του (όπως το σύστηµα τις αντιλαµβάνεται) χωρίς τις κατάλληλες δικλείδες 
ασφαλείας µπορεί να οδηγηθεί σε µια ασταθή (και σίγουρα µη επιθυµητή) συµπεριφορά.  

Συνεπώς, η προσαρµογή είναι ένα χαρακτηριστικό που θα πρέπει να καθορίζεται µε προσοχή. 
Μικρή προσαρµοστικότητα οδηγεί σε ευσταθή συστήµατα ενώ µεγάλη σε εύπλαστα. Το 
δίληµµα ευστάθειας / ευπλαστίας βρίσκει, συνήθως, τη βέλτιστη απάντησή του κάπου στο 
ενδιάµεσο. 

• Ανοχή σε σφάλµατα 

Η γνώση αποθηκεύεται στα ΤΝ∆ κατανεµηµένα στα βάρη των συνδέσεων µεταξύ των 
νευρώνων. Έτσι, το βάρος µιας σύνδεσης δεν αντιστοιχεί σε ένα αυτοτελές ανεξάρτητο 
«κοµµάτι» γνώσης αλλά καθορίζεται συλλογικά από όλη τη γνώση που το ΤΝ∆ καλείται να 
αποθηκεύσει και να ανακαλεί. Ως αποτέλεσµα, δεν είναι καθόλου προφανής η 
«αποκρυπτογράφηση» της γνώσης που βρίσκεται αποθηκευµένη σε ένα ΤΝ∆ απλά κοιτώντας 
τα βάρη των συνδέσεών του. 

Το γεγονός όµως αυτό, προικίζει τα ΤΝ∆ µε µια ιδιαίτερη ικανότητα ανοχής σε σφάλµατα. Αν, 
για παράδειγµα, υποθέσουµε ότι σε ένα ΤΝ∆ ένα µικρό σύνολο από συνδέσεις για κάποιο λόγο 
καταστρέφονται ή δυσλειτουργούν, το γεγονός αυτό ελάχιστα θα επηρεάσει τη συνολική 
συµπεριφορά του δικτύου. Καθώς ο αριθµός των «ελαττωµατικών» συνδέσεων µεγαλώνει 
σταδιακά θα αποκλιµακώνεται και η συνολική απόδοση του συστήµατος. Το χαρακτηριστικό 
αυτό δίνει στα ΤΝ∆ µια σηµαντική ευρωστία συµπεριφοράς. 

• Υλοποίηση σε VLSI 

Ένα ΤΝ∆ αποτελείται από έναν αριθµό αλληλοσυνδεδεµένων νευρώνων, καθένας από τους 
οποίους επιτελεί µια ιδιαίτερα απλή λειτουργία. Παρόλα αυτά το δίκτυα συνολικά µπορεί να 
αντιµετωπίσει ιδιαίτερα πολύπλοκα προβλήµατα. Τα ΤΝ∆ αποτελούν, δηλαδή, ένα παράδειγµα 
συστήµατος που τα ενώ τα δοµικά υλικά του είναι α-νόητα (δεν παρουσιάζουν νοηµοσύνη) 
συνολικά το σύστηµα εµφανίζεται «νοήµον». Συνεπώς, η ανακύπτουσα συλλογική ικανότητα 
του δικτύου είναι σηµαντικά ανώτερη από µια απλή άθροιση των ικανοτήτων των επιµέρους 
στοιχείων του. ∆ηλαδή, παρατηρούµε «νοηµοσύνη» να προκύπτει από την κατάλληλη δόµηση 
ενός αριθµού α-νόητων στοιχείων [MINSKY, 1986]. Η δοµή αυτή των νευρωνικών δικτύων 
προσφέρεται άµεσα για υλοποίηση σε κυκλώµατα υψηλής ολοκλήρωσης (very large scale 
integration). 

Καθολικοί εκτιµητές 
άνευ µοντέλου 

Το δίληµµα 
ευστάθειας / 
ευπλαστίας 
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Το Μοντέλο του Νευρώνα 

Στη βάση του βιολογικού νευρώνα, όπως αυτός παρουσιάστηκε στην αντίστοιχη παράγραφο, 
στηρίχθηκε το µοντέλο του τεχνητού νευρώνα που χρησιµοποιείται για τη σχεδίαση ΤΝ∆. Το µοντέλο 
αυτό παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 15). 
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Σχήµα 15. Το µοντέλο του τεχνητού νευρώνα 

Η είσοδος στο µοντέλο του τεχνητού νευρώνα αποτελείται από ένα σύνολο συνάψεων µε βάρη. Κάθε 
είσοδος πολλαπλασιάζεται µε το αντίστοιχο βάρος και αφού αθροιστούν τροφοδοτούν την συνάρτηση 
δραστηριοποίησης του νευρώνα. Η έξοδος της συνάρτησης αυτής, που είναι και η συνολική έξοδος του 
νευρώνα, θα αποτελέσει είσοδο για τους νευρώνες που έπονται. 

Ένα σηµείο που πρέπει να τονιστεί είναι η παράµετρος «κατωφλιού». Το κατώφλι, θ, δεν αποτελεί 
πραγµατική είσοδο του νευρώνα αλλά µια εσωτερική παράµετρό του που επηρεάζει σηµαντικά την 
έξοδό του αφού καθορίζει τη συµπεριφορά της συνάρτησης δραστηριοποίησης. Ο ακριβής του ρόλος 
θα αναδειχθεί στις ακόλουθες παραγράφους. 

Καταστρώνοντας το µαθηµατικό µοντέλο του τεχνητού νευρώνα, καταλήγουµε στην εξίσωση: 
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Ο ρόλος της συνάρτησης δραστηριοποίησης είναι να εισάγει µη γραµµικότητα στη συµπεριφορά του 
νευρώνα. Έτσι, οι πιο συνηθισµένες µορφές που χρησιµοποιούνται είναι αυτές που απεικονίζονται στο 
Σχήµα 16. 

 
(a) Κατωφλίου (b) Γραµµική (c) Σιγµοειδής 

Σχήµα 16. Συνήθεις συναρτήσεις δραστηριοποίησης 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ενώ η συνάρτηση δραστηριοποίησης είναι, στη γενική περίπτωση, µια µη 
γραµµική συνάρτηση δεν αποκλείονται και γραµµικές συναρτήσεις. Νευρωνικά δίκτυα που 
χρησιµοποιούν τέτοιες συναρτήσεις είναι µεν γραµµικά αλλά χρησιµοποιούνται είτε για την επίλυση 
γραµµικών προβληµάτων είτε για την προσεγγιστική γραµµική επίλυση µη γραµµικών προβληµάτων. 

Ακόµη και µε την χρήση γραµµικών στοιχείων, η νευρωνική προσέγγιση στην επίλυση προβληµάτων 
επωφελείται από τις αρχιτεκτονικές νευρωνικών δικτύων και τους αλγόριθµους νευρωνικής µάθησης. 

Μαθηµατικό µοντέλο 
νευρώνα 

Συνάρτηση 
δραστηριοποίησης 
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Αρχιτεκτονικές Νευρωνικών ∆ικτύων 

Με βάση το µοντέλο του τεχνητού νευρώνα, µπορούµε να οργανώσουµε δίκτυα αποτελούµενα από 
έναν αριθµό τέτοιων νευρώνων. Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα µπορούν να διαχωριστούν σε δύο 
ευρείες κατηγορίες: τα δίκτυα προσοτροφοδότησης και τα δίκτυα ανατροφοδότησης. 

Τα δίκτυα προσοτροφοδότησης (feedforward) αποτελούνται από έναν αριθµό νευρώνων 
οργανωµένων κατά τέτοιο τρόπο ώστε η ροή των δεδοµένων να έχει µία µοναδική κατεύθυνση: από 
τις εισόδους προς τις εξόδους του δικτύου. Σε καµία περίπτωση, δηλαδή, ένας νευρώνας, έστω β, που 
έλαβε είσοδο από κάποιον άλλον νευρώνα, έστω α, δεν θα επηρεάσει µε την έξοδό του (άµεσα ή 
έµµεσα) τον νευρώνα α. 

Στα δίκτυα ανατροφοδότησης (feedback) ο προηγούµενος περιορισµός δεν ισχύει. Έτσι, 
οποιοιδήποτε νευρώνες του δικτύου µπορεί να συνδέονται µε αυθαίρετο τρόπο. Λόγω αυτού, τα 
δίκτυα ανατροφοδότησης είναι αρκετά πιο πολύπλοκα σε σχέση µε τα δίκτυα προσοτροφοδότησης. 

Στα περισσότερα νευρωνικά δίκτυα, οι νευρώνες είναι οργανωµένοι σε ευδιάκριτες οµάδες, τα 
λεγόµενα στρώµατα. Νευρώνες του ιδίου στρώµατος συνήθως δεν συνδέονται µεταξύ τους και 
συνεπώς δεν αλληλοεπηρεάζονται. Ένα δίκτυο µπορεί να έχει αυθαίρετο αριθµό στρωµάτων, αλλά 
τουλάχιστον ένα. 

Με βάση τη ροή των δεδοµένων (προσοτροφοδότηση / ανατροφοδότηση) και το αριθµό των 
στρωµάτων, µπορούµε να διακρίνουµε τις παρακάτω συνήθεις αρχιτεκτονικές νευρωνικών δικτύων. 

∆ίκτυα Προσοτροφοδότησης Ενός Στρώµατος 

Αποτελούν την απλούστερη µορφή νευρωνικών δικτύων. Οι εξωτερικές είσοδοι τροφοδοτούνται σε 
όλους τους νευρώνες και η έξοδος κάθε νευρώνα συνεισφέρει στη συνολική έξοδο του δικτύου. Η 
συµπεριφορά των δικτύων αυτών είναι αρκετά απλή και γι αυτό αποτελούν ένα από τα πλέον 
χρησιµοποιούµενα είδη δικτύων. Φυσικά, η «ισχύς» των δικτύων αυτών είναι σχετικά περιορισµένη 
αφού δεν έχουν την ικανότητα να πραγµατοποιήσουν αυθαίρετα πολύπλοκες απεικονίσεις από τις 
εισόδους στις εξόδους. 

 
Σχήµα 17. ∆ίκτυο προσοτροφοδότησης ενός στρώµατος 

Μια ειδική κατηγορία νευρωνικών δικτύων προσοτροφοδότησης ενός ή περισσοτέρων στρωµάτων που 
αποκαλούνται δίκτυα Perceptron θα αναλυθούν σε ξεχωριστή παράγραφο λόγω της ιδιαίτερης 
σηµασίας και της ευρείας χρήσης τους. 

∆ίκτυα Προσοτροφοδότησης Πολλών Στρωµάτων 

Αποτελούν την προφανή επέκταση των δικτύων ενός στρώµατος. Τα πολλά στρώµατα δίνουν 
αυξηµένες ικανότητες διαµόρφωσης πολύπλοκων απεικονίσεων των εισόδων στις εξόδους. 

∆ίκτυα 
προσοτροφοδότησης

∆ίκτυα 
ανατροφοδότησης 
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Σχήµα 18. ∆ίκτυο προσοτροφοδότησης δύο στρωµάτων 

∆ίκτυα Ανατροφοδότησης 

Τα δίκτυα αυτά έχουν αυθαίρετη δοµή και παρουσιάζουν δυναµική (χρονικά  µεταβαλλόµενη) 
συµπεριφορά. 

∆ιακρίνονται σε δίκτυα µε ή χωρίς κρυµµένους νευρώνες. Κρυµµένοι θεωρούνται οι νευρώνες των 
οποίων η έξοδος δεν αποτελεί µέρος της συνολικής εξόδου του δικτύου αλλά χρησιµοποιείται µόνο ως 
είσοδος για άλλους νευρώνες. 

 
Σχήµα 19. ∆ίκτυο µε ανατροφοδότηση χωρίς κρυµµένους νευρώνες 
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Σχήµα 20. ∆ίκτυο ανατροφοδότησης µε κρυµµένους νευρώνες 

Συνήθεις Αρχιτεκτονικές Νευρωνικών ∆ικτύων 

∆ίκτυα Perceptron 

Τα δίκτυα Perceptron είναι τυπικά δίκτυα προσοτροφοδότησης αποτελούµενα από ένα ή περισσότερα 
στρώµατα. Το ειδοποιό χαρακτηριστικό τους είναι ότι όλοι οι νευρώνες τους χρησιµοποιούν την 
συνάρτηση δραστηριοποίησης κατωφλίου (Σχήµα 16a). Συνεπώς, η έξοδος κάθε νευρώνα µπορεί να 
λάβει δύο και µόνο τιµές: 0 ή 1. Το γεγονός αυτό καθιστά τα δίκτυα Perceptron ιδανικά για 
συγκεκριµένες κατηγορίες εφαρµογών όπως η κατηγοριοποίηση (classification). 

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται ένας τυπικός νευρώνας που χρησιµοποιείται στα δίκτυα τύπου 
Perceptron. 
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Σχήµα 21. Ένας τυπικός νευρώνας τύπου Perceptron 

Παράδειγµα: Ταξινόµηση µε Έναν Νευρώνα 

Ας θεωρήσουµε το εξής πρόβληµα: 

Επιθυµούµε να σχεδιάσουµε ένα σύστηµα που να ταξινοµεί τα σηµεία ενός διδιάστατου χώρου 
(επιπέδου) x1-x2 σε δύο κατηγορίες: την κατηγορία Α και την κατηγορία Β. Στο παρακάτω σχήµα, 
φαίνονται τα δείγµατα του επιπέδου που επιθυµούµε να διαχωρίσουµε. Με «x» σηµειώνονται τα 
σηµεία της κατηγορίας Α και µε «o» τα σηµεία της κατηγορίας Β. 

Για το πρόβληµα αυτό επιλέγουµε ένα νευρωνικό δίκτυο τύπου Perceptron µε έναν µοναδικό 
νευρώνα. Ο νευρώνας αυτός θα δέχεται δύο εισόδους (τις τιµές x1 και x2 ενός σηµείου) και θα έχει 
µία έξοδο που θα λαµβάνει την τιµή 0 όταν το σηµείο ανήκει στην κατηγορία Α ή 1 όταν το σηµείο 
ανήκει στην κατηγορία Β. 
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Σχήµα 22. Τα προς ταξινόµηση σηµεία του επιπέδου 

Ανακαλώντας την γενική εξίσωση για τη συνάρτηση µεταφοράς ενός νευρώνα, έχουµε: 
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Όµως, η συνάρτηση δραστηριοποίησης του νευρώνας είναι τύπου κατωφλιού και λαµβάνει µόνο την 
τιµή 0 (όταν το άθροισµα των εισόδων πολλαπλασιασµένων µε τα αντίστοιχα βάρη είναι µικρότερο 
του θ) ή 1 (όταν είναι µεγαλύτερο). ∆ηλαδή: 
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Το όριο µεταξύ των δύο περιοχών είναι το σύνολο σηµείων όπου u=0, δηλαδή ο τόπος: 
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Η τελευταία εξίσωση είναι η κλασσική εξίσωση µιας ευθείας στο χώρο, γεγονός που υποδηλώνει ότι 
το όριο µεταξύ των δύο διαφορετικών περιοχών απόφασης που µπορεί να παράγει ο νευρώνας είναι 
µια ευθεία. 

Μπορούµε άµεσα να υπολογίσουµε τις απαραίτητες τιµές για τα βάρη και το κατώφλι του νευρώνα 
εάν απλά σχεδιάσουµε µια ευθεία που να διαχωρίζει πλήρως τα σηµεία «x» από τα σηµεία «o» και 
υπολογίσουµε την κλίση και τα σηµεία τοµής της µε τους άξονες x1 και x2. Παρατηρούµε ότι η κλίση 
της ευθείας καθορίζεται από τα βάρη w1 και w2 ενώ η θέση της σε σχέση µε την αρχή των αξόνων 
από το κατώφλι θ. 

Οι πιθανές επιλογές που έχουµε για µια ευθεία που να διαχωρίζει πλήρως τα σηµεία των δύο 
διαφορετικών κατηγοριών είναι άπειρες. Μια τέτοια ευθεία παρουσιάζεται διακεκοµµένη στο Σχήµα 
22. 

Είναι φανερό ότι ένα δίκτυο Perceptron ενός µοναδικού νευρώνα µπορεί να επιλύσει µόνο 
προβλήµατα ταξινόµησης συνόλων που είναι γραµµικά διαχωρίσιµα. Εάν δεν υπάρχει ευθεία που 
να διαχωρίζει τις δύο κατηγορίες σηµείων τότε δεν υπάρχουν τιµές για τα βάρη και το κατώφλι που 
να µπορούν να οδηγήσουν το νευρωνικό στη διαµόρφωση µιας σωστής ευθείας απόφασης. 

Στην περίπτωση που οι επιθυµητές κατηγορίες ήταν περισσότερες από δύο, θα απαιτούνταν 
περισσότεροι νευρώνες (ένα στρώµα νευρώνων). Αντίστοιχα, στην περίπτωση που ο χώρος του 
οποίου τα σηµεία επιθυµούσαµε να διαχωρίσουµε ήταν µεγαλύτερης διάστασης από δύο (δεν ήταν, 
δηλαδή, επίπεδο), τότε θα είχαµε περισσότερες εισόδους σε κάθε νευρώνα του δικτύου. Τέλος, εάν 
οι κατηγορίες σηµείων δεν ήταν γραµµικά διαχωρίσιµες, τότε περισσότερα του ενός στρώµατα θα 
ήταν απαραίτητα. 
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Γραµµικά Νευρωνικά ∆ίκτυα 

Τα νευρωνικά δίκτυα αυτού του τύπου είναι καθ’όλα όµοια µε τα νευρωνικά δίκτυα τύπου Perceptron 
µε µόνη διαφορά την συνάρτηση δραστηριοποίησης που χρησιµοποιούν που είναι η γραµµική σε όλο 
το πεδίο ορισµού της. ∆ηλαδή, σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού: 

 φ(u) = u 

Αν και η συµπεριφορά των δικτύων αυτού του τύπου δεν είναι µη-γραµµική, τα δίκτυα αυτά βρίσκουν 
εκτεταµένη εφαρµογή σε µεγάλο εύρος προβληµάτων. ∆εν είναι σπάνιο δε, να χρησιµοποιηθούν σε 
περιπτώσεις γραµµικής προσεγγιστικής λύσης ενός µη γραµµικού προβλήµατος. 

Αλγόριθµοι Εκπαίδευσης Νευρωνικών ∆ικτύων 

Κεντρική θέση, τόσο στη θεωρία των νευρωνικών δικτύων όσο και στο ευρύτερο πλαίσιο της 
Υπολογιστικής Νοηµοσύνης, κατέχει η έννοια της µάθησης. Η µάθηση συνίσταται στον υπολογισµό 
κατάλληλων τιµών για τις ελεύθερες παραµέτρους ενός µοντέλου ώστε το προκύπτων σύστηµα να 
παρουσιάζει την επιθυµητή συµπεριφορά. 

Στο πλαίσιο των νευρωνικών δικτύων, ελεύθερες παραµέτρους αποτελούν τα βάρη των συνδέσεων και 
οι τιµές των κατωφλιών των νευρώνων. Συνεπώς ο σκοπός κάθε αλγορίθµου µάθησης είναι ο 
προσδιορισµός κατάλληλων τιµών για αυτά τα µεγέθη. Μπορούµε να διακρίνουµε δύο βασικές 
κατηγορίες αλγορίθµων νευρωνικής µάθησης: την µάθηση υπό επίβλεψη και την µάθηση χωρίς 
επίβλεψη. 

Η µάθηση υπό επίβλεψη (supervised learning) προϋποθέτει την ύπαρξη κάποιας µορφής 
«επιβλέποντος» ο οποίος γνωρίζει την «σωστή» για κάθε περίπτωση συµπεριφορά και διορθώνει το 
νευρωνικό δίκτυο όταν πραγµατοποιεί λάθη. Στην µάθηση υπό επίβλεψη, η «σωστή» συµπεριφορά 
προσδιορίζεται, συνήθως, µε τη βοήθεια ενός συνόλου από υποδειγµατικά ζευγάρια εισόδων-εξόδων 
(παραδειγµατικά πρότυπα). Τα ζευγάρια αυτό προδιαγράφουν την έξοδο που επιθυµούµε να εµφανίζει 
το σύστηµα όταν διεγείρεται από την συγκεκριµένη είσοδο. Πριν το νευρωνικό ολοκληρώσει την φάση 
εκπαίδευσης, η πραγµατική έξοδος που θα παράγει όταν διεγείρεται από τη συγκεκριµένη είσοδο 
διαφέρει από την επιθυµητή. Η διαφορά αυτή είναι το σφάλµα του νευρωνικού δικτύου και 
χρησιµοποιείται από τον αλγόριθµο εκπαίδευσης για να προσδιορίσει νέες τιµές για τα βάρη και τα 
κατώφλια. 

Οι αλγόριθµοι εκπαίδευσης µπορεί να είναι επαναληπτικοί ή µη. Στην πρώτη περίπτωση τα 
παραδειγµατικά πρότυπα παρουσιάζονται πολλές φορές διαδοχικά στο νευρωνικό δίκτυο και κάθε 
φορά υπολογίζεται το σφάλµα που χρησιµοποιείται για την κατάλληλη µεταβολή των ελεύθερων 
παραµέτρων του δικτύου. Η διαδικασία αυτή τερµατίζεται είτε όταν πραγµατοποιηθεί συγκεκριµένος 
αριθµός επαναλήψεων είτε όταν το σφάλµα πέσει κάτω από κάποιο επιθυµητό επίπεδο. Πριν από την 
εκκίνηση του βρόχου εκπαίδευσης, οι ελεύθερες παράµετροι του δικτύου αρχικοποιούνται τυχαία 
λαµβάνοντας µικρές (συνήθως θετικές) τιµές. 

Η µάθηση χωρίς επίβλεψη (unsupervised learning) δεν απαιτεί την ύπαρξη οποιασδήποτε ρητής 
περιγραφής της επιθυµητής συµπεριφοράς όπως η µάθηση υπό επίβλεψη. Οι αντίστοιχοι αλγόριθµοι 
µάθησης είτε βασίζονται σε πληροφορία που αντλείται κατά τη διάρκεια της λειτουργίας του 
νευρωνικού, ή οδηγούν τους νευρώνες του δικτύου σε κάποια µορφή ανταγωνισµού / συνεργασίας 
ώστε καθένας να ωθείται να «ειδικευτεί» σε συγκεκριµένες περιοχές του προβλήµατος που 
προσδιορίζονται δυναµικά. 

Γενικά, οι αλγόριθµοι εκπαίδευσης νευρωνικών δικτύων δεν είναι ανεξάρτητοι από την επιλεχθείσα 
αρχιτεκτονική του δικτύου. ∆ηλαδή δεν µπορούµε να συνδυάσουµε οποιονδήποτε αλγόριθµο µάθησης 
µε νευρωνικά δίκτυα οποιασδήποτε αρχιτεκτονικής. Η επιλογή των δύο αυτών συντελεστών είναι 
εξαρτηµένη. Άλλωστε, οι περισσότεροι αλγόριθµοι εκπαίδευσης αναπτύχθηκαν στο πλαίσιο κάποιας 
συγκεκριµένης αρχιτεκτονικής. 

Αλγόριθµος Εκπαίδευσης για ∆ίκτυα Perceptron Ενός Στρώµατος 

Στο παράδειγµα της προηγούµενης παραγράφου, εστιάσαµε το ενδιαφέρον µας σε ένα απλούστατο 
δίκτυο τύπου Perceptron και υπολογίσαµε «µε το χέρι» κατάλληλες τιµές για τα βάρη και το κατώφλι 
του µοναδικού νευρώνα. Είναι σαφές ότι για προβλήµατα πιο αυξηµένης δυσκολίας η µέθοδος αυτή 
έχει περιορισµένη χρησιµότητα. 

Μάθηση 

Νευρωνική µάθηση 

Μάθηση υπό 
επίβλεψη 

Μάθηση χωρίς 
επίβλεψη 
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Παρακάτω περιγράφεται ένας αλγόριθµος εκπαίδευσης για τον αυτόµατο υπολογισµό των βαρών και 
κατωφλιών ενός νευρωνικού δικτύου τύπου Perceptron ενός στρώµατος µε αυθαίρετο αριθµό 
νευρώνων. 

Λόγω της παρουσίας περισσότερων του ενός νευρώνων, αναπόφευκτα καταφεύγουµε στην υιοθέτηση 
ενός ακόµη δείκτη που υποδηλώνει τον νευρώνα στον οποίο αναφερόµαστε. Έτσι, ο δείκτης j 
αναφέρεται στον τρέχοντα νευρώνα και ο δείκτης i στην τρέχουσα  είσοδο. Συνεπώς, η µεταβλητή wij 
αναφέρεται στη βάρος της σύνδεσης από την είσοδο i στον νευρώνα j και η µεταβλητή θj στο κατώφλι 
του νευρώνα j. 

Θα θεωρήσουµε ότι διαθέτουµε ένα σύνολο από ζεύγη εισόδων / επιθυµητών εξόδων που θα 
συµβολίσουµε µε x και t. Εξετάζοντας κάθε νευρώνα ξεχωριστά, το x θα είναι ένα διάνυσµα εισόδων 
(αφού έχουµε παραπάνω από µία εισόδους) και το t βαθµωτό αφού κάθε νευρώνας έχει µία µόνο 
έξοδο. Με y θα συµβολίσουµε την πραγµατική έξοδο του νευρώνα. 

Υπενθυµίζουµε ότι στα δίκτυα Perceptron οι έξοδοι των νευρώνων µπορούν να λάβουν µόνο δύο 
τιµές: 0 ή 1. Έτσι, τα y και t µπορεί να είναι µόνο 0 ή 1. 

Βήµα 1. 
Αρχικοποιούµε τα βάρη wij και τα κατώφλια θj µε τυχαίες µικρές θετικές τιµές. 

Βήµα 2. 
Για κάθε ένα από τα παραδειγµατικά πρότυπα εισόδων (έστω x) / επιθυµητών εξόδων (έστω t) 
υπολογίζουµε την πραγµατική έξοδο του νευρώνα, έστω y. Συγκρίνοντας το y µε το t, έχουµε 
τις παρακάτω περιπτώσεις: 

• Περίπτωση 1. t = y. 

Τότε το σφάλµα για αυτόν τον νευρώνα θα είναι e = t - y = 0. Συνεπώς καµία αλλαγή 
δεν απαιτείται για αυτόν τον νευρώνα. 

• Περίπτωση 2. t = 1 και y = 0. 

Τότε το σφάλµα για αυτόν τον νευρώνα θα είναι e = t – y = 1. Μεταβάλλουµε τα βάρη 
των εισόδων του νευρώνα σύµφωνα µε τον κανόνα: 

  w = w + x 

• Περίπτωση 3. t = 0 και y = 1. 

Τότε το σφάλµα για αυτόν τον νευρώνα θα είναι e = t – y = -1. Μεταβάλλουµε τα 
βάρη των εισόδων του νευρώνα σύµφωνα µε τον κανόνα: 

  w = w - x 

Οι δύο κανόνες των δύο τελευταίων περιπτώσεων µπορούν να γραφούν µε µία ενοποιηµένη 
µορφή ως: 

  w = w + ex 

Τελείως απλοϊκά, το σκεπτικό του κανόνα αυτού είναι ότι το όριο της περιοχής απόφασης του 
νευρώνα είναι τέτοιο ώστε το δείγµα x του χώρου βρέθηκε σε λάθος πλευρά της. Συνεπώς, η 
περιοχή απόφασης θα πρέπει να µετακινηθεί προς το µέρος του σηµείου x ώστε να το φέρει 
στην άλλη πλευρά της. 

Βήµα 3. 
Επαναλαµβάνουµε το Βήµα 2 για κάθε νευρώνα. 

Βήµα 4. 
Επαναλαµβάνουµε από το Βήµα 2 για κάθε ζεύγος του συνόλου των παραδειγµατικών 
προτύπων. 

Ο αλγόριθµος για την εκπαίδευση νευρωνικών δικτύων τύπου Perceptron ενός στρώµατος συγκλίνει 
αποδεδειγµένα εάν τα σηµεία των διαφορετικών κατηγοριών είναι γραµµικά διαχωρίσιµα. Αυτό 
σηµαίνει ότι εάν υπάρχει λύση στο πρόβληµα ο αλγόριθµος θα καταφέρει να υπολογίσει σε 
πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων τις παραµέτρους ενός νευρωνικού που θα το λύνει. 
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Παράδειγµα: Το Πρόβληµα της Αποκλειστικής ∆ιάζευξης (XOR) 

Ένα κλασσικό πρόβληµα στον χώρο των νευρωνικών δικτύων είναι το πρόβληµα της αποκλειστικής 
διάζευξης (exclusive or - XOR). Το δυαδικό αυτό πρόβληµα περιγράφεται από τον πίνακα αληθείας 
του Σχήµατος 23 οι τιµές του οποίου απεικονίζονται στο διπλανό διάγραµµα. 

Παρά την φαινοµενική απλότητά του, το πρόβληµα αυτό δεν µπορεί να επιλυθεί από νευρωνικά 
δίκτυα τύπου Perceptron ενός στρώµατος ακόµη και µε περισσότερους του ενός νευρώνες. Ο 
απλούστατος λόγος για αυτό είναι ότι τα σηµεία των δύο κατηγοριών δεν είναι γραµµικά διαχωρίσιµα, 
δηλαδή δεν υπάρχει ευθεία που να «αφήνει» όλα τα «x» σηµεία (και µόνο αυτά) από τη µια µεριά 
της και όλα τα «o» σηµεία από την άλλη. 
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Σχήµα 23. Το πρόβληµα της αποκλειστικής διάζευξης (XOR) 

Για την επίλυση αυτού του προβλήµατος, µπορεί να χρησιµοποιηθεί νευρωνικό δίκτυο τύπου 
Perceptron αρκεί να περιέχει τουλάχιστον δύο στρώµατα νευρώνων. 

Αλγόριθµος Εκπαίδευσης για Γραµµικά Νευρωνικά ∆ίκτυα 

Για την εκπαίδευση των γραµµικών νευρωνικών δικτύων χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος ελαχίστων 
µέσων τετραγώνων (least mean squares, LMS). Ο αλγόριθµος αυτός επιδιώκει τον υπολογισµό 
βέλτιστων τιµών για τις ελεύθερες παραµέτρους ενός γραµµικού νευρωνικού δικτύου µέσω της 
ελαχιστοποίησης κάποιου κατάλληλα επιλεγµένου κριτηρίου κόστους (σφάλµατος). Και ο αλγόριθµος 
αυτός απαιτεί την ύπαρξη ενός συνόλου παραδειγµατικών προτύπων. 

Ας υποθέσουµε ότι διαθέτουµε ένα σύνολο από Q παραδειγµατικά πρότυπα. Για κάθε ένα από αυτά, 
έστω το k, υπολογίζουµε το σφάλµα µε βάση την σχέση: 

 ek = tk - yk 

Σκοπός του αλγορίθµου είναι η ελαχιστοποίηση του µέσου τετραγώνου των σφαλµάτων σε όλα τα 
δεδοµένα εκπαίδευσης συνολικά, την ελαχιστοποίηση δηλαδή της ποσότητας: 
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Χωρίς να υπεισέλθουµε σε λεπτοµέρειες, αναφέρουµε ότι από την επίλυση της παραπάνω εξίσωσης 
προκύπτουν βέλτιστες τιµές για τις ελεύθερες παραµέτρους του νευρωνικού δικτύου. 

Παρατηρούµε µια σηµαντική διαφορά από τον αλγόριθµο εκπαίδευσης που χρησιµοποιείται για τα 
νευρωνικά δίκτυα τύπου Perceptron. Εκεί, ο αλγόριθµος εκπαίδευσης ήταν επαναληπτικός και σε κάθε 
βήµα µεταβάλλαµε κατά µια ποσότητα τις ελεύθερες παραµέτρους του δικτύου. Εδώ, η τελευταία 
εξίσωση δίνει άµεσα τιµές για τις παραµέτρους αυτές χωρίς την ανάγκη κάποιας επαναληπτικής 
διαδικασίας. Πρόκειται λοιπόν περισσότερο για αλγόριθµο σχεδίασης παρά για αλγόριθµο µάθησης. 

Μία επιπρόσθετη διαφορά των δύο αλγορίθµων είναι η δυνατότητα του δεύτερου να υπολογίσει 
βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους. Στο πρόβληµα της κατηγοριοποίησης δεδοµένων από γραµµικά 
διαχωρίσιµες περιοχές, ήταν ορατό ότι οι πιθανές λύσεις ήταν άπειρες. Χονδρικά, µπορούµε να πούµε 
ότι η βέλτιστη ευθεία απόφασης (και συνεπώς οι βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους του νευρωνικού) 
είναι εκείνη που όχι µόνο κατηγοριοποιεί σωστά όλα τα δεδοµένα αλλά και βρίσκεται όσο το δυνατόν 
πιο µακρά από αυτά. Αυτή η απόσταση «ασφαλείας» προφέρει σχετική ευρωστία στο νευρωνικό 
δίκτυο προφυλάσσοντάς το από θορυβώδη δεδοµένα. 
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Κανόνας Μάθησης Widrow-Hoff 

Ο κανόνας µάθησης των Widrow-Hoff προσφέρεται ως µια εναλλακτική επιλογή στον αλγόριθµο 
ελάχιστων µέσων τετραγώνων της προηγούµενης παραγράφου. Όντας επαναληπτικός, είναι 
κατάλληλος για περιπτώσεις όπου τα παραδειγµατικά πρότυπα δεν είναι διαθέσιµα εκ των προτέρων 
και συνεπώς το µέσο τετραγωνικό σφάλµα δεν µπορεί να υπολογιστεί. 

Ο κανόνας µάθησης των Widrow-Hoff είναι τύπου βαθµωτής καθόδου (gradient descent). Αυτό 
σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος βασιζόµενος σε τοπική πληροφορία του σφάλµατος προσπαθεί να οδηγήσει 
το σύστηµα προς περιοχές της επιφάνειας σφάλµατος όπου αυτό µειώνεται. Προς τοπικά, δηλαδή, 
ελάχιστα. 

Επιγραµµατικά παραθέτουµε την εξίσωση του κανόνα µάθησης των Widrow-Hoff: 

 xww ⋅⋅⋅+= ea2  

όπου a είναι ένας συντελεστής ρυθµού µάθησης. 

O ρυθµός µάθησης (learning rate) καθορίζει την ταχύτητα µε την οποία ο αλγόριθµος οδηγεί το 
σύστηµα προς την κατεύθυνση όπου (φαινοµενικά) µειώνεται το σφάλµα. Το γνωστό δίληµµα 
σύγκλιση / ταχύτητας είναι συνδεδεµένο άµεσα µε την επιλογή της τιµής του συντελεστή αυτού. 
Μεγάλες τιµές οδηγούν σε γρήγορη κίνηση προς την κατεύθυνση µείωσης του σφάλµατος µε µεγάλα 
βήµατα. Τα µεγάλα όµως βήµατα έχουν ως αποτέλεσµα την απώλεια τη διακριτικής ικανότητας του 
αλγορίθµου: στενά «πηγάδια» ελαχιστοποίησης στην επιφάνεια του σφάλµατος είναι πιθανόν να 
παραβλεφθούν και ο αλγόριθµος να παγιδευτεί σε αναπηδήσεις µεταξύ των άκρων του πηγαδιού χωρίς 
την δυνατότητα να εισέλθει. 

Στο σχήµα 24 απεικονίζεται η εξέλιξη ενός αλγορίθµου βαθµωτής καθόδου όπου ο ρυθµός µάθησης 
έχει λάβει υψηλές τιµές. Το σύστηµα ξεκινώντας από το σηµείο Α και µε βάση την κλίση του 
σφάλµατος στο σηµείο αυτό, οδηγείται στο σηµείο Β πραγµατοποιώντας ένα βήµα µεγέθους ανάλογου 
µε το ρυθµό µάθησης. Οµοίως από το σηµείο Β οδηγείται στο σηµείο Γ. Η κλίση της επιφάνειας 
σφάλµατος αλλάζει πρόσηµο. Ως αποτέλεσµα, ο αλγόριθµος οδηγεί το σύστηµα προς την αντίθετη 
κατεύθυνση, δηλαδή πίσω προς το σηµείο Β, εκκινώντας έτσι µια διαδοχή αναπηδήσεων µεταξύ των 
σηµείων Β και Γ. 

Επιφάνεια
σφάλµατος

Τοπικο
ελάχιστο

Α

Β
Γ

 
Σχήµα 24. Βαθµωτή κάθοδος µε υψηλό ρυθµό µάθησης 

 

 

 

 

Βαθµωτή κάθοδος 

Ρυθµός µάθησης 
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Παράδειγµα: Γραµµική Νευρωνική Πρόβλεψη µε Μονάδες Καθυστέρησης 

Ένα τυπικό πεδίο εφαρµογής των γραµµικών νευρωνικών δικτύων είναι αυτό της πρόβλεψης. Με 
βάση ένα αριθµό από παρελθόντα δείγµατα µιας ακολουθίας, επιδιώκουµε να προβλέψουµε το δείγµα 
που θα εµφανιστεί κάποια επόµενη χρονική στιγµή. 

Για την επίλυση αυτού του προβλήµατος, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα γραµµικό νευρωνικό δίκτυο 
ενός νευρώνα όπως αυτό του σχήµατος 25 που ακολουθεί. 

2x2x

qxqx

.........

yy

z--1z--1

z--1z--1

z--1z--1

1x1x

 
Σχήµα 25. Νευρωνική πρόβλεψη 

Τα στοιχεία καθυστέρηση που στο σχήµα συµβολίζονται µε τα µπλοκ z-1, έχουν το ρόλο µνήµης. 
Έτσι, εάν η πρόβλεψή µας βασίζεται στα προηγούµενα q δείγµατα, αντί να παρέχουµε στο σύστηµα 
κάθε φορά q εισόδους εξωτερικά, το σύστηµα αναλαµβάνει να τις αποθηκεύει µόνο του µε τη 
βοήθεια των στοιχείων καθυστέρησης και να τις τροφοδοτεί στο νευρωνικό δίκτυο (που στη 
συγκεκριµένη περίπτωση αποτελείται από ένα µοναδικό νευρώνα). 

Εάν όλα τα δεδοµένα της χρονοσειράς είναι διαθέσιµα εκ των προτέρων, το δίκτυο µπορεί να 
εκπαιδευτεί µε τη βοήθεια του αλγορίθµου ελαχίστων µέσων τετραγώνων. Στην αντίθετη περίπτωση, 
ο κανόνας µάθησης Widrow-Hoff θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί και το δίκτυο να περάσει µια φάση 
εκπαίδευσης όπου κάθε νέο δείγµα θα χρησιµοποιείται για να βελτιώσει τη συµπεριφορά του, µέχρι 
αυτή να φτάσει στα επιθυµητά επίπεδα. 

Αλγόριθµος Ανάστροφης ∆ιάδοσης Σφάλµατος 

Ο αλγόριθµος ανάστροφης διάδοσης σφάλµατος (backpropagation of error) αποτελεί έναν από 
τους βασικότερους αλγόριθµους εκπαίδευσης στο χώρο των νευρωνικών δικτύων. Έχει τη δυνατότητα 
να εκπαιδεύσει νευρωνικά δίκτυα προσοτροφοδότησης αυθαίρετου αριθµού στρωµάτων. 

Αποτελεί και αυτός ένα παράδειγµα επαναληπτικού αλγορίθµου βαθµωτής καθόδου και στηρίζεται 
στην τοπική πληροφορία της κλίσης της επιφάνειας του σφάλµατος για να υπολογίσει (τοπικά) 
βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους του δικτύου. 

Συνοπτικά αναφέρουµε τον βασικό κανόνα που χρησιµοποιεί ο οποίος είναι της γνώριµης µορφής: 

 w = w - a·g 

όπου g είναι η κλίση τη επιφάνειας σφάλµατος στο τρέχον σηµείο και 
  a ο επιθυµητός ρυθµός µάθησης 

Το βασικό πρόβληµα το οποίο επιλύει ο αλγόριθµος ανάστροφης διάδοσης σφάλµατος, είναι εκείνο της 
απόδοσης σφάλµατος. 

H πρόβληµα της απόδοση σφάλµατος (credit assignment) σχετίζεται µε τον υπολογισµό του 
σφάλµατος για νευρώνες ενδιάµεσων στρωµάτων που δεν συµµετέχουν άµεσα στην έξοδο. Κάθε 
αλγόριθµος εκπαίδευσης υπό επίβλεψη, στηρίζεται στο σφάλµα ενός νευρώνα για να υπολογίσει νέες 

Πρόβληµα απόδοση 
σφάλµατος 
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τιµές για τις παραµέτρους του νευρώνα αυτού (όπως τα βάρη των συνδέσεων εισόδου και το 
κατώφλι). Για του κόµβους εξόδου, η πληροφορία αυτή είναι άµεσα διαθέσιµη αφού υπολογίζεται 
άµεσα ως η διαφορά µεταξύ επιθυµητής και πραγµατικής εξόδου στον νευρώνα αυτό. Για τους 
«κρυµµένους» νευρώνες, η επιθυµητή έξοδος δεν είναι προφανής. Ο αλγόριθµος ανάστροφης 
διάδοσης σφάλµατος καταφέρνει να υπολογίσει απευθείας το σφάλµα στους κρυµµένους νευρώνες 
«διαδίδοντάς» κατάλληλα το σφάλµα των νευρώνων εξόδου προς τα πίσω (προς τους νευρώνες 
εισόδου). 

Βελτιώσεις στον Αλγόριθµο Ανάστροφης ∆ιάδοσης Σφάλµατος 

Αν και ο αλγόριθµος ανάστροφης διάδοσης σφάλµατος αποτελεί βασικό εργαλείο, παρουσιάζει ένα 
αριθµό προβληµάτων πολλά από τα οποία έχουν αντιµετωπιστεί είτε µε προσθήκες στη βασική λογική 
του αλγορίθµου, είτε µε τροποποιηµένες εκδόσεις του. 

Μερικές πρακτικές που συχνά που ακολουθούνται σε συνδυασµό µε τον αλγόριθµο ανάστροφης 
διάδοσης σφάλµατος ώστε να βελτιωθεί η απόδοσή του, αναφέρονται επιγραµµατικά παρακάτω: 

• Κανονικοποίηση των δεδοµένων εκπαίδευσης 

Μεγάλες διακυµάνσεις στις απόλυτες τιµές των παραδειγµατικών προτύπων δυσχεραίνουν τη 
διαδικασία εκπαίδευσης. Τα δεδοµένα αυτά, σκόπιµο είναι να κανονικοποιούνται. 

• Μεταβλητός ρυθµός µάθησης 

Το δίληµµα σύγκλισης / ταχύτητας που αφορά στην επιλογή της τιµής του ρυθµού µάθησης, 
συχνά αντιµετωπίζεται µε τη χρήση µεταβλητού ρυθµού. Κατά το στάδιο εκπαίδευσης, ο 
ρυθµός µάθησης λαµβάνει αρχικά µεγάλες τιµές ώστε το σφάλµα να οδηγηθεί γρήγορα σε 
περιοχές χαµηλού σφάλµατος. Στην συνέχεια, ο ρυθµός µειώνεται ώστε να βελτιωθεί η 
διακριτική ικανότητα του αλγορίθµου. 

• Παράµετρος ορµής 

Η προσθήκη στην λογική του αλγορίθµου µιας παραµέτρου ορµής (momentum) µπορεί να 
αποτελέσει αρκετά σηµαντικό βοήθηµα στην αντιµετώπιση καταστάσεων «παγίδευσης» σε 
τοπικά ελάχιστα. 

Επιφάνεια
σφάλµατος

Τοπικο
ελάχιστο

Καθολικό
ελάχιστο

Α

Β
Γ

∆

 
Σχήµα 26. Τοπικά ελάχιστα της επιφάνειας σφάλµατος 

Αν υποθέσουµε ότι ο αλγόριθµος εκπαίδευσης ξεκινάει από το σηµείο Α της επιφάνειας 
σφάλµατος, κινούµενος σύµφωνα µε την κλίση της θα κατευθυνθεί προς το σηµείο Γ. 
Φτάνοντας όµως εκεί, θα υποχρεωθεί να κινηθεί αντίθετα αφού φαινοµενικά το σφάλµα 
αυξάνεται προς τα αριστερά. Θα καταλήξει έτσι στο σηµείο Β το οποίο είναι µεν ελάχιστο αλλά 
τοπικό και όχι καθολικό. Η παράµετρος ορµής θα συνηγορήσει στη διατήρηση της πορείας του 
αλγορίθµου προς την κατεύθυνση την οποία είχε αρχικά επιλέξει, επιτρέποντάς του να 
αποφύγει το σηµείο Β και να εντοπίσει το καθολικό ελάχιστο ∆. 

Παγίδευση σε τοπικά 
ελάχιστα 
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• Περικοπή συνδέσεων και νευρώνων 

Κατά την σχεδίαση νευρωνικών δικτύων, η ακριβής δοµή του δικτύου δεν υποδεικνύεται 
(γενικά) από συγκεκριµένους κανόνες. Η επιλογή του αριθµού των στρωµάτων, του αριθµού 
των νευρώνων ανά στρώµα, κ.λπ. παραµένει µια σηµαντική απόφαση που λαµβάνεται µε βάση 
εµπειρικούς κανόνες. Οι επιλογές, όµως, αυτές είναι ιδιαίτερα σηµαντικές αφού επηρεάζουν 
άµεσα τόσο για την διαδικασία εκπαίδευσης του δικτύου όσο και την τελική απόδοσή του κατά 
τη φάση λειτουργίας του. 

Η ισχύς ενός δικτύου, η ικανότητά του δηλαδή να διαµορφώνει απεικονίσεις εισόδων σε 
εξόδους, βρίσκεται σε άµεση σχέση µε τον αριθµό των νευρώνων και συνδέσεών του αφού 
ουσιαστικά, οι ελεύθερες παράµετροι του µοντέλου είναι τα βάρη των συνδέσεων και τα 
κατώφλια των νευρώνων. 

Επιλέγοντας ένα δίκτυο µε λίγα δοµικά στοιχεία, ισοδυναµεί µε την επιλογή ενός µοντέλου 
µικρού αριθµού παραµέτρων για την επίλυση ενός προβλήµατος. Όταν οι παράµετροι αυτές δεν 
επαρκούν (υπο-παραµετροποίηση  under-parameterization) το νευρωνικό δεν θα καταφέρει 
να επιτύχει την ζητούµενη απεικόνιση εισόδων / εξόδων στο επιθυµητό επίπεδο σφάλµατος. 
Αντίθετα, όταν ο αριθµός των παραµέτρων είναι αρκετά µεγαλύτερος από αυτόν που 
πραγµατικά χρειάζονται (υπερ-παραµετροποίηση  over-parameterization), το τελικό δίκτυο 
θα καταφέρει σχετικά εύκολα να µειώσει το σφάλµα κάτω από το επιθυµητό επίπεδο, αλλά θα 
παρουσιάζει πολύ περιορισµένες ικανότητες γενίκευσης. 

Η γενίκευση (generalization) είναι µια έννοια που σχετίζεται µε τη συµπεριφορά του δικτύου 
σε «καινοφανή» δεδοµένα, δηλαδή δεδοµένα που δεν περιλαµβάνονταν στο σύνολο των 
δεδοµένων εκπαίδευσης. Η έννοια της γενίκευσης είναι ιδιαίτερα σηµαντική αφού καθορίζει την 
συµπεριφορά του δικτύου κατά τη φάση λειτουργίας του, δηλαδή σε «πραγµατικές» συνθήκες. 

Υπερ-παραµετροποιηµένα δίκτυα τείνουν να παρουσιάζουν µειωµένες ικανότητες γενίκευσης 
για τον απλό λόγο ότι η υπερβολική ισχύς που διαθέτουν ως µοντέλα (λόγω του µεγάλου 
αριθµού ελεύθερων παραµέτρων) δεν έχει µορφοποιηθεί από τα δεδοµένα εκπαίδευσης. Έτσι, 
το δίκτυο «αυτοσχεδιάζει» µεταξύ των προτύπων εκπαίδευσης παρουσιάζοντας µια 
απρόβλεπτη συµπεριφορά. 

Πραγµατική
σειρά

∆ειγµατοληψία για
εξαγωγή σηµείων

εκπαίδευσης

Έξοδος
νευρωνικού δικτύου

 
Σχήµα 27. Παράδειγµα υπερ-παραµετροποίησης 

Στο σχήµα 27, φαίνεται µια ενδεικτική περίπτωση συµπεριφοράς υπερ-παραµετροποιηµένου 
συστήµατος. Με τη συνεχή γραµµή απεικονίζεται η σειρά για την οποία επιθυµούµε να 
σχεδιάσουµε έναν προβλέπτη. Για το σκοπό αυτό δειγµατοληπτούµε τη σειρά στα σηµεία που 
φαίνονται ώστε να δηµιουργήσουµε ένα σύνολο παραδειγµατικών προτύπων για την 
εκπαίδευση του νευρωνικού προβλέπτη. Αν θεωρήσουµε ότι το νευρωνικό που επιλέγουµε είναι 
υπερβολικά µεγάλης διάστασης τότε, σχετικά γρήγορα, το επίπεδο σφάλµατος κατά την φάση 
εκπαίδευσης θα πέσει στα επιθυµητά όρια. Όµως, κατά την φάση λειτουργίας, όταν το 
νευρωνικό θα διεγείρεται µε εισόδους που δεν περιλαµβάνονται στο σύνολο των 
παραδειγµατικών προτύπων εκπαίδευσης, µπορεί να παρουσιάζει συµπεριφορά όπως εκείνη που 
απεικονίζει η διακεκοµµένη γραµµή. 

Υπο- και υπερ-
παραµετροποίηση 

Γενίκευση 
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Μια λύση για το πρόβληµα της υπερ-παραµετροποίησης δίνεται από την τεχνική της περικοπής. 

Η περικοπή (pruning) ενός δικτύου συνίσταται στη αφαίρεση συνδέσεων (ή και νευρώνων) 
που κατά την φάση εκπαίδευσης συµµετείχαν ελάχιστα στη διαµόρφωση των εξόδων και 
έλαβαν αµελητέες τιµές σε σχέση µε τον µέσο όρο. 

∆ιάφοροι αλγόριθµοι έχουν κατά καιρούς προταθεί ως εναλλακτικές επιλογές του αλγόριθµου 
ανάστροφης διάδοσης σφάλµατος. Οι αλγόριθµοι αυτοί παρουσιάζουν σηµαντικές βελτιώσεις έναντι 
αυτού σε θέµατα όπως η ταχύτητα σύγκλισης (π.χ. αλγόριθµοι Levenberg-Marquardt, quasi-Newton, 
κ.λπ.), η αντιµετώπιση καταστάσεων παγίδευσης σε τοπικά ελάχιστα, κ.λπ. 

Περικοπή 
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Γενετικοί Αλγόριθµοι 

Εισαγωγή 

Οι γενετικοί αλγόριθµοι (ΓΑ  Genetic algorithms, GA) αποτελούν, ουσιαστικά, ικανούς 
αλγόριθµους βελτιστοποίησης. ∆ανείζονται πρότυπα και µηχανισµούς εξέλιξης από τη φύση και τη 
γενετική για να δηµιουργήσουν, να συντηρήσουν και να εξελίξουν ένα πληθυσµό από κωδικοποιηµένες 
οµάδες παραµέτρων, κάθε µία από τις οποίες αποτελεί και δυνητική λύση του εκάστοτε προβλήµατος. 

Οι γενετικοί αλγόριθµοι είναι ιδιαίτερα ελκυστικοί αφού απαιτούν ελάχιστη πληροφορία σχετικά µε το 
συγκεκριµένο πρόβληµα που καλούνται να επιλύσουν και συγκεκριµένα µόνο την αντικειµενική 
συνάρτηση που αποτιµά την ποιότητα µιας συγκεκριµένης οµάδας παραµέτρων. 

Λόγω της σηµαντικής αντιστοιχίας µεταξύ γενετικών αλγορίθµων και βιολογικών διεργασιών, µεγάλο 
ποσοστό των χρησιµοποιούµενων όρων παραπέµπουν σ’αυτές. Η τελευταία παράγραφος περιέχει έναν 
πίνακα µε συνήθεις όρους συνοδευόµενος µε τους αντίστοιχους αγγλικούς. 

Ως αλγόριθµοι αναζήτησης, οι γενετικοί δεν ενδείκνυνται για προβλήµατα που απαιτούν λύσεις σε 
πραγµατικό χρόνο. Αντίθετα, λόγω της µεγάλης ευελιξίας που προσφέρουν, οι γενετικοί αλγόριθµοι 
είναι ιδιαίτερα ικανοί ως «µετα-εργαλεία», δηλαδή ως συστήµατα «υψηλότερου» επιπέδου ικανά να 
παράγουν (σχεδιάσουν) άλλα συστήµατα. 

Οι γενετικοί αλγόριθµοι προτάθηκαν από τον John Holland το 1975 µέσα από την (διάσηµη πλέον) 
µονογραφία του Adaptation in Natural and Artificial Systems [HOLLAND, 1975]. Η έρευνα αυτή ήταν 
προσανατολισµένη στην µελέτη των µηχανισµών της φύσης και την αναπαραγωγή του στο πλαίσιο 
των υπολογιστικών µηχανών. Η ερευνητική οµάδα του Holland για πολύ καιρό αποτέλεσε και συνεχίζει 
να αποτελεί ένα σηµαντικό κέντρο ανάπτυξης και εξέλιξης της θεωρίας των γενετικών αλγορίθµων. 

Βελτιστοποίηση 

Η ιδέα της βελτιστοποίησης κατέχει κεντρική θέση σε διάφορες περιοχές της επιστήµης καθώς ένα 
µεγάλο σύνολο από προβλήµατα µπορούν να ενταχθούν στο πλαίσιο αυτό. Η µάθηση, για παράδειγµα, 
µπορούµε σαφώς να θεωρήσουµε ότι ουσιαστικά συνιστά µια διαδικασία βελτιστοποίησης αφού το 
ζητούµενο είναι ένα σύνολο τιµών για τις ελεύθερες παραµέτρους του µοντέλου οι οποίες θα του 
δώσουν την επιθυµητή συµπεριφορά. 

Η βελτιστοποίηση, µε τη σειρά της, έχει αδιάρρηκτους δεσµούς µε την ιδέα της αναζήτησης. Από ένα 
(συνήθως) ευρύ πεδίο δυνατών τιµών για ένα σύνολο παραµέτρων ενός συστήµατος, αναζητούµε 
εκείνες που θα µεγιστοποιήσουν ή ελαχιστοποιήσουν ένα προκαθορισµένο κριτήριο ποιότητας για το 
σύστηµα αυτό. 

Αυτές είναι οι δύο βασικές έννοιες µέσα από τις οποίες θα πρέπει να εξεταστούν οι γενετικοί 
αλγόριθµοι. 

Εάν προσπαθούσαµε να περιγράψουµε την θεωρία βελτιστοποίησης θα µπορούσαµε να πούµε ότι: 

Η θεωρία βελτιστοποίησης ασχολείται µε τον εντοπισµό ενός «βέλτιστου» δεδοµένης µιας 
µεθόδου αποτίµησης του «καλού» και του «κακού» και ενός «µηχανισµού µεταβολής» τους. 

Αν και αφαιρετική, η παραπάνω περιγραφή εµπλέκει όλα τα βασικά συστατικά της βελτιστοποίησης. 
Για να βελτιστοποιήσουµε οτιδήποτε, θα πρέπει να έχουµε ένα µέτρο για το τί είναι καλό, τί είναι 
καλύτερο και τί όχι. Επιπρόσθετα, αφού διαγνώσουµε την παρούσα κατάσταση, θα πρέπει να έχουµε 
κάποιον τρόπο να ωθήσουµε το σύστηµα προς καλύτερες ή, τουλάχιστον, προς διαφορετικές. 

Πλεονεκτήµατα Γενετικών Αλγορίθµων 

Οι γενετικοί αλγόριθµοι παρουσιάζουν ισχυρά πλεονεκτήµατα έναντι αντίστοιχων µεθόδων αναζήτησης 
και βελτιστοποίησης: 

• Υπολογιστική απλότητα 

Οι γενετικοί αλγόριθµοι είναι ιδιαίτερα απλοί στην υλοποίησή τους. Το γεγονός αυτό 
δηµιούργησε µεγάλη εντύπωση σε αντιδιαστολή µε την ευελιξία και τη γενική ικανότητα που 

Μετα-εργαλεία 

Θεωρία 
βελτιστοποίησης 
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επιδεικνύουν. Όµως, η απλότητα αυτή υποστηρίζεται από µια µαθηµατικά θεµελιωµένη θεωρία, 
τη θεωρία των σχηµάτων (schema theory). 

• Αποτελεσµατικότητα 

Η αποτελεσµατικότητα των γενετικών αλγορίθµων στην επίλυση προβληµάτων αναζήτησης  και 
βελτιστοποίησης έχει πιστοποιηθεί τόσο θεωρητικά µέσω της θεωρία των σχηµάτων όσο και 
πρακτικά µέσω των πολυάριθµων εφαρµογών που έχουν βρει σε ένα µεγάλο εύρος 
επιστηµονικών περιοχών. 

• Γενικότητα 

Χαρακτηριστικό στοιχείο των γενετικών αλγορίθµων αποτελεί η αποσύζευξή τους από τις 
λεπτοµέρειες του εκάστοτε προβλήµατος το οποίο καλούνται να επιλύσουν. Αυτή η 
«απόσταση» που κρατούν από τα ειδικά χαρακτηριστικά του κάθε προβλήµατος τους 
απαλλάσσει από την ανάγκη δεσµευτικών υποθέσεων σχετικά µε τον χώρο όπου 
πραγµατοποιείται η αναζήτηση. Έτσι, σε αντίθεση µε πιο µαθηµατικές µεθόδους, οι γενετικοί 
αλγόριθµοι δεν απαιτούν καµία υπόθεση συνέχειας, παραγωγισιµότητας, µονοτονίας, κ.λπ. 

Παραδοσιακές Μέθοδοι Αναζήτησης 

Οι τυπικές µέθοδοι αναζήτησης µπορούν να διαιρεθούν στις παρακάτω κατηγορίες: 

• Μέθοδοι βασισµένες σε µαθηµατική ανάλυση 

Τις µεθόδους που βασίζονται σε µαθηµατική ανάλυση (calculus-based), µπορούµε να τις 
διαχωρίσουµε σε δύο υποκατηγορίες: 

• Έµµεσες µέθοδοι 

Οι µέθοδοι αυτές θεωρούν ως πιθανά σηµεία ακρότατων (µεγίστων ή ελαχίστων) τα 
σηµεία µηδενισµού της παραγώγου της επιφάνειας σφάλµατος στον χώρο των 
παραµέτρων. 

• Άµεσες µέθοδοι 

Οι µέθοδοι αυτές, ξεκινώντας από κάποιο σηµείο, πραγµατοποιούν µια βηµατική 
αναζήτηση προς την κατεύθυνση που υποδεικνύει η τοπική τιµή της παραγώγου. 
Τυπικό παράδειγµα τέτοιας µεθόδου αποτελούν οι µέθοδοι βαθµωτής καθόδου που 
εξετάστηκαν σε προηγούµενη παράγραφο. 

Βασικά προβλήµατα των µεθόδων αυτής της κατηγορίας είναι ότι είναι τοπικές (περιορίζονται, 
δηλαδή, σε τοπικά ακρότατα) και ότι βασίζονται σε παραγώγους πράγµα συχνά µη ρεαλιστικό 
αφού οι παράγωγοι όχι µόνο µπορεί να µην είναι διαθέσιµες αλλά ούτε καν να υπάρχουν ή να 
µπορούν να οριστούν. 

• Μέθοδοι απαρίθµησης 

Οι µέθοδοι απαρίθµησης (enumeration) επιχειρούν µια εξαντλητική αποτίµηση κάθε δυνατού 
σηµείου του χώρου αναζήτησης (κάθε δυνατού συνδυασµού των παραµέτρων). 

Η χρησιµότητα των αλγορίθµων αυτών είναι, προφανώς, περιορισµένη σε περιπτώσεις χώρων 
µικρής διάστασης. Κάθε προσπάθεια εφαρµογής των µεθόδων αυτών σε ευρύτερους χώρους 
έρχεται αντιµέτωπη µε την περίφηµη «κατάρα της πολυδιάστασης» (curse of dimensionality), η 
οποία συνίσταται στο ότι προσθέτοντας µία ακόµη διάσταση στο πρόβληµα, η πολυπλοκότητα 
του προβλήµατος αυξάνεται πολλαπλασιαστικά. 

• Τυχαίες µέθοδοι 

Οι µέθοδοι τυχαίας αναζήτησης (random search) βασίζονται στην τυχαία «περιπλάνηση» στον 
χώρο ευελπιστώντας ότι έτσι θα καταφέρουν τελικά να εντοπίσουν «καλά» σηµεία. 

Οι τυχαίες µέθοδοι έχουν το πρόβληµα που δηλώνει ο τίτλος τους: είναι τυχαίες και αδυνατούν 
να παρέχουν εύρωστες λύσεις σε µη τετριµµένα προβλήµατα. 

Κατηγορίες 
παραδοσιακών 
µεθόδων 
αναζήτησης 

Curse of 
dimensionality 
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• Υβριδικές µέθοδοι 

Οι µέθοδοι αυτές συνδυάζουν κάποιες από τις παραπάνω µεθόδους. Για παράδειγµα, µια 
υβριδική µέθοδος θα µπορούσε να χρησιµοποιήσει τυχαία αναζήτηση µέχρι να εντοπίσει κάποιο 
υποσχόµενο σηµείο οπότε και θα εκκινήσει µια µέθοδο βασισµένη σε παραγώγους για τον 
ακριβή εντοπισµό κάποιου ελαχίστου στην περιοχή αυτή. 

Γενετικοί Αλγόριθµοι Έναντι Παραδοσιακών Μεθόδων 

Με βάση την προηγούµενη συνοπτική παρουσίαση των παραδοσιακών µεθόδων αναζήτησης, 
µπορούµε να προβούµε σε µια πρώτη σύγκρισή τους µε τους γενετικούς αλγορίθµους. Οι διαφορές 
που µπορούµε άµεσα να αναγνωρίσουµε είναι οι ακόλουθες: 

• Οι ΓΑ δεν επιδρούν στις ίδιες τις παραµέτρους του υπό επίλυση προβλήµατος αλλά σε µία 
κωδικοποίηση των παραµέτρων αυτών. Συνεπώς οι ΓΑ παραµένουν ανεπηρέαστοι από τις 
ακριβείς τιµές των εµπλεκόµενων µεγεθών καθώς εργάζονται στη µορφή τους όπως αυτή 
καθορίζεται από την χρησιµοποιούµενη κωδικοποίηση. 

• Οι ΓΑ δεν εργάζονται µε ένα µοναδικό σηµείο του χώρου αλλά διατηρούν ένα πληθυσµό 
σηµείων για την διεξοδικότερη εξερεύνηση του χώρου. Έτσι, προβλήµατα όπως η παγίδευση 
σε τοπικά ελάχιστα δεν αφορούν τους ΓΑ. 

• Οι ΓΑ χρησιµοποιούν συναρτήσεις αποτίµησης και όχι παραγώγους ή άλλη παρόµοια 
πληροφορία. Η κατάστρωση µιας συνάρτησης αποτίµησης είναι σαφώς απλούστερη από τον 
υπολογισµό παραγώγων και απαιτεί από ελάχιστες ως και καθόλου παραδοχές. 

• Οι ΓΑ χρησιµοποιούν πιθανοτικούς κανόνες µετάβασης και όχι ντετερµινιστικούς. 

Τα παραπάνω θέµατα αυτά θα γίνουν πιο κατανοητά µετά την αναλυτικότερη παρουσίαση των 
γενετικών αλγορίθµων που δίνεται στην επόµενη παράγραφο. 

Η Λειτουργία των Γενετικών Αλγορίθµων 

Ας θεωρήσουµε ένα αφαιρετικό πρόβληµα για την επίλυση του οποίου θα χρησιµοποιήσουµε 
γενετικούς αλγορίθµους. 

Έστω, λοιπόν, ότι επιθυµούµε να βρούµε την κατάλληλη τιµή x η οποία όταν διεγείρει ένα άγνωστο 
σύστηµα (µαύρο κουτί) θα δώσει την µέγιστη δυνατή έξοδο. 

Έξοδος
y

Είσοδος
x

ΆγνωστοΆγνωστο
ΣύστηµαΣύστηµα

 
Σχήµα 28. Το πρόβληµα του «µαύρου κουτιού» 

Τα απαιτούµενα βήµατα για την γενετική επίλυση του δεδοµένου προβλήµατος, είναι τα ακόλουθα: 

1. Επιλογή σχήµατος κωδικοποίησης των παραµέτρων του προβλήµατος 

2. Επιλογή µεγέθους πληθυσµού και αρχικοποίηση 

3. Επιλογή τιµών για τις παραµέτρους των γενετικών τελεστών 

4. Βρόχος επαναληπτικής εκτέλεσης αλγορίθµου 

4.1. Αποτίµηση µελών πληθυσµού 

4.2. Επιλογή ζευγών µελών µε τη µέθοδο ρουλέτας 

4.3. Εφαρµογή τελεστή διασταύρωσης 

4.4. Εφαρµογή τελεστή µετάλλαξης 

4.5. Επανάληψη από το βήµα 4.1 
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Τα βήµατα αυτά θα εξεταστούν ξεχωριστά στις ακόλουθες παραγράφους. 

Κωδικοποίηση Παραµέτρων 

Οι ΓΑ εργάζονται πάνω σε κωδικοποίηση των παραµέτρων και όχι στις παραµέτρους καθαυτές. Ένα 
κατάλληλο σχήµα κωδικοποίησης µετατρέπει τις παραµέτρους σε συµβολοσειρές από ένα 
πεπερασµένο αλφάβητο. Το πιο σύνηθες αλφάβητο είναι το δυαδικό αλφάβητο που παράγει δυαδικές 
συµβολοσειρές, δηλαδή συµβολοσειρές αποτελούµενες αποκλειστικά από δύο ψηφία: το 0 και το 1. 
Για το σκοπό αυτό, µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι κλασσικές µέθοδοι δυαδικής αναπαράστασης 
αριθµών. 

Η αντίστροφη διαδικασία, αυτή της αποκωδικοποίησης, συνίσταται στην µετατροπή µιας 
κωδικοποιηµένης συµβολοσειράς στην αντίστοιχη τιµή της παραµέτρου. 

Επιλογή Μεγέθους Πληθυσµού και Αρχικοποίηση 

Το µέγεθος του πληθυσµού ενός ΓΑ αποτελεί βασική επιλογή κατά το στάδιο της σχεδίασής του. Κάθε 
αλγόριθµος αναζήτησης αναµένουµε να παρουσιάζει µια χρονική εξέλιξη. Για να είναι εφικτή αυτή η 
εξέλιξη, ο αλγόριθµος θα πρέπει να παρουσιάζει κάποιο άµεσο ή έµµεσο είδος µνήµης ώστε η απόδοσή 
του να βελτιώνεται µε το χρόνο. Ο ρόλος της µνήµης σε έναν γενετικό αλγόριθµο έχει ανατεθεί στον 
πληθυσµό. Η µόνη πληροφορία που µπορεί να ανακαλέσει ένας γενετικός είναι η πληροφορία που 
βρίσκεται κατανεµηµένη στο µέλη του πληθυσµού του την οποία ο ίδιος παρήγαγε. Συνεπώς, το άµεσο 
συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι όσο µεγαλύτερος είναι ο πληθυσµός τόσο πιο ισχυρός είναι ο 
αλγόριθµος. Ένα αντίπαλο επιχείρηµα, όµως, έχει να κάνει µε την παρατήρηση ότι το µέγεθος του 
πληθυσµού επηρεάζει αρνητικά την «κινητικότητά» του. Μεγαλύτεροι πληθυσµοί παρουσιάζουν 
µεγαλύτερη αδράνεια και συνεπώς βραδύτερη εξέλιξη. 

Γενετικοί Τελεστές 

Ως αλγόριθµος αναζήτησης, ο βασικός στόχος του γενετικού αλγορίθµου είναι η κινητοποίηση των 
µελών του πληθυσµού ώστε να ανακαλυφθούν νέα και (αισίως) καλύτερα σηµεία του χώρου. Όµως, η 
πορεία αυτή στον υπό αναζήτηση χώρο χαρακτηρίζεται από δύο αντιφατικές επιδιώξεις: 

• την επιδίωξη για την ευρύτερη δυνατή εξερεύνηση του χώρου ώστε να ανακαλυφθούν όσο το 
δυνατόν περισσότερες «ενδιαφέρουσες» περιοχές, πράγµα που απαιτεί υψηλή κινητικότητα, και 

• την επιδίωξη για την διεξοδική διερεύνηση των περιοχών αυτών ώστε να επιτευχθεί 
µεγαλύτερη διακριτική ικανότητα και να εντοπιστούν µε ακρίβεια τα «βέλτιστα» σηµεία, 
πράγµα που απαιτεί χαµηλή κινητικότητα. 

Το δίληµµα αυτό είναι γνωστό ως δίληµµα εξερεύνησης / διερεύνησης (exploration / exploitation 
dilemma). 

Η κινητικότητα ενός γενετικού αλγορίθµου καθορίζεται έµµεσα µέσω των δύο θεµελιωδών γενετικών 
τελεστών του: του τελεστή της διασταύρωσης και του τελεστή της µετάλλαξης. Οι τελεστές αυτοί 
επιδρούν στα µέλη του πληθυσµού ενός γενετικού αλγορίθµου µε σκοπό την εξέλιξή τους και την 
παραγωγή ενός νέου βελτιωµένου πληθυσµού σε κάθε βήµα του αλγορίθµου. 

Ο τελεστής της διασταύρωσης (crossover) ανταλλάσσει µέρος της κωδικοποιηµένης πληροφορίας 
δύο χρωµοσωµάτων (συµβολοσειρών). Επιλέγοντας ένα σηµείο για την πραγµατοποίηση της 
διασταύρωσης και ανταλλάσσοντας τα δύο τµήµατα µεταξύ των χρωµοσωµάτων-γονέων προκύπτουν 
δύο νέα χρωµοσώµατα-απόγονοι. 

Καθώς η ανταλλαγή της πληροφορίας των δύο γονέων λαµβάνει χώρα στην κωδικοποιηµένη τους 
αναπαράσταση, οι δύο απόγονοι περιέχουν καινοφανείς τιµές των παραµέτρων αφού η 
αποκωδικοποίησή τους µπορεί να δώσει εντελώς διαφορετικές τιµές για τις παραµέτρους του 
προβλήµατος ενδιαφέροντος. 

Μια σχηµατοποίηση του τελεστή δίνεται στο σχήµα 29. 

Η διασταύρωση λαµβάνει χώρα κατά το στάδιο παραγωγής ενός νέου πληθυσµού από έναν υπάρχων. 
Η διασταύρωση δεν πραγµατοποιείται πάντα αλλά µε µια πιθανότητα που συνήθως είναι αρκετά 
µεγάλη (τυπικά της τάξης του 0.7). 

∆ίληµµα 
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Σηµείο διασταύρωσης

Αρχικά χρωµοσώµατα Απόγονοι

1 1 0 0

0 1 0 1 1 1 0 0

0 1 0 1

0 0 0 1 1 1

1 0 0 1 0 1

0 0 0 1 1 1

1 0 0 1 0 1

 
Σχήµα 29. Ο γενετικός τελεστής διασταύρωσης 

Ο τελεστής της µετάλλαξης (mutation) είναι υπεύθυνος για την µεταβολή του γονιδιακού υλικού 
του χρωµοσώµατος στο οποίο επιδρά, αντίθετα µε τον τελεστή της διασταύρωσης ο οποίος απλά 
ανακατανέµει το υπάρχων υλικό δηµιουργώντας νέους συνδυασµούς. 

Η µετάλλαξη εφαρµόζεται µε µια σχετικά µικρή πιθανότητα (τυπικά της τάξης του 0.03) κατά την 
φάση δηµιουργίας ενός νέου πληθυσµού από τον πληθυσµό της προηγούµενης γενιάς. 

Στο σχήµα 30 δίνεται µια σχηµατοποίηση της δράσης του τελεστή αυτού. 

Σηµείο µετάλλαξης

Αρχικό χρωµόσωµα Αποτέλεσµα

1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1

 
Σχήµα 30. Ο γενετικός τελεστής µετάλλαξης 

Οι δύο αυτοί τελεστές είναι οι πλέον χρησιµοποιούµενοι. Παρόλα αυτά δεν είναι και οι µοναδικοί 
δυνατοί. Πλήθος τελεστών έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία, άλλοι γενικού σκοπού και άλλοι ειδικά 
σχεδιασµένοι για τη επίτευξη ειδικής συµπεριφοράς που απαιτείται από εξειδικευµένα προβλήµατα. 

Συνάρτηση Αποτίµησης 

Μια οµάδα παραµέτρων υπό βελτιστοποίηση µετατρέπεται σε συµβολοσειρά µέσω της κωδικοποίησης. 
Η κωδικοποιηµένη συµβολοσειρά υφίσταται την επίδραση των γενετικών τελεστών και νέες 
συµβολοσειρές παράγονται. 

Για την αποτίµηση των νέων αυτών συµβολοσειρών, την εκτίµηση δηλαδή, του επιπέδου ποιότητάς 
τους ως υποψήφιες λύσεις στο εκάστοτε πρόβληµα, απαιτείται η ύπαρξη µιας συνάρτησης 
αποτίµησης (αντικειµενικής συνάρτησης  objective function). Οι νέες συµβολοσειρές 
αποκωδικοποιούνται για να δώσουν και πάλι οµάδες παραµέτρων οι οποίες τροφοδοτούνται στην 
αντικειµενική συνάρτηση για αποτίµηση. Το µόνο που απαιτείται από την συνάρτηση αυτή είναι η 
επιστροφή µίας και µόνο τιµής που να χαρακτηρίζει το πόσο καλής ποιότητας λύση δίνει η κάθε οµάδα 
παραµέτρων στο πρόβληµα (βαθµός καταλληλότητας παραµέτρων). 

Η πληροφορία αυτή είναι η µοναδική εξαρτώµενη από το εκάστοτε πρόβληµα που ρητά απαιτείται από 
τον γενετικό αλγόριθµο και καθορίζει την «τύχη» της οµάδας αυτής στον αγώνα επιβίωσης που 
πραγµατοποιείται κατά την εξέλιξη από γενιά σε γενιά κάτω από την πίεση του «κανόνα επιβίωσης του 
ισχυρότερου». 

Τελεστής 
µετάλλαξης 
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Βρόχος Εκτέλεσης Γενετικού Αλγορίθµου 

Έχοντας επιλέξει κατάλληλο σχήµα κωδικοποίησης για το πρόβληµα, το µέγεθος του πληθυσµού και 
κατάλληλες τιµές για τους γενετικούς τελεστές και µε δεδοµένη µια κατάλληλη συνάρτηση 
αποτίµησης, ο γενετικός αλγόριθµος είναι πλέον έτοιµος για να εκκινήσει. 

Το πρώτο βήµα είναι η αρχικοποίηση του πληθυσµού που λαµβάνει χώρα στην κωδικοποιηµένη 
µορφή των µελών του. Εάν έχει επιλεχθεί η κλασσική δυαδική κωδικοποίηση, η αρχικοποίηση απλά 
συνίσταται στην διαδοχική ρίψη ενός κέρµατος τόσες φορές όσο είναι και το συνολικό πλήθος των 
δυαδικών ψηφίων του πληθυσµού. 

Στην συνέχεια, ο αλγόριθµος εισέρχεται σε ένα βρόχο επαναλήψεων που τερµατίζεται είτε όταν ένας 
προδιαγεγραµµένος αριθµός βηµάτων έχει ολοκληρωθεί ή όταν ο αλγόριθµος καταφέρει να εντοπίσει 
ένα σύνολο παραµέτρων για τις οποίες η συνάρτηση αποτίµησης θα επιστρέψει µια τιµή που να 
βρίσκεται στο επιθυµητό επίπεδο. 

Σε κάθε επανάληψη, ο γενετικός αλγόριθµος πραγµατοποιεί διαδοχικά τα παρακάτω βήµατα: 

• Αποτίµηση κάθε µέλος του παρόντος πληθυσµού 

Κάθε µέλος του πληθυσµού αποκωδικοποιείται δίνοντας την αντίστοιχη οµάδα παραµέτρων οι 
οποίες τροφοδοτούνται στην συνάρτηση αποτίµησης. Η συνάρτηση αυτή θα αναθέσει ένα 
«βαθµό» σε κάθε µέλος που να απεικονίζει την «καταλληλότητα» της οµάδας αυτής και 
χαρακτηρίζει το αντίστοιχο µέλος. 

• Επιλογή ζευγαριών από µέλη για αναπαραγωγή 

Η επιλογή γίνεται µε τον κανόνα της ρουλέτας. Μια ρουλέτα µοιράζεται σε έναν αριθµό 
τµηµάτων ίσο µε τον αριθµό των µελών του πληθυσµού. Το µέγεθος κάθε τµήµατος της 
ρουλέτας είναι ανάλογο µε βαθµό που έλαβε το µέλος του πληθυσµού στο οποίο αντιστοιχεί. 
Έτσι, όσο πιο υψηλά αποτιµήθηκε ένα µέλος τόσο µεγαλύτερο µερίδιο της ρουλέτας θα 
καταλάβει και το αντίστροφο. 

Αν υποθέσουµε ότι έχουµε Ν µέλη στον πληθυσµό, τότε γυρνάµε τη ρουλέτα Ν φορές 
επιλέγοντας κάθε φορά από ένα µέλος. (Το πείραµα πραγµατοποιείται µε επανατοποθέτηση, 
δηλαδή υπάρχει η πιθανότητα το ίδιο µέλος να επιλεχθεί δύο ή και περισσότερες φορές.) 

• Εφαρµογή γενετικών τελεστών στα επιλεχθέντα µέλη 

Σε κάθε ζεύγος µελών που επιλέγουµε µε την µέθοδο της ρουλέτας: 

• εφαρµόζουµε τον τελεστή της διασταύρωσης µε κάποια πιθανότητα, έστω pc 
καταλήγοντας σε δύο νέες συµβολοσειρές. 

• εφαρµόζουµε τον τελεστή της µετάλλαξης σε κάθε µία από τις συµβολοσειρές που 
δηµιουργήθηκαν στο προηγούµενο βήµα µε κάποια πιθανότητα, έστω pm 

Οι δύο νέες συµβολοσειρές προστίθενται στον νέο πληθυσµό (νέα γενιά). 

Παρατηρούµε ότι τα µέλη που έλαβα υψηλό βαθµό κατά την αποτίµηση έχουν µεγαλύτερη 
πιθανότητα να επιλεχθούν για διασταύρωση και άρα µεγαλύτερη πιθανότητα να 
πολλαπλασιαστούν και να επιβιώσουν (είτε αµιγώς είτε σε µερικά τροποποιηµένη µορφή) στην 
επόµενη γενιά. 

Παρόλα αυτά, µέλη που έλαβαν χαµηλό βαθµό κατά την αποτίµηση δεν αποκλείονται από την 
διαδικασία εξέλιξης αφού και αυτά έχουν κάποια (έστω και µικρή) πιθανότητα να επιλεχθούν 
για διασταύρωση και να περάσουν κάποιο τµήµα του γενετικού υλικού τους στην επόµενη 
γενιά. 
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Παράδειγµα Γενετικού Αλγορίθµου 

Παράδειγµα: Μεγιστοποίηση Συνάρτησης2 

Ας θεωρήσουµε το απλό παράδειγµα της µεγιστοποίησης µιας άγνωστης συνάρτησης. ∆ιατυπωµένο 
πιο αυστηρά: 

Επιθυµούµε να εντοπίσουµε το σηµείο xmax ∈ ℵ όπου µια άγνωστη συνάρτηση f(x) λαµβάνει τη 
µέγιστη τιµή της. Η µεταβλητή x λαµβάνει τιµές στο διάστηµα ℵ = [0,31] ⊂ N (λαµβάνει δηλαδή 
µόνο ακέραιες τιµές µεταξύ 0 και 31). 

Στο παράδειγµα αυτό θα προδιαγράψουµε έναν γενετικό αλγόριθµο και θα τον εκτελέσουµε «µε το 
χέρι» ώστε να διευκρινιστούν οι διεργασίες που επιτελούνται. Επιπρόσθετα, θα αποκαλύψουµε την 
άγνωστη συνάρτηση ώστε να έχουµε πλήρη επίγνωση του προβλήµατος αλλά προφανώς δεν θα 
χρησιµοποιήσουµε καθόλου την πληροφορία αυτή σε κανένα σηµείο της διαδικασίας επίλυσης παρά 
µόνο στην συνάρτηση αποτίµησης. Η συνάρτηση αυτή είναι η: 

 f(x) = x2 

Βήµα 1: Σχήµα κωδικοποίησης 

Για την κωδικοποίηση της µοναδικής παραµέτρου της συνάρτησης θα χρησιµοποιήσουµε την 
δυαδική της µεταγραφή. Ένας ακέραιος στο διάστηµα [0,31] απαιτεί 5 δυαδικά ψηφία για την 
δυαδική αναπαράστασή του. Συνεπώς, κάθε µέλος του πληθυσµού (συµβολοσειρά) θα 
αποτελείται από 5 ψηφία. 

Βήµα 2: Μέγεθος πληθυσµού, αρχικοποίηση, πιθανότητες τελεστών και συνάρτηση αποτίµησης 

Επιλέγουµε για µέγεθος πληθυσµού το 4. Έτσι, σε κάθε γενιά, ο πληθυσµός µας θα έχει 4 
µέλη. 

Για κάθε δυαδικό ψηφίο κάθε µέλους του πληθυσµού, ρίχνουµε ένα νόµισµα για να το 
αρχικοποιήσουµε τυχαία στην τιµή 0 ή 1. Έστω ότι καταλήγουµε έτσι στον πληθυσµό του 
σχήµατος 31. 

0 1 1 0 1

1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 1 1

 
Σχήµα 31. Ο τυχαία αρχικοποιηµένος πληθυσµός 

Υιοθετούµε τυπικές τιµές για τις πιθανότητες των γενετικών τελεστών διασταύρωσης και 
µετάλλαξης, για παράδειγµα: 

pc = 0.7 και pm = 0.001 

Η συνάρτηση αποτίµησης αντιστοιχεί στο µαύρο κουτί το οποίο θα τροφοδοτούµε µε τις 
αποκωδικοποιηµένες παραµέτρους και θα επιστρέφει ένα µέτρο (βαθµό) καταλληλότητας για 
αυτές.  

Στην περίπτωσή µας, η συνάρτηση αποτίµησης είναι η f(x) = x2. 

Βήµα 3: Βρόχος εκτέλεσης αλγορίθµου 

Σε κάθε επανάληψη του βρόχου πραγµατοποιούνται τα παρακάτω βήµατα: 

• Αποκωδικοποίηση κάθε µέλους του πληθυσµού 
(µετατροπή από δυαδικό σε δεκαδικό)  

                                                
2 Το απλό αυτό παράδειγµα, είναι προσαρµοσµένο από το βιβλίο του Goldberg [GOLDBERG, 1989]. 



Υπολογιστική Νοηµοσύνη 
 

 ΈΜΠΕΙΡΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΤΗΝ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗ ΚΑΙ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΠΛΟΙΩΝ 44 

 

• Αποτίµηση κάθε µέλους του πληθυσµού 
(χρήση της συνάρτησης f) 

• Κανονικοποίηση των βαθµών 

Τα βήµατα αυτά απεικονίζονται γραφικά στο σχήµα που ακολουθεί. 
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Σχήµα 32. Αποκωδικοποίηση και αποτίµηση των µελών του πληθυσµού 

Έχοντας υπολογίσει τα µεγέθη αυτά, µπορούµε να προχωρήσουµε στην εφαρµογή των γενετικών 
τελεστών. 

Σχηµατίζουµε µια ρουλέτα µε τόσες περιοχές όσος είναι ο αριθµός των µελών του πληθυσµού και 
µεγέθη ανάλογα µε το βαθµό του κάθε µέλους. 

1ο µέλος
2ο µέλος
3ο µέλος
4ο µέλος

 
Σχήµα 33. Επιλογή µε τον κανόνα της ρουλέτας 

Για την επιλογή µελών του πληθυσµού που θα υποβληθούν στην επίδραση των γενετικών τελεστών 
και θα αποτελέσουν την νέα γενιά, χρησιµοποιούµε την ρουλέτα του παραπάνω σχήµατος και 
πραγµατοποιούµε 4 επαναλήψεις. Έστω ότι κατά τις επαναλήψεις επιλέχθηκαν τα ακόλουθα µέλη µε 
την συγκεκριµένη σειρά: 1ο, 2ο, 2ο, 4ο. Έτσι τα δύο ζεύγη που θα διασταυρωθούν είναι: 1ο µε 2ο 
και 2ο µε 4ο. 

Για το ακριβές σηµείο διασταύρωσης, χρησιµοποιούµε και πάλι τυχαία επιλογή (ρίψη νοµίσµατος) 
καταλήγοντας για το πρώτο ζευγάρι στην θέση 4 ενώ για το δεύτερο στην θέση 2. 

Το αποτέλεσµα της διασταύρωσης µεταξύ των ζευγαριών δίνεται σχηµατικά στο σχήµα 34. 
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0 1 1 0

1 1 0 0

1 0

Γονείς

0 1 1 0

1 1 0 0

0

1 0

Απόγονοι

1 1

1 1

0 0 0

1

0

0 1 1

0 0 0

1

0 1 1

 
Σχήµα 34. Εφαρµογή του τελεστή διασταύρωσης 

Στους απογόνους, πρέπει τώρα να εφαρµόσουµε τον τελεστή της µετάλλαξης ψηφίο-ψηφίο. Λόγω 
της µικρής πιθανότητας που έχει, η µετάλλαξη είναι σπάνιο να συµβεί. Έτσι, στο συγκεκριµένο 
πείραµα δεν προέκυψε καµία µετάλλαξη. Συνεπώς οι συµβολοσειρές του προηγούµενου σχήµατος 
αποτελούν και τα µέλη της νέας γενιάς του πληθυσµού. 
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Σχήµα 35. Η νέα γενιά του πληθυσµού 

Συγκρίνοντας τον νέο πληθυσµό του σχήµατος 35 µε τον προηγούµενο του σχήµατος 32, εύκολα 
παρατηρούµε ότι η νέα γενιά είναι βελτιωµένη και ως προς τον µέσο όρο των βαθµών των µελών 
(436 έναντι 293) αλλά και ως προς το βέλτιστο µέλος του πληθυσµού (βαθµός βέλτιστου µέλους 729 
έναντι 576) πράγµα που σηµαίνει ότι ο πληθυσµό εξελίχθηκε προς την σωστή κατεύθυνση. 

Στο σηµείο αυτό κλείνει το βήµα του επαναληπτικού βρόχου και η εκτέλεση συνεχίζεται µε τον νέο 
πληθυσµό από την αρχή του βήµατος 3. 

Σχόλιο 

Αν και το παράδειγµα αυτό είναι αρκετά απλοϊκό, δίνει µια ακριβή ιδέα για τους µηχανισµούς των 
γενετικών αλγορίθµων και τις µεθόδους εξέλιξης που υιοθετούν. Βασικό χαρακτηριστικό των γενετικών 
αλγορίθµων είναι ότι µε την ίδια απλότητα θα µπορούσαν να αντιµετωπίσουν και προβλήµατα πολύ 
µεγαλύτερης πολυπλοκότητας. 

 



Υπολογιστική Νοηµοσύνη 
 

 ΈΜΠΕΙΡΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΤΗΝ ΣΧΕ∆ΙΑΣΗ ΚΑΙ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΠΛΟΙΩΝ 46 

 

Πίνακας Ορολογίας Γενετικών Αλγορίθµων 

Όρος Μετάφραση Ερµηνεία 

Καταλληλότητα 
(Βαθµός) 

Fitness Ποσοτικό κριτήριο αξιολόγησης µιας οµάδας παραµέτρων σχετικά µε 
την ποιότητα της λύσης που δίνουν στο πρόβληµα 

Παράµετρος Value 
(Allele) 

 

Πληθυσµός Population Ένα σύνολο χρωµοσωµάτων 

Συµβολοσειρά 
(Χρωµόσωµα) 

String 
(Chromosome) 

Αποτελεί το βασικό δοµικό στοιχείο ενός γενετικού αλγορίθµου. 
Κωδικοποιεί ένα σύνολο παραµέτρων. 

Σχήµα Schema Μια φόρµα οµοιότητας που περιγράφει ένα υποσύνολο 
χρωµοσωµάτων µε κοινά µέρη κώδικα σε συγκεκριµένα σηµεία. 

Φαινότυπος Phenotype Το αποτέλεσµα της αποκωδικοποίησης µιας οµάδας παραµέτρων 
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Υβριδικά Μοντέλα 

Εισαγωγή 

Κάθε µία από τις ξεχωριστές µεθοδολογίες της Υπολογιστικής Νοηµοσύνης που παρουσιάστηκαν στα 
προηγούµενα (ασαφή συστήµατα, νευρωνικά δίκτυα και γενετικοί αλγόριθµοι) παρουσιάζουν ιδιαίτερα 
χαρακτηριστικά και διαφορετικά ισχυρά και ασθενή σηµεία. 

Σκοπός των υβριδικών µοντέλων (hybrid models) είναι να συνδυάσουν δύο (ή, λιγότερο συχνά, 
περισσότερες) από αυτές τις µεθοδολογίες για την ανάπτυξη συστηµάτων µε µικτά χαρακτηριστικά τα 
οποία: 

• θα παρουσιάζουν συνδυαστικά πλεονεκτήµατα 

• θα εξαλείφουν ελαττώµατα των επιµέρους µεθοδολογιών, ή 

• θα προσφέρουν ένα πιο κατάλληλο πλαίσιο διατύπωσης και αποτελεσµατικότερης επίλυσης 
συγκεκριµένων κατηγοριών προβληµάτων 

Αν και η βιβλιογραφία είναι πλούσια από παραδείγµατα υβριδικών συστηµάτων που συνδυάζουν 
κάποια από τις µεθοδολογίες της Υπολογιστικής Νοηµοσύνης µε παραδοσιακούς αλγορίθµους ή 
τεχνικές, η παρακάτω παρουσίαση θα περιοριστεί σε υβριδικά συστήµατα που προκύπτουν από το 
συνδυασµό αποκλειστικά µεθοδολογιών της ΥΝ. 

Οι ακόλουθες αράγραφοι έχουν περισσότερο την µορφή καταγραφής παρά αναλυτικής παρουσίασης. 

Μοντέλα 

Στην προσπάθεια σχεδίασης υβριδικών συστηµάτων από συστατικά της ΥΝ, οι πιθανές επιλογές 
καθορίζονται από το παρακάτω διάγραµµα: 

Ασαφής
Λογική
Ασαφής
Λογική

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Γενετικοί
Αλγόριθµοι
Γενετικοί
Αλγόριθµοι

 
Σχήµα 36. Πλαίσιο υβριδικών συστηµάτων 

Το παραπάνω σχήµα, προσφέρει και κάποια σχετική πληροφορία αναφορικά µε τον «όγκο» της 
έρευνας στις αντίστοιχες περιοχές. Έτσι, είναι βέβαιο ότι τα νευροασαφή συστήµατα (τα συστήµατα, 
δηλαδή, που συνδυάζουν µεθοδολογίες ασαφούς λογικής και νευρωνικών δικτύων) έχουν προσελκύσει 
περισσότερη έρευνα από εκείνα που συνδυάζουν ασαφή συστήµατα και γενετικούς αλγορίθµους κ.λπ. 

Ένα σηµείο που θα πρέπει επίσης να σηµειωθεί, είναι ότι ο συνδυασµός δύο µεθοδολογιών προσφέρει 
διάφορες εναλλακτικές. Έτσι, όπως θα φανεί στη συνέχεια, ο όρος «νευροασαφή» µπορεί να υπονοεί 
συστήµατα που ενσωµατώνουν νευρωνικές τεχνικές (όπως ένας κανόνας εκπαίδευσης) σε ένα ασαφές 
σύστηµα ή ασαφή εργαλεία (π.χ. ένας ασαφής αλγόριθµος για την δυναµική µεταβολή του ρυθµού 
µάθησης) σε ένα νευρωνικό δίκτυο. Το ευρύτερο πλαίσιο, δηλαδή, µπορεί να είναι ασαφές όπου θα 
εισαχθούν νευρωνικά στοιχεία ή νευρωνικό όπου θα εισαχθούν ασαφή στοιχεία. 
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Νευροασαφή Μοντέλα 

Ακολουθεί ένας µη εξαντλητικός κατάλογος διαφόρων υβριδικών 
µοντέλων που έχουν κατά καιρούς προταθεί στη διεθνή βιβλιογραφία 
για τον συνδυασµό ασαφών τεχνικών µε νευρωνικές: 

• Ασαφή Νευρωνικά ∆ίκτυα 
(Fuzzy Neural Networks) 

Αντιστοίχηση των σταδίων εξαγωγής ασαφούς συµπεράσµατος 
στα στρώµατα ενός νευρωνικού. Χρησιµοποιούνται 
διαφορετικοί ειδικά σχεδιασµένοι νευρώνες σε κάθε στρώµα. 

• ANFIS - Adaptive Neurofuzzy Inference Systems 
(Προσαρµοστικό νευροασαφές σύστηµα εξαγωγής 
συµπεράσµατος) 

Εκπαίδευση ασαφούς συστήµατος µε τον αλγόριθµο 
ανάστροφης διάδοσης σφάλµατος. 

• FALCON - Fuzzy Adaptive Learning Control Net 
(Ασαφές προσαρµοστικό δίκτυο ελέγχου) 

Νευρωνική αναπαράσταση ασαφούς εξαγωγής συµπεράσµατος.

• Νευρωνικές συσχετιστικές µνήµες για την εκµάθηση 
ασαφών κανόνων 
(Neural associative memories for learning fuzzy rules) 

Χρήση νευρωνικών δικτύων για την αντιγραφή της 
συµπεριφοράς ασαφών κανόνων. 

• Ασαφής έλεγχος του ρυθµού µάθησης σε νευρωνικά 
δίκτυα 

 

Ασαφής
Λογική
Ασαφής
Λογική

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Γενετικοί
Αλγόριθµοι
Γενετικοί
Αλγόριθµοι

 

Ασαφή-Γενετικά Μοντέλα 

Ακολουθεί ένας µη εξαντλητικός κατάλογος διαφόρων µεθόδων που 
έχουν κατά καιρούς προταθεί στη διεθνή βιβλιογραφία για τον 
συνδυασµό ασαφών τεχνικών µε γενετικούς αλγορίθµους: 

• Αυτόµατη βέλτιστη διαµέριση πεδίων εισόδων και εξόδων 
ασαφούς συστήµατος µε ΓΑ 

• Αυτόµατη εξαγωγή ασαφών κανόνων από δεδοµένα µε ΓΑ 

• Γενετική βελτιστοποίηση ασαφών κανόνων 

• Γενετική επιλογή ασαφών κανόνων 

 

• Ασαφής έλεγχος παραµέτρων ΓΑ 

• Ασαφείς Γενετικοί Αλγόριθµοι 

 

Ασαφής
Λογική
Ασαφής
Λογική

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Γενετικοί
Αλγόριθµοι
Γενετικοί
Αλγόριθµοι
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Νευρωνικά-Γενετικά Μοντέλα 

Ακολουθεί ένας µη εξαντλητικός κατάλογος διαφόρων µεθόδων που 
έχουν κατά καιρούς προταθεί στη διεθνή βιβλιογραφία για τον συνδυασµό 
νευρωνικών τεχνικών µε γενετικούς αλγορίθµους: 

• Γενετική εκπαίδευση νευρωνικού δικτύου 

Προσδιορισµός βαρών νευρωνικού δικτύου προκαθορισµένης (και 
σταθερής) δοµής µε ΓΑ. 

• Γενετική σχεδίαση νευρωνικού δικτύου 

Γενετικοί αλγόριθµοι για: 

• Αυτόµατο προσδιορισµό της δοµής ενός νευρωνικού 
δικτύου για συγκεκριµένο πρόβληµα 

• Προσδιορισµό «βέλτιστου» νευρωνικού δικτύου για 
συγκεκριµένο πρόβληµα. 

 

Ασαφής
Λογική
Ασαφής
Λογική

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Γενετικοί
Αλγόριθµοι
Γενετικοί
Αλγόριθµοι

 

Άλλα Μοντέλα 

• Γενετικός Μετα-Αλγόριθµος 

Γενετικός αλγόριθµος για τον προσδιορισµό «βέλτιστων» τιµών 
για τις παραµέτρους ενός «φωλιασµένου» γενετικού αλγορίθµου. 

 

Ασαφής
Λογική
Ασαφής
Λογική

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Νευρωνικά 
∆ίκτυα

Γενετικοί
Αλγόριθµοι
Γενετικοί
Αλγόριθµοι
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Βραχυγραφίες 
Βραχυγραφία Ανάπτυγµα 

ΓΑ Γενετικός Αλγόριθµος                                                                                          
(Genetic Algorithm, GA) 

ΤΝ∆ Τεχνητό Νευρωνικό ∆ίκτυο 
(Artificial Neural Network, ANN) 

ΤΝ Τεχνητή Νοηµοσύνη 
(Artificial Intelligence, AI) 

ΥΝ Υπολογιστική Νοηµοσύνη 
(Computational Intelligence, CI) 

LMS Least Mean Squares 
(Ελάχιστα Μέσα Τετράγωνα) 
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Προτεινόµενη Βιβλιογραφία 
Ακολουθεί ένας περιορισµένος κατάλογος εισαγωγικών τίτλων οργανωµένος κατά θέµα. Βασικά βιβλία 
που καλύπτουν περισσότερα του ενός αντικείµενα επαναλαµβάνονται στις αντίστοιχες παραγράφους. 

Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους προτεινόµενους τίτλους για (εκτεταµένους) καταλόγους πιο 
εξειδικευµένων άρθρων και βιβλίων. 
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