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(Μελέτη και Εφαρµογή της Καταστατικής Εξίσωσης van der Waals) 

 

 

Σκοπός της συγκεκριµένης υπολογιστικής άσκησης είναι η µελέτη και αριθµητική 

επίλυση της καταστατικής εξίσωσης van der Waals (vdW). Η µελέτη των αερίων 

ξεκινά  µε την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων ( pV nRT= ). Ως ιδανικό ή 

τέλειο αέριο, ορίζεται το αέριο του οποίου τα άτοµα ή τα µόρια κινούνται ελεύθερα 

στο χώρο χωρίς αλληλεπιδράσεις. Επίσης, θα πρέπει να αναφερθεί ότι αυτό το 

µοντέλο αποτελεί την βάση της κινητικής θεωρίας, στα πλαίσια της οποίας το αέριο 

θεωρείται ως ένα σύνολο σωµατιδιών αµελητέου µεγέθους ευρισκοµένων σε συνεχή 

και ανεξάρτητη χαοτική κίνηση. Η καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για πραγµατικά αέρια µόνο σε πολύ χαµηλές πυκνότητες 

και υψηλές θερµοκρασίες. Για το λόγο αυτό, απαιτείται η ανάπτυξη πολυπλοκότερων 

εξισώσεων που να µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε υψηλές πιέσεις τόσο πολικών 

όσο και µη πολικών ουσιών. Προς τούτο το σκοπό µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι 

καταστατικές εξισώσεις virial:  
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Οι συντελεστές B , C είναι γνωστοί ως δεύτερος και τρίτος συντελεστή virial 

αντιστοίχως. Από την µορφή της εξίσωσης (1) γίνεται σαφές ότι αποτελεί διόρθωση 

της καταστατικής εξίσωσης των ιδανικών αεριών προσθέτωντας, επιπλέον όρους 

ώστα να περιγραφεί κατάλληλα η απόκλιση από την ιδανικότητα του υπό µελέτη 

συστήµατος. Η εξίσωση vdW χρησιµοποιείται για ρευστά που αποτελούνται από 

σωµατίδια µη µηδενικού όγκου παρουσία ελκτικής διαµοριακής δύναµης. Ο µη 

µηδενικός όγκος έχει ως αποτέλεσµα τον περιορισµό του διαθέσιµου όγκου από V σε 

V nb− . Ο τελευταίος όρος αποτελεί προσεγγιστικά τον όγκο που κατέχουν τα 

σωµατίδια και έχει ως αποτέλεσµα, αρχικώς, η καταστατική εξίσωση των ιδανικών 

αερίων να τροποποηθεί σε  
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Όµως, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, υπάρχουν πλέον και ελκτικές δυνάµεις 

γεγονός που οδηγεί σε ελάττωση της πίεσης που εξασκεί το θεωρούµενο αέριο. Η 

πίεση µειώνεται ανάλογα µε το τετράγωνο της πυκνότητας και συγκεκριµένα κατά 

την ποσότητα ( )
2 2

ma / V / n a / V= , όπου η παράµετρος a  είναι µια σταθερά, 

χαρακτηριστική για κάθε αέριο. Το προηγούµενο πηλίκο είναι επίσης γνωστό και ως 

εσωτερική πίεση ενώ η τελική έκφραση για την εξίσωση vdw περιγράφεται από την 

παρακάτω εξίσωση:  
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ή ισοδύναµα χρησιµοποιώντας το γραµµοριακό όγκο: 
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Επιπλέον, η εξίσωση (4) µπορεί µε κάταλληλη αναδιάταξη των όρων να γραφεί ως 

µια κυβική εξίσωση του γραµµοριακού όγκου. Συκεκριµένα, λαµβάνει την µορφή: 
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Στα πλαίσια αυτής της άσκησης θα δοθεί ιδιαίτερη έµφαση σε αυτή την εξίσωση η 

οποία θα λυθεί µε µεθόδους αριµθητικής ανάλυσης για τον υπολογισµό 

γραµµοριακών όγκων καθώς και για την εκτίµηση θερµοδυναµικών συναρτήσεων 

όπως είναι οι ελεύθερες ενέργειες Helmholtz και Gibbs. Συγκεκριµένα, η µέθοδος 

Newton-Raphson θα εφαµοστεί για την συνάρτηση 
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Στα πλαίσια αυτής της µεθόδου χρειάζεται και η πρώτη παράγωγος της ανωτέρω 

συναρτήσεως:  
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Πλήρη περιγραφή των µεθόδων αριθµητικής ανάλυσης που χρησιµοποιούνται στα 

πλαίσια της παρούσας άσκησης παρέχονται στις επόµενες δυο ενότητες.  

   Θα πρέπει να έχει γίνει προφανές από την προηγούµενη συζήτηση ότι µια τόσο 

απλή εξίσωση είναι αδυνατό να περιγράψει όλα τα ρευστά για όλους τους πιθανούς 

συνδυασµούς πιέσεως και θερµοκρασίας. Το βασικό πλεονέκτηµα της εξίσωσης vdW 

είναι ότι έχει αφενός (απλή) αναλυτική µορφή και αφετέρου µπορούν να εξαχθούν 

κάποια γενικά συµπεράσµατα για τα πραγµατικά αέρια. Γενικά, είναι µια 

προσεγγιστική εξίσωση και η ισχύς της µειώνεται καθώς αυξάνεται η πυκνότητα και 

ελαττώνεται η θερµοκρασία. Στη βιβλιογραφία υπάρχει µια πληθώρα καταστατικών 

εξισώσεων πολυπλοκότερης µορφής που περιγράφουν ουσίες ή µείγµατα ουσιών 

στην ρευστή φάση. Αν καµία άλλη καταστατική εξίσωση δεν µπορεί να 

χρησιµοποηθεί για ένα σύστηµα, τότε επιστρέφουµε στην εξίσωση virial.  

 

 

 

 

 

 



Η µέθοδος Newton-Raphson  
 

 

Η µέθοδος Newton-Raphson  αποτελεί  ένα χρήσιµο εργαλείο για την 

αριθµητική επίλυση πραγµατικών εξισώσεων. Η βασική ιδέα είναι η εξής: έστω ότι 

αναζητείται  η λύση της εξίσωσης 

( ) 0f x =  

στη γειτονιά του σηµείου 1x . Η παράγωγος της συνάρτησης f  στο σηµείο αυτό 

ορίζεται ως 
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όπου θεωρούµε ότι το σηµείο 2x  προκύπτει από την τοµή της εφαπτοµένης της f  

στο σηµείο 
1x  µε τον οριζόντιο άξονα – εξ ου και η παραδοχή ( )2 0f x = . 

 

 

 
 

∆ιάγραµµα 1: Σχηµατική αναπαράσταση της µεθόδου Newton-Raphson. 

 

Λύνοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς το σηµείο τοµής 2x , έχουµε: 
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   Το σηµείο 
2x  αποτελεί µία αδρή εκτίµηση της λύσης της εξίσωσης ( ) 0f x = . Μία 

σαφώς καλύτερη εκτίµηση της λύσης προκύπτει από διαδοχικές εφαρµογές της 

παραπάνω προσέγγισης, λαµβάνοντας κάθε φορά ως αρχικό σηµείο το προκύπτων 

σηµείο του προηγούµενου βήµατος. Η διαδικασία αυτή µπορεί να περιγραφεί από την 

αναδροµική σχέση 
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    Για την αριθµητική της επίλυση, επιλέγουµε το αρχικό σηµείο 1x , κοντά στο οποίο 

εικάζουµε ότι βρίσκεται η ζητούµενη λύση, υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης 

και της πρώτης παραγώγου ( )1f x  και ( )1f x′  και λαµβάνουµε την τιµή 2x . Στη 

συνέχεια, επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία µε αρχικό σηµείο το 
2x , λαµβάνοντας 

έτσι το σηµείο 
3x  και ούτω καθεξής, µέχρι να ικανοποιηθεί το κριτήριο 

σύγκλισης 1n nx x ε+ − < όπου ε  ένας αρκούντως µικρός αριθµός. 

   Η µέθοδος Newton-Raphson συγκλίνει σχεδόν πάντα στη λύση της εξίσωσης, 

δεδοµένου ότι το αρχικό σηµείο έχει ληφθεί σχετικά κοντά στην εκτιµώµενη λύση 

και ότι η παράγωγος στο σηµείο αυτό είναι διάφορη του µηδενός. 

 

 

 

 

Αριθµητική ολοκλήρωση µε τον κανόνα του τραπεζίου 

 

 

Ο κανόνας του τραπεζίου αποτελεί µία απλή µέθοδο αριθµητικού 

υπολογισµού ορισµένων ολοκληρωµάτων. Έστω ότι ζητείται το ολοκλήρωµα 
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Για τον υπολογισµό του, εφαρµόζεται µία διακριτοποίηση του διαστήµατος 

[ ],a b , κατά την οποία το διάστηµα χωρίζεται σε N  τµήµατα µήκους h . Θεωρώντας 

ότι 0a x=  και Nb x= , το παραπάνω ολοκλήρωµα γράφεται: 
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όπου 

0ix x i h= + ⋅  

και 
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∆ιάγραµµα 2: Σχηµατική αναπαράσταση του κανόνα του τραπεζίου. 

 

 

Προσεγγίζοντας κάθε υπο-ολοκλήρωµα kI  µε το εµβαδόν ενός τραπεζίου, έχουµε: 
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Τότε, το υπό εξέταση ορισµένο ολοκλήρωµα γράφεται: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1

1 1

2 ... 2
2 2

N N

k k k N N

k k

h h
I I f x f x f x f x f x f x− −

= =

= ≅ + = + + + +      ∑ ∑ (14) 

 

 

 

 

Βιβλιογραφία 
 

 

 

1. Atkins, P. W. Φυσικοχηµεία (1998), Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης 

(Τόµος Ι). 

2. Levine, I. N. Physical Chemistry (2002), Mc Graw Hill (Πέµπτη Έκδοση).  

3. Τασσιός ∆. Π. Εφηρµοσµένη Θερµοδυναµική Χηµικής Μηχανικής (2001), 

Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις ΕΜΠ.  

4. Atkison, K. E. An introduction to Numerical Analysis (1989), Εκδόσεις John 

Wiley and Sons (∆εύτερη Έκδοση).  

5. Παπαγεωργίου Γ. Σ.; Τσίτουρας Χ. Γ. Αριθµητική Ανάλυση σε MATLAB και 

Mathematica (2000), Εκδόσεις Συµεών.  

 

 

 

 



Υπολογιστικό Μέρος: Κάθε οµάδα πρέπει να παραδώσει στον υπεύθυνο της 

άσκησης αναφορά που θα απαντάει στα ακόλουθα προβήµατα:  

 

 

 

Πρόβληµα 1:  Υπολογίστε το γραµµοµοριακό όγκο του CO2 σε θερµοκρασία 500Κ 

και πίεση  10,1325 MPa (= 100 atm) θεωρώντας ότι υπακούει στην καταστατική 

εξίσωση vdW. Στα πλαίσια του εργαστηρίου θα ζητηθεί ο υπολογισµός του 

γραµµοµοριακού όγκου και σε άλλες περιπτώσεις. 

 

 

Πρόβληµα 2: ∆οθέντων της κρίσιµης πίεσης ( Cp =4.83MPa) και κρίσιµης 

θερµοκρασίας ( CT =151K) του Ar, υπολογίστε αρχικώς τις παραµέτρους a  και b  και 

εν συνεχεία τη διάµετρο των ατόµων του αερίου. 

 

 

Πρόβληµα 3: Ένα ρευστό vdW υφίσταται ισοθερµοκρασιακή εκτόνωση από όγκο V1 

σε  όγκο V2. Υπολογίστε τη µεταβολή της ελεύθερης ενέργειας Helmholtz για την 

προαναφερθείσα διεργασία. (Υπόδειξη: το ολικό διαφορικό πρώτης τάξης της 

ελεύθερης ενέργειας Helmholtz ως συνάρτηση των φυσιολογικών µεταβλητών της 

γράφεται ως εξής: dA SdT pdV µdN= − − + ) 

 

 

Πρόβληµα 4: Ένα ρευστό vdW υφίσταται ισοθερµοκρασιακή µεταβολή από πιέση p1 

σε πίεση p2. Υπολογίστε τη µεταβολή της ελεύθερης ενέργειας Gibbs για την 

προαναφερθείσα διεργασία. (Υπόδειξη: το ολικό διαφορικό πρώτης τάξης της 

ελεύθερης ενέργειας Gibbs ως συνάρτηση των φυσιολογικών µεταβλητών της 

γράφεται ως εξής: dG Vdp SdT µdN= − + ) 

 


