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ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ & ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΕΣ – 1o Τμήμα 
Άσκηση 4.3 

Φάσμα Σήματος 𝑠 𝑡 = 𝐴cos(2𝜋𝑓𝑖𝑡) με Μεταβαλλόμενη Στιγμιαία Συχνότητα 𝑓𝑖 𝑡 =  
𝑓𝑐 ,            |𝑡| ≤ 𝑇 2 

𝑓𝑐 + Δ𝑓, 𝑡 > 𝑇 2 
 

𝑠 𝑡 =  
𝐴cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 ,            |𝑡| ≤ 𝑇 2 

𝐴cos 2𝜋(𝑓𝑐+Δ𝑓 𝑡] , 𝑡 > 𝑇 2 
 : Διαμόρφωση FM Ορθογωνίου Παλμού (FSK του  ⋯0001000⋯) 

Έχουμε 𝑠 𝑡 = 𝐴cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝑔𝑓𝑐+Δ𝑓,𝑇 𝑡 − 𝑔𝑓𝑐,𝑇 𝑡   όπου 

𝑔𝑓𝑐,𝑇 𝑡  : Διαμόρφωση AM Ορθογωνίου Παλμού (ASK του ⋯0001000⋯) 

Παράδειγμα 2.5 του Haykin & Moher  

𝑔𝑓𝑐,𝑇 𝑡 = 𝐴rect
𝑡

𝑇
cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 ↔ 𝐺𝑓𝑐,𝑇 𝑓 =

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 − 𝑓𝑐 + sinc 𝑇 𝑓 + 𝑓𝑐  

   Αν 𝑓𝑐𝑇 ≫ 1 ⇒  𝐺𝑓𝑐,𝑇 𝑓 ≅  

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 − 𝑓𝑐 , 𝑓 > 0

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 + 𝑓𝑐 ,  𝑓 < 0

 

 
Άρα 𝑠 𝑡 = 𝐴cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝑔𝑓𝑐+Δ𝑓, 𝑇 𝑡 − 𝑔𝑓𝑐,𝑇 𝑡  ↔ 𝑆(𝑓) και για 𝑓𝑐𝑇 ≫ 1 : 

 

 𝑆(𝑓) ≅  

𝐴

2
𝛿 𝑓 − 𝑓𝑐 +

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 − 𝑓𝑐 − Δ𝑓 −

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 − 𝑓𝑐 , 𝑓 > 0

𝐴

2
𝛿 𝑓 + 𝑓𝑐 +

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 + 𝑓𝑐 + Δ𝑓 −

𝐴𝑇

2
sinc 𝑇 𝑓 + 𝑓𝑐 , 𝑓 < 0

 

𝑓𝑐 + Δ𝑓 𝑓𝑐  𝑓𝑐  

−
𝑇

2
 

𝑇

2
 



5𝑓𝑚 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ & ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΕΣ – 1o Τμήμα 
Άσκηση 4.9 

Ημιτονοειδές  𝑚 𝑡 = sin (2𝜋𝑓𝑚𝑡) 
Σήμα FM: 𝑠 𝑡 = cos [2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝛽 sin 2𝜋𝑓𝑚𝑡 ], 𝛽 = 1 (Wide-band FM) 
Ιδανικό Φίλτρο Band-pass με Ζώνη Διέλευσης 2𝐵 = 5𝑓𝑚 , 𝑓𝑐 − 𝐵 ≤ 𝑓 ≤ 𝑓𝑐 + 𝐵   
Ζητείται το Πλάτος Φάσματος |𝑆𝑜 𝑓 | = |𝑆 𝑓 𝐻 𝑓 | της εξόδου του Φίλτρου 𝑠 𝑡 → 𝑠𝑜 𝑡  

𝑠(𝑡) 𝑠𝑜(𝑡) 

𝑆(𝑓) 𝑆𝑜 𝑓 = 𝑆(𝑓)𝐻(𝑓) 

𝐽0 1 = 0.765 

𝐽1 1 = 0.44 

𝐽2 1 = 0.115 

𝑆 𝑓 = 𝐴𝑐  𝐽𝑛(𝛽)

∞

𝑛=−∞

cos 2𝜋 𝑓𝑐 + 𝑛𝑓𝑚 𝑡 =  𝐽𝑛(1)

∞

𝑛=−∞

cos 2𝜋 𝑓𝑐 + 𝑛𝑓𝑚 𝑡  

Το φίλτρο θα περάσει τις αρμονικές στις (θετικές) συχνότητες: 
𝑓𝑐 , 𝑓𝑐 ± 𝑓𝑚 , 𝑓𝑐 ± 2𝑓𝑚 ενώ θα αποκόψει τις υπόλοιπες 𝑓𝑐 ± 𝑛𝑓𝑚 , 𝑛 ≥ 3 

Οι συναρτήσεις Bessel δίνουν: 
𝐽0 1 = 0.765, 𝐽1 1 = −𝐽−1 1 = 0.44,  𝐽2 1 = 𝐽−2 1 = 0.115 και άρα: 
 
𝑆0 𝑓 = 0.765 cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 0.44{cos 2𝜋 𝑓𝑐 + 𝑓𝑚 𝑡 − cos 2𝜋 𝑓𝑐 − 𝑓𝑚 𝑡 }

+ 0.115{cos 2𝜋 𝑓𝑐 + 2𝑓𝑚 𝑡 − cos 2𝜋 𝑓𝑐 − 2𝑓𝑚 𝑡 } 



ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ & ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΕΣ – 1o Τμήμα 
Άσκηση 4.14 

Διαμόρφωση FM: Διπλασιασμός Απόκλισης Συχνότητας Δ𝑓 → 2𝛥𝑓 μέσω Διάταξης  Square-law 
  

Έστω 𝑚 𝑡 = 𝐴𝑚sin (2𝜋𝑓𝑚𝑡) 
 

𝑠 𝑡 = 𝑣1 = 𝐴𝑐 cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝛽 sin 2𝜋𝑓𝑚𝑡 , 𝛽 =
Δ𝑓

𝑓𝑚
 

𝑣2 = 𝑎𝑣1
2 = 𝑎𝐴𝑐

2 cos2( 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝛽 sin 2𝜋𝑓𝑚𝑡 ) =
𝑎𝐴𝑐

2

2
[1 + cos (4𝜋𝑓𝑐𝑡 + 2𝛽 sin 2𝜋𝑓𝑚𝑡 )] 

 
Ο δείκτης διαμόρφωσης (FM modulation index) διπλασιάζεται (𝛽 → 2𝛽) και κατ’ αναλογία 
διπλασιάζεται η απόκλιση συχνότητας (𝛽𝑓𝑚 = Δ𝑓 → 2Δ𝑓 = 2𝛽𝑓𝑚) 

𝑣1 𝑣2 = 𝑎𝑣1
2 

cos2 𝑥 =
1 + cos(2𝑥)

2
 



Band-pass 𝐻1 𝑓  

Band-pass 𝐻2 𝑓  

Low-pass 𝐻 1 𝑓  

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ & ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΕΣ – 1o Τμήμα 
Άσκηση 4.20 (1/2) 

• Η band-pass 𝐻1 𝑓  και η μιγαδική της low-pass 𝐻 1 𝑓  
συνδέονται ως 𝐻 1(𝑓 − 𝑓𝑐) = 2𝐻1 𝑓 ,  𝑓 > 0 

• Ιδανικό complementary slope circuit 𝐻2 𝑓  : 
𝐻 2 𝑓 = 𝐻 1 −𝑓  

 

𝑎: σταθερά κλίσης (slope) 

Αποδιαμόρφωση FM μέσω Frequency Discriminator: 
Επίδραση μεταβλητού πλάτους  𝑥 𝑡 > 0 με αργή μεταβλητότητα  σε σχέση με την φάση 𝜑 𝑡  που 

διαμορφώνεται από το σήμα 𝑚 𝑡  

𝑠 𝑡 = 𝑥 𝑡 cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝜑 𝑡 = 𝑥(𝑡)cos [2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 2𝜋𝑘𝑓 𝑚 𝜏 𝑑𝜏]
𝑡

0

↔ 𝑆(𝑓) 

𝑆 𝑓 = 0 για 𝑓 εκτός των (−𝑓𝑐 −
𝐵𝑇

2
, −𝑓𝑐 +

𝐵𝑇

2
),(𝑓𝑐 −

𝐵𝑇

2
, 𝑓𝑐 +

𝐵𝑇

2
) όπου 

𝐵𝑇

2
≪ 𝑓𝑐 η βασική ζώνη του 𝑚 𝑡  

• Μιγαδική περιβάλλουσα (complex envelope) 𝑠 𝑡 = 𝑥 𝑡 exp 𝑗𝜑 𝑡 = 𝑥(𝑡)exp [𝑗2𝜋𝑘𝑓  𝑚 𝜏 𝑑𝜏]
𝑡

0
 

• 𝑠 𝑡 ↔ 𝑆 (𝑓)  περιορισμένος στο  −
𝐵𝑇

2
≤ 𝑓 ≤

𝐵𝑇

2
  με την υπόθεση 𝑓𝑐 ≫ 𝐵𝑇  

• Ιδανικό slope circuit (differentiator) 𝐻1 𝑓 =

𝑗2𝜋𝑎 𝑓 − 𝑓𝑐 +
𝐵𝑇

2
,              𝑓𝑐−

𝐵𝑇

2
≤ 𝑓 ≤ 𝑓𝑐 +

𝐵𝑇

2

𝑗2𝜋𝑎 𝑓 + 𝑓𝑐 −
𝐵𝑇

2
,        −𝑓𝑐−

𝐵𝑇

2
≤ 𝑓 ≤ −𝑓𝑐 +

𝐵𝑇

2

0,                                                           για κάθε άλλη 𝑓

 

• Μιγαδική περιβάλλουσα (complex envelope) 𝐻 1 𝑓 =  
𝑗4𝜋𝑎 𝑓 +

𝐵𝑇

2
,         −

𝐵𝑇

2
≤ 𝑓 ≤

𝐵𝑇

2

0,                                             |𝑓| >
𝐵𝑇

2

 



ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ & ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΕΣ – 1o Τμήμα 
Άσκηση 4.20 (2/2) 

• Έξοδος από slope circuit  𝐻1(𝑓):   𝑣1 (𝑡) ↔ 𝑉1(𝑓) με μιγαδική περιβάλλουσα  

𝑣 1 𝑡 ↔ 𝑉 1 𝑓 =
1

2
𝐻 1 𝑓 𝑆 𝑓 =  

𝑗2𝜋𝑎 𝑓 +
𝐵𝑇
2

𝑆 𝑓 ,  −
𝐵𝑇
2
≤ 𝑓 ≤

𝐵𝑇
2

0,                                               |𝑓| >
𝐵𝑇
2

 

  και 

𝑣 2 𝑡 ↔ 𝑉 2 𝑓 =
1

2
𝐻 2 𝑓 𝑆 𝑓 =  

𝑗2𝜋𝑎 −𝑓 +
𝐵𝑇
2

𝑆 𝑓 ,  −
𝐵𝑇
2
≤ 𝑓 ≤

𝐵𝑇
2

0,                                               |𝑓| >
𝐵𝑇
2

 

• 𝑣 1 𝑡 = 𝑎
𝑑𝑠 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑗𝜋𝐵𝑇𝑠 𝑡  όπου 

𝑑𝑠 𝑡

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑥 𝑡 exp 𝑗𝜑 𝑡 = 𝑥 𝑡 exp 𝑗𝜑 𝑡

1

𝑥(𝑡)

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑗

𝑑𝜑 𝑡

𝑑𝑡
 

• Η 𝑥 𝑡  μεταβάλλεται αργά ως προς την 𝜑 𝑡 :  𝑗
𝑑𝜑 𝑡

𝑑𝑡
≫

1

𝑥 𝑡

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
⇒ 

𝑑𝑠 𝑡

𝑑𝑡
≅ 𝑗𝑥(𝑡)

𝑑𝜑 𝑡

𝑑𝑡
exp 𝑗𝜑 𝑡  

• 𝜑 𝑡 = 2𝜋𝑘𝑓  𝑚 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
 ⇒ 

𝑑𝑠 𝑡

𝑑𝑡
≅ 𝑗2𝜋𝑘𝑓𝑥(𝑡)𝑚(𝑡) exp 𝑗𝜑 𝑡   και η έξοδος του 1ου  envelope detector: 

|𝑣 1 𝑡 | ≅ [𝑎𝜋𝑥 𝑡 ] × 2𝑘𝑓𝑚 𝑡 + 𝐵𝑇  αν 
2𝑘𝑓

𝐵𝑇
𝑚 𝑡 < 1 και  𝑥(𝑡) ≥ 0 ∀𝑡 

• Η απόκλιση [𝑎𝜋𝑥 𝑡 𝐵𝑇] αντισταθμίζεται από την έξοδο του 2ου  envelope detector που ενεργεί στο 𝑣 2 𝑡  

|𝑣 2 𝑡 | ≅ [𝑎𝜋𝑥 𝑡 ] × −2𝑘𝑓𝑚 𝑡 + 𝐵𝑇  και 𝑣 1 𝑡 − 𝑣 2 𝑡  ~ 𝑥 𝑡 𝑚(𝑡) 

𝑣2(𝑡) 

𝑣1(𝑡) 
𝑠 𝑡 = 𝑥 𝑡 cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝜑 𝑡  

~ 𝑥 𝑡 𝑚(𝑡) 


